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Prefacio

— Para el instructor

Filosofia

La cuarta edicién de Cdlculo: trascendentes tempranas constituye una revision sustancial de la
ultima edicién. Aunque en esta edicién hay mucho material nuevo, he intentado preservar intac-
to mi objetivo original de compilar un texto de célculo que no sea sélo una coleccién de defini-
ciones y teoremas, habilidades y férmulas para memorizar, asi como problemas para resolver,
sino un libro que se comunique con sus lectores mds importantes: los estudiantes. Deseo que
estos cambios hagan mads relevante e interesante el texto tanto para el estudiante como para el
profesor.

Caracteristicas de esta edicion

Secciones y ejercicios La mayor parte del material se ha actualizado y, en algunos casos, reor-
ganizado. Muchas secciones y conjuntos de ejercicios se han reescrito por completo; asimismo,
se les han agregado muchos problemas nuevos, en especial aplicaciones, problemas que requie-
ren el uso de calculadora y computadora, problemas conceptuales y problemas de proyectos. En
su mayoria, las aplicaciones agregadas pertenecen al dmbito de la “vida real” en el sentido de
que se han investigado exhaustivamente usando fuentes originales. También se han agregado
problemas relacionados con la interpretacion de graficas. Ademads, se ha hecho énfasis en las fun-
ciones trigonométricas tanto en los ejemplos como en los conjuntos de ejercicios a lo largo del
texto. En esta edicién hay mds de 7 300 problemas.

Como ayuda en la asignacién de problemas, cada conjunto de ejercicios estd dividido clara-
mente en grupos de problemas identificados con titulos como Fundamentos, Aplicaciones, Mode-
los matemdticos, Proyectos, Problemas con calculadora/SAC, etcétera. Creo que la mayoria de
los titulos son autosuficientes, de modo que los problemas que aparecen bajo el encabezado Pien-
se en ello tratan aspectos conceptuales del material cubierto en esa seccién y son idéneos como
tareas o para discutir en clase. En el texto no se proporciona respuesta alguna para estos proble-
mas. Algunos estdn identificados como Cldsicos matemdticos y reflejan el hecho de que han
existido durante largo tiempo, aparecen en la mayor parte de los textos o presentan algtin deta-
lle interesante, mientras que otros problemas identificados como Un poco de historia muestran
algun aspecto histérico.

En este texto las ecuaciones diferenciales aparecen en dos capitulos: 8 (el cual se incluye en
el libro Cdlculo de una variable) y 16. Las ecuaciones de primer orden se consideran en el capi-
tulo 8 del libro Cdlculo de una variable para beneficio de aquellos estudiantes que encuentren
sus aplicaciones en cursos de fisica e ingenierfa. En el capitulo 16 se consideran la solucién y las
aplicaciones de ecuaciones diferenciales de orden superior. Por supuesto, los capitulos 8 y 16
pueden combinarse y cubrirse como una unidad en cualquier punto del curso, una vez que se
haya concluido el capitulo 4 del libro Cdlculo de una variable. En el apéndice se proporcionan
demostraciones de algunos de los teoremas mads largos. Al final de las secciones correspondien-
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tes aparecen esbozos biograficos de algunos matematicos que han impactado de manera impor-
tante el desarrollo del cédlculo bajo la ribrica de Posdata: Un poco de historia.

Caracteristicas especiales Cada capitulo empieza con su propia tabla de contenido y una intro-
duccién al material referido en ese capitulo. En la parte final del libro, después del apéndice, el
lector encontrard la seccion Formulas matemdticas, que constituye una revision compacta de
conceptos bdsicos de dlgebra, geometria, trigonometria y cdlculo: las leyes de los exponentes,
férmulas de factorizacion, desarrollos binomiales, tridngulo de Pascal, férmulas de geometria,
graficas y funciones, funciones trigonométricas, funciones exponenciales y logaritmicas, y for-
mulas de diferenciacién e integracion.

La seccién denominada Autoevaluacion, que fue introducida en la dltima edicion, consta de
56 reactivos sobre cuatro amplias dreas de precdlculo en matemadticas. Esta evaluacion intenta
alentar a los estudiantes a revisar por si mismos algunos de los temas de prerrequisito esenciales,
como valores absolutos, plano cartesiano, ecuaciones de rectas, circulos, etc., que se aplican a lo
largo del texto. En la seccidn de respuestas se proporcionan las soluciones a todos estos reactivos.

Los usuarios de las tres ediciones previas han sido muy receptivos a las Observaciones con
las que a menudo termina una seccién. En consecuencia, el nimero de éstas ha aumentado y se
les ha denominado Notas desde el aula. Se pretende que estas notas sean andlisis informales diri-
gidos directamente al estudiante. Estos andlisis varian desde advertencias sobre errores algebrai-
cos, de procedimiento y de notacién comunes, pasando por la interpretacion erronea de teoremas
y consejos, hasta preguntas que piden al estudiante pensar en el tema y ampliar las ideas recién
presentadas.

También, a solicitud de los usuarios, se ha incrementado el nimero de notas al margen y
anotaciones de orientacion en los ejemplos.

Figuras, definiciones, teoremas Debido a la gran cantidad de figuras, definiciones y teoremas
que hay en este texto, he cambiado a un sistema de numeracién doble decimal. Por ejemplo, la
interpretacion de “figura 10.2.3” es

Capitulo Seccién del capitulo 10
l

10.2.3 « Tercera figura de la seccién 10.2

Considero que este tipo de numeracidn facilita encontrar, por ejemplo, un teorema o una figura
a la que se hace referencia en una seccién o en un capitulo posterior. Ademads, para relacionar
mejor una figura con el texto, la primera referencia textual a cada figura aparece con el mismo
estilo y color de letra que el nimero de la figura. Por ejemplo, la primera referencia a la prime-
ra figura en la seccién 11.5 se proporciona como FIGURA 11.5.1, y todas las referencias subsecuen-
tes se escriben en el estilo tradicional de la figura 11.5.1. También, en esta edicion cada figura
en el texto presenta un breve subtitulo explicatorio.

Materiales de apoyo

Esta obra cuenta con interesantes complementos para fortalecer los procesos de ensefianza-apren-
dizaje y su evaluacién, y se otorgan a profesores que adoptan este texto para sus cursos. Para
obtener mas informacion respecto de estos materiales, contacte a su representante McGraw-Hill.

= Para el estudiante

Usted se ha matriculado en uno de los cursos mds interesantes de matematicas. Hace muchos
afios, cuando yo era estudiante de Calculo I, me sorprendieron el poder y la belleza del material.
Era distinto de cualquier tipo de matemadticas que hubiera estudiado hasta ese momento. Era
divertido, emocionante y constitufa un desafio. Después de ensefiar matemadticas universitarias
por muchos afios, he conocido infinidad de tipos de estudiante, desde el genio incipiente que
invent6 su propio cdlculo hasta estudiantes que luchaban por dominar la mecdnica mas elemen-
tal del tema. A lo largo de estos afios también he sido testigo de un fenémeno triste: algunos estu-
diantes fracasan en calculo no porque encuentren que el tema es imposible, sino porque tienen
habilidades deficientes de dlgebra y un conocimiento inadecuado del trabajo en trigonometria.
El célculo construye de inmediato sobre su conocimiento y habilidades previos, donde hay
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mucho terreno nuevo por cubrir. En consecuencia, hay muy poco tiempo para repasar las bases
en el planteamiento formal del aula. Asi, quienes ensefiamos cdlculo debemos asumir que usted
puede factorizar, simplificar y resolver ecuaciones, resolver desigualdades, manejar valores
absolutos, usar una calculadora, aplicar las leyes de los exponentes, encontrar ecuaciones de rec-
tas, graficar puntos, trazar graficas elementales y aplicar importantes identidades logaritmicas y
trigonométricas, la habilidad de hacer dlgebra y trigonometria, trabajar con exponentes y loga-
ritmos, asi como trazar a mano, con rapidez y precision, graficas basicas que son claves para
tener éxito en un curso de célculo.

En la pdgina xiii encontrara la seccion “Autoevaluacion”, que contiene 56 preguntas. Esta
“prueba” es una oportunidad para que usted verifique sus conocimientos acerca de algunos temas
que se tratan en este texto. Reldjese, tome su tiempo, lea y trabaje cada pregunta, y luego compa-
re sus respuestas con las que se proporcionan en la pagina RES-1. Sin tomar en cuenta su “califi-
cacion”, lo alentamos a que revise material de precdlculo en algtin texto acerca de la materia.

Unas palabras para los estudiantes que han cursado célculo en preparatoria: por favor, no
asuman que pueden lograrlo con un esfuerzo minimo porque identifican algunos de los temas en
calculo diferencial e integral. Un sentimiento de familiaridad con el tema combinado con una
actitud de complacencia a menudo es la razén del fracaso de algunos estudiantes.

Aprender matemdticas no es como aprender a andar en bicicleta: en que una vez que se
aprende, la habilidad permanece para siempre. Las matemdticas son mds como aprender otro
idioma o tocar un instrumento musical: requiere tiempo, esfuerzo y mucha practica para desarro-
llar y mantener la habilidad. Aun los musicos experimentados contindan practicando escalas fun-
damentales. Por lo anterior, usted, el estudiante, s6lo puede aprender matemdticas (es decir,
hacer “que se le pegue”) mediante el trabajo arduo de hacer matematicas. Aunque he intentado
hacer mds claros para el lector la mayoria de los detalles en la solucién de un ejemplo, inevita-
blemente usted tiene que completar los pasos faltantes. No puede leer un texto de este tipo como
si fuese una novela; debe abrirse camino a lo largo de €l con lapiz y papel en mano.

En conclusion, le deseo la mejor de las suertes en este curso.

= Agradecimientos

Compilar un libro de texto de esta complejidad es una tarea monumental. Ademas de los auto-
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Autoevaluacion

Las respuestas a todas las preguntas estan en la pagina RES-29.

Como preparacion para el calculo

= Matematicas béasicas

1. (Falso/verdadero) Va® + b*> = a + b.
2. (Falso/verdadero) Para a > 0, (a*?)* = a.

3. (Falso/verdadero) Para x # 0, x = %/3
X
2" 1
4. (Falso/verdadero) o

5. (Llene el espacio en blanco) En el desarrollo de (1 — 2x)3, el coeficiente de x° es
6. Sin usar calculadora, evalde (—27)".

7. Escriba lo siguiente como una expresion sin exponentes negativos:
1 -
x2§(x2 + 4)22x + 2x VX2 + 4.
8. Complete el trinomio cuadrado: 2x* + 6x + 5.

9. Resuelva las ecuaciones:

a) x*="Tx b) x> +2x=15 c)2x1_1—£=0 dx+Vx—1=1

10. Factorice completamente:
a) 10x*> — 13x — 3
b) x* —2x* — 1522
¢) x* =27
d x*—16

= NUmeros reales

11. (Falso/verdadero) Si a < b, entonces a> < b’.
12. (Falso/verdadero) V(—9)* = —9.

13. (Falso/verdadero) Si a < 0, entonces _761 < 0.

14. (Llene el espacio en blanco) Si |3x| = 18, entonces x = 0x=

15. (Llene el espacio en blanco) Si a — 5 es un nimero negativo, entonces |a — 5| =

16. ;Cudles de los siguientes nimeros son racionales?

a) 0.25 b) 8.131313 ... c) T
d) 27—2 ¢) V6 R
2 0 h) —9 i) l%
A V3 -2
U 0 = DT
17. Relacione el intervalo dado con la desigualdad idénea.
i) (2,4] ii) [2,4) iii) (2, 4) iv) [2, 4]
a) x=3<1 b x—3 =1 ) 0=x—-2<2 A1l <x—-1=3

18. Exprese el intervalo (—2, 2) como
a) una desigualdad y  b) una desigualdad que implique valores absolutos.
19. Trace la grifica de (—oo, —1] U [3, 00) en la recta numérica.

www.FreelLibros.org

xiii



xiv  Autoevaluacion

FIGURA A2 Grifica para
el problema 32

20.

21.
22,

Encuentre todos los niimeros reales x que satisfacen la desigualdad |3x — 1| > 7. Escriba
su solucién usando notacién de intervalos.

Resuelva la desigualdad x> = —2x + 15y escriba su solucién usando notacién de intervalos.

Resuelva la desigualdad x = 3 — y escriba su solucién usando notacién de intervalos.

x+2

= Plano cartesiano

23.

24.

25.

26.

27.

28.
29.

30.

31.

32.

(Llene el espacio en blanco) Si (a, b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces (—a, b) es
un punto en el cuadrante.

(Llene el espacio en blanco) El punto medio del segmento de recta desde P;(2, —5) hasta
P>(8,—9) es

(Llene el espacio en blanco) Si (—2, 6) es el punto medio del segmento de recta desde P;(x,,
3) hasta P5(8, y,), entonces x; = VY, =

(Llene los espacios en blanco) El punto (1, 5) estd en una grafica. Proporcione las coorde-
nadas de otro punto de la grafica si la grafica es:

a) simétrica con respecto al eje x.

b) simétrica con respecto al eje y.

¢) simétrica con respecto al origen.

(Llene los espacios en blanco) Las intersecciones x y y de la gréfica de |y| = 2x + 4 son,
respectivamente, y

(En cudles cuadrantes del plano cartesiano es negativo el cociente x/y?

La coordenada y de un punto es 2. Encuentre la coordenada x del punto si la distancia del
punto a (1, 3) esV26.

Encuentre una ecuacion del circulo para el cual (=3, —4) y (3, 4) son los puntos extremos de
un didmetro.

Si los puntos P, P, y P5 son colineales como se muestra en la FIGURA A1, encuentre una
ecuacion que relacione las distancias d(Py, P,), d(P», P3), y d(Py, P5).

Py

P
2
Py

FIGURA A1 Gréfica para el problema 31

(Cudl de las siguientes ecuaciones describe mejor el circulo de la FIGURA A.2? Los simbolos
a, b, ¢, d y e representan constantes diferentes de cero.

a) a> +by>+cx+dy+e=0

b) a*> +ay* +cx+dy+e=0

¢) a*+ay* +cex+dy=0

d) a*>+ay*+c=0

e) ax’ +ay*+cx+e=0

= Rectas

33.
34.

35.

36.

37.

38.

(Falso/verdadero) Las rectas 2x + 3y =5 y —2x + 3y = 1 son perpendiculares.

(Llene el espacio en blanco) Las rectas 6x + 2y = 1 y kx — 9y = 5 son paralelas si k =

(Llene el espacio en blanco) Una recta con intercepcion x (—4, 0) e interseccion y (0, 32)
tiene pendiente

(Llene los espacios en blanco) La pendiente y las intersecciones x y y de la recta 2x — 3y +
18 = 0 son, respectivamente, R .y

(Llene el espacio en blanco) Una ecuacién de la recta con pendiente —5 e interseccion y
0, 3)es

Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (3, —8) y es paralela a la recta 2x — y =—7.
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39. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (=3, 4) y (6, 1).

40. Encuentre la ecuacién de la recta que pasa por el origen y por el punto de interseccion de

41.

42,

las graficasdex+y=1y2x—y=17.
Una recta tangente a un circulo en un punto P del circulo es una recta que pasa por Py es

perpendicular a la recta que pasa por Py el centro del circulo. Encuentre la ecuacion de la
recta tangente L indicada en la FIGURA A 3.

(x=3P2+(y—4)’=4

~

X

4
FIGURA A3  Grifica para
el problema 41

Relacione la ecuacién dada con la grafica idénea en la FIGURA A 4.

i) x+ty—1=0 ii) x+y=0 i) x—1=0

v) y—1=0 V) 10x+y—-—10=0 vi) —10x +y+10=0
vii) x+ 10y — 10 =0 viii) —x + 10y — 10 =0

a vy b)

2+

X

%

d v e)

c) y
£
2 X
oy
2
X 2 X

Ir

g h)

Yo}
RS
o
=

—T£—>x

FIGURA A4 Grificas para el problema 42

= Trigonometria

43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.

(Falso/verdadero) 1 + sec?6 = tan?#.

(Falso/verdadero) sen(2¢) = 2 sen .

(Llene el espacio en blanco) El dngulo 240 grados es equivalente a radianes.
(Llene el espacio en blanco) El dngulo 77/12 radianes es equivalente a grados.
(Llene el espacio en blanco) Si tan = 0.23, tan(¢ + ) =

Encuentre cos  si sen t = % y el lado terminal del dngulo ¢ estd en el segundo cuadrante.

Encuentre los valores de las seis funciones trigonométricas del angulo 6 dado en la FIGURA A5.
ﬁ 3
4
FIGURA A5 Tridngulo
para el problema 49
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50. Exprese las longitudes b y ¢ de la FIGURA A6 en términos del dngulo 6.

10
FIGURA A6 Tridngulo
para el problema 50

= Logaritmos

51.
52,
53.

54.

55.
56.

Exprese el simbolo k en la declaracién exponencial e = 5 como un logaritmo.

Exprese la declaracién logaritmica loge, 4 =% como una declaracién exponencial equivalente.
Exprese log,5 + 3log, 10 — log,40 como un logaritmo simple.

log o 13

log 3"
10 _

Use una calculadora para evaluar

(Llene el espacio en blanco) b°%

(Falso/verdadero) (log, x)(log,y) = log,(y"°%").
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La historia del calculo

Por Roger Cooke
University of Vermont

Suele considerarse que el cdlculo es una creacién de los matemadticos europeos del siglo Xvii,
cuyo trabajo mds importante fue realizado por Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm
Leibniz (1646-1711). Esta percepcion tradicional en general es correcta. No obstante, cualquier
teorfa a gran escala es un mosaico cuyas baldosas fueron colocadas a lo largo de mucho tiempo;
y en cualquier teoria viviente las baldosas contindan colocdndose de manera continua. La decla-
raciéon mas poderosa que los historiadores se arriesgan a hacer es que un patrén se hizo eviden-
te en cierto momento y lugar. Es el caso del cédlculo. Podemos afirmar con cierta confianza que
los primeros trabajos del tema aparecieron en el siglo xvil y que el patron se aclar6 mucho mas
gracias al trabajo de Newton y Leibniz. Sin embargo, muchos de los principios esenciales del
célculo se descubrieron desde mucho antes, en la época de Arquimedes (287-211 a.C.), y algu-
nos de esos mismos descubrimientos se lograron de manera independiente en China y en Japén.
Ademds, si se escudrifia con mds profundidad en los problemas y métodos del célculo, uno pron-
to se encuentra en la persecucion de problemas que conducen a las dreas modernas de la teoria
de funciones analiticas, geometria diferencial y funciones de una variable real. Para cambiar la
metafora del arte al transporte, podemos pensar que el cdlculo es una gran estacién de ferroca-
rril, donde los pasajeros que llegan de muchos sitios diferentes estdn juntos durante un tiempo
breve antes de embarcarse hacia destinos diversos. En este ensayo tratamos de mirar en ambas
direcciones desde esta estacion, hacia los puntos de origen y los destinos. Empecemos con la
descripcion de la estacion.

:Queé es el calculo? El célculo suele dividirse en dos partes, denominadas cdlculo diferencial
y cdlculo integral. El célculo diferencial investiga las propiedades de las razones de cambio com-
parativas de variables que estdn vinculadas por medio de ecuaciones. Por ejemplo, un resultado
fundamental del célculo diferencial es que si y = x", entonces la razén de cambio de y con res-
pecto a x es nx" ', Resulta que cuando se usa la intuicién para pensar en ciertos fenémenos
—movimiento de los cuerpos, cambios en la temperatura, crecimiento de poblaciones y muchos
otros—, se llega a postular ciertas relaciones entre estas variables y sus razones de cambio. Estas
relaciones se escriben en una forma conocida como ecuaciones diferenciales. Asi, el objetivo
principal de estudiar cdlculo diferencial consiste en comprender qué son las razones de cambio
y cémo escribir ecuaciones diferenciales. El célculo integral proporciona métodos para recupe-
rar las variables originales conociendo sus razones de cambio. La técnica para hacer esto se
denomina integracion, y el objetivo fundamental del estudio del cdlculo integral es aprender a
resolver las ecuaciones diferenciales proporcionadas por el cédlculo diferencial.

A menudo estos objetivos estdn encubiertos en libros de cédlculo, donde el cédlculo diferen-
cial se utiliza para encontrar los valores maximo y minimo de ciertas variables, y el cdlculo inte-
gral se usa para calcular longitudes, dreas y volimenes. Hay dos razones para recalcar estas apli-
caciones en un libro de texto. Primero, la utilizacién completa del cdlculo usando ecuaciones
diferenciales implica una teoria mds bien complicada que debe presentarse de manera gradual;
entre tanto, al estudiante debe ensefidrsele algiin uso de las técnicas que se proponen. Segundo,
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estos problemas fueron la fuente de las ideas que condujeron al calculo; los usos que ahora hace-
mos del tema sélo se presentaron después del descubrimiento de aquél.

Al describir los problemas que llevaron al célculo y los problemas que pueden resolverse
usando cdlculo, atin no se han indicado las técnicas fundamentales que hacen de esta disciplina
una herramienta de andlisis mucho mds poderosa que el dlgebra y la geometria. Estas técnicas
implican el uso de lo que alguna vez se denominé andlisis infinitesimal. Todas las construcciones
y las férmulas de la geometria y el algebra de preparatoria poseen un caracter finito. Por ejemplo,
para construir la tangente de un circulo o para bisecar un dngulo se realiza un nimero finito de
operaciones con regla y compds. Aunque Euclides sabia considerablemente mds geometria que la
que se ensefia en cursos actuales modernos de preparatoria, él también se autoconfiné esencial-
mente a procesos finitos. S6lo en el contexto limitado de la teoria de las proporciones permitio la
presencia de lo infinito en su geometria, y aun asi estd rodeado por tanto cuidado légico que las
demostraciones implicadas son extraordinariamente pesadas y dificiles de leer. Lo mismo ocurre
en dlgebra: para resolver una ecuacién polinomial se lleva a cabo un nimero finito de operacio-
nes de suma, resta, multiplicacion, divisién y extraccion de rafz. Cuando las ecuaciones pueden
resolverse, la solucién se expresa como una férmula finita que implica coeficientes.

Sin embargo, estas técnicas finitas cuentan con un rango limitado de aplicabilidad. No es
posible encontrar las areas de la mayoria de las figuras curvas mediante un nimero finito de ope-
raciones con regla y compds, y tampoco resolver ecuaciones polinomiales de grado mayor o igual
que cinco usando un nimero finito de operaciones algebraicas. Lo que se queria era escapar de
las limitaciones de los métodos finitos, y esto condujo a la creacién del célculo. Ahora considera-
remos algunos de los primeros intentos por desarrollar técnicas para manipular los problemas mas
dificiles de la geometria, luego de lo cual trataremos de resumir el proceso mediante el que se tra-
bajé el célculo, y finalmente exhibiremos algo de los frutos que ha producido.

Las fuentes geométricas del calculo Uno de los problemas mas antiguos en matematicas es la
cuadratura del circulo; es decir, construir un cuadrado de drea igual a la de un circulo dado.
Como se sabe, este problema no puede resolverse con regla y compds. Sin embargo, Arquimedes
descubrié que si es posible trazar una espiral, empezando en el centro de un circulo que hace
exactamente una revolucion antes de llegar al circulo, entonces la tangente a esa espiral, en su
punto de interseccion con el circulo, forma la hipotenusa de un tridngulo rectangulo cuya rea es
exactamente igual al circulo (vea la figura 1). Entonces, si es posible trazar esta espiral y su tan-
gente, también lo es cuadrar el circulo. Arquimedes, no obstante, guardé silencio sobre como
podria trazarse esta tangente.

Observamos que uno de los problemas cldsicos en matemdticas puede resolverse sélo si es
posible trazar cierta curva y su tangente. Este problema, y otros parecidos, originaron que el pro-
blema puramente matemético de encontrar la tangente a una curva se volviera importante. Este
problema constituye la fuente mas importante del cdlculo diferencial. El truco “infinitesimal”

Tangente

FIGURA 1 La espiral de Arquimedes. La tangente al final de la primera
vuelta de la espiral y los dos ejes forman un tridngulo con drea igual a la
del circulo centrado en el origen y que pasa por el punto de la tangente
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que permite la solucién del problema es considerar la tangente como la recta determinada por
dos puntos en la curva “infinitamente proximos” entre si. Otra forma de decir lo mismo es que
una pieza “infinitamente corta” de la curva es recta. El problema es que resulta dificil ser preci-
so sobre los significados de las frases “infinitamente proximos” e “infinitamente cortos”.

Poco avance se logré en este problema hasta la invencién de la geometria analitica en el
siglo xv11 por Pierre de Fermat (1601-1665) y René Descartes (1596-1650). Una vez que se pudo
representar una curva por medio de una ecuacion, fue posible afirmar con mas confianza lo que
se entendia por puntos “infinitamente préximos”, al menos para ecuaciones polinomiales como
y = x*. Con simbolismo algebraico para representar puntos en la curva, era posible considerar
dos puntos sobre la curva con coordenadas x, y x;, de modo que x; — X, es la distancia entre las
coordenadas x. Cuando la ecuacién de la curva se escribia en cada uno de estos puntos y una de
las dos ecuaciones se restaba de la otra, un lado de la ecuacién resultante contenia el factor x; —
Xo, que entonces podia eliminarse por divisién. Por lo tanto, si y, = x} y y; = x7, entonces

Vi — Yo = X7 — xg = (x; — x0) = (x; + xo), de modo que % = x; + x. Cuando (x; = xg),
1~ Xo
se concluye que (y; = o), y la expresion P17 Y0 carece de sentido. Sin embargo, la expresion
X1 — Xo

X1 + xq tiene el valor perfectamente definido 2x,. Entonces, es posible considerar a 2x, como la
razon de la diferencia infinitamente pequefa en y; es decir, y; — yo a la diferencia infinitamente
pequeiia en x; es decir, x; — xo, cuando el punto (x;, y;) estd infinitamente cerca del punto (y,,
yo) sobre la curva y = x>. Como aprenderd al estudiar cdlculo, esta razén proporciona suficiente
informacién para trazar la recta tangente a la curva y = x.

Excepto por pequefios cambios en la notacidn, el razonamiento anterior es exactamente la
forma en que Fermat encontrd la tangente a una pardbola. Sin embargo, estaba abierta a una
objecién légica: en un momento, ambos lados de la ecuacién se dividen entre x; — x,, entonces
en un paso posterior decidimos que x; — xo = 0. Puesto que la divisién entre cero es una opera-
cidn ilegal, parece que estamos tratando de comernos nuestro pastel y no hacerlo; es decir, no se
pueden hacer ambas cosas. Tuvo que pasar algiin tiempo para responder de manera convincente
a esta objecion.

Hemos visto que Arquimedes no pudo resolver el problema fundamental del célculo dife-
rencial: trazar la tangente a una curva. Sin embargo, Arquimedes pudo resolver algunos de los
problemas fundamentales del cdlculo integral. De hecho, encontré el volumen de una esfera
mediante un sistema extremadamente ingenioso: considerd un cilindro que contenia un cono y
una esfera e imaginé cortar esta figura en una infinidad de rebanadas delgadas. Al suponer las
dreas de estas secciones del cono, la esfera y el cilindro, pudo demostrar como el cilindro equi-
libraria al cono y a la esfera si las figuras se colocan en los platos opuestos de una balanza. Este
equilibrio proporcioné una relacion entre las figuras, y como Arquimedes ya conocia los vold-
menes del cono y del cilindro, entonces pudo calcular el volumen de la esfera.

Este razonamiento ilustra la segunda técnica infinitesimal que se encuentra en los funda-
mentos del cdlculo: un volumen puede considerarse como una pila de figuras planas, y un drea
puede considerarse como una pila de segmentos de rectas, en el sentido de que si cada seccién
horizontal de una regién es igual a la misma seccion horizontal de otra region, entonces las dos
regiones son iguales. Durante el Renacimiento europeo este principio se volvié de uso muy
comun bajo el nombre de método de los indivisibles para encontrar las dreas y los volimenes de
muchas figuras. Hoy en dia se denomina principio de Cavalieri en honor de Bonaventura
Cavalieri (1598-1647), quien lo us6 para demostrar muchas de las formulas elementales que
ahora forman parte del célculo integral. El principio de Cavalieri también fue descubierto en
otras tierras donde jamds llegd la obra de Euclides. Por ejemplo, los mateméticos chinos del
siglo v Zu Chongzhi y su hijo Zu Geng hallaron el volumen de una esfera usando una técnica
bastante parecida al método de Arquimedes.

Asi, encontramos matematicos que anticiparon el cdlculo integral usando métodos infinite-
simales para encontrar dreas y volimenes en una etapa muy temprana de la geometria, tanto en
la Grecia como la China antiguas. Asi ocurre con el método infinitesimal para trazar tangentes;
no obstante, este método para encontrar dreas y volimenes estaba sujeto a objeciones. Por ejem-
plo, el volumen de cada seccién plana de una figura es cero; ;cdmo es posible reunir una colec-
cién de ceros para obtener algo que no es cero? Ademds, ;por qué el método no funciona en una
dimension? Considere las secciones de un tridngulo rectdngulo paralelas a uno de sus catetos.
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Cada seccion corta a la hipotenusa y al otro cateto en figuras congruentes; a saber, en un punto
a cada uno. Sin embargo, la hipotenusa y el otro cateto no miden lo mismo. Objeciones como
ésta eran preocupantes. Los resultados obtenidos con estos métodos fueron espectaculares. No
obstante, los matemadticos prefirieron aceptarlos como un acto de fe, seguir usandolos e intentar
construir sus fundamentos mas tarde, justo como en un arbol cuando la raiz y las ramas crecen
al mismo tiempo.

La invencion del calculo A mediados del siglo xviI se conocian muchas de las técnicas y
hechos elementales del cédlculo, incluso métodos para encontrar las tangentes de curvas simples
y férmulas de areas acotadas por estas curvas. En otras palabras, muchas de las férmulas que
usted encontrard en los primeros capitulos de cualquier libro de texto de cdlculo ya eran conoci-
das antes de que Newton y Leibniz iniciaran su obra. Lo que faltaba hasta fines del siglo XvII era
tomar conciencia de que estos dos tipos de problemas estdn relacionados entre si.

Para ver como se descubri6 la relacion, es necesario abundar més en las tangentes. Ya men-
cionamos que para trazar una tangente a una curva en un punto dado se requiere saber como
encontrar un segundo punto en la recta. En la etapa inicial de la geometria analitica este segun-
do punto solfa tomarse como el punto en que la tangente corta al eje x. La proyeccidn sobre el
eje x de la porcion de la tangente entre el punto de tangencia y la interseccion con el eje x se
denominaba subtangente. En el estudio de las tangentes surgié un problema muy natural: recons-
truir una curva, dada la longitud de su subtangente en cualquier punto. Por medio del estudio
de este problema fue posible percibir que las ordenadas de cualquier curva son proporcionales
al drea bajo una segunda curva cuyas ordenadas son las longitudes de las subtangentes a la curva
original. El resultado es el teorema fundamental del calculo. El honor de haber reconocido de
manera explicita esta relacion pertenece a Isaac Barrow (1630-1677), quien lo indic6 en un libro
denominado Lectiones Geometricae en 1670. Barrow planted varios teoremas semejantes al teo-
rema fundamental del calculo. Uno de ellos es el siguiente: Si se traza una curva de modo que
la razon de su ordenada a su subtangente [esta razén es precisamente lo que ahora se denomi-
na derivada] es proporcional a la ordenada de una segunda curva, entonces el drea bajo la
segunda curva es proporcional a la ordenada de la primera.

Estas relaciones proporcionaron un principio unificado para el gran nimero de resultados
particulares sobre tangentes y dreas que se habian encontrado con el método de indivisibles a
principios del siglo XvII: para encontrar el drea bajo una curva habia que hallar una segunda
curva para la cual la razén de la ordenada a la subtangente sea igual a la ordenada de la curva
dada. Asi, la ordenada de esa segunda curva proporciona el drea bajo la primera curva.

En este punto el cdlculo estaba preparado para surgir. S6lo requeria de alguien que pro-
porcionara métodos sistemdticos para el cdlculo de tangentes (en realidad, subtangentes) e in-
vertiera ese proceso para encontrar dreas. Es el trabajo realizado por Newton y Leibniz. Estos
dos gigantes de la creatividad matemadtica siguieron senderos bastante distintos en sus descubri-
mientos.

El método de Newton era algebraico y desarrollé el problema de encontrar un método efi-
ciente para extraer las raices de un nimero. Aunque apenas empezé a estudiar dlgebra en 1662,
ya alrededor de 1665 las reflexiones de Newton sobre el problema de extraer raices lo conduje-
ron al descubrimiento de la serie infinita que actualmente se denomina teorema del binomio; es
decir, la relacion

r(r—1) r(r — D(r — 2)
R e p

3

1+x)y=1+rx+

Al combinar el teorema del binomio con técnicas infinitesimales, Newton pudo deducir las
férmulas basicas del calculo diferencial e integral. Crucial en el enfoque de Newton fue el uso
de series infinitas para expresar las variables en cuestion, y el problema fundamental que Newton
no resolvié fue establecer que tales series podian manipularse justo como sumas finitas. Por
tanto, en un sentido Newton llevé al infinito desde una entrada a su madriguera s6lo para encon-
trar que una cara estaba frente a la otra.

A partir de la consideracion de las variables como cantidades fisicas que cambian su valor
con el tiempo, Newton inventé nombres para las variables y sus razones de cambio que refleja-
ban esta intuicion. Segiin Newton, un fluent (x) es una cantidad en movimiento o que fluye; su
Sfluxion (x) es su razén de flujo, lo que ahora se denomina velocidad o derivada. Newton expuso
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sus resultados en 1671 en un tratado denominado Fluxions escrito en latin, pero su obra no fue
publicada sino hasta que aparecié una version en inglés en 1736. (La version original en latin
fue publicada por primera vez en 1742.)

A pesar de la notacién y de sus razonamientos que parecen insuficientes y rudimentarios hoy
en dia, el tremendo poder del cdlculo brilla a través del método de las fluxiones de Newton en la
solucion de problemas tan dificiles como encontrar la longitud de arco de una curva. Se pensa-
ba que esta “rectificacién” de una curva era imposible, pero Newton demostré que era posible
encontrar un nimero finito de curvas cuya longitud podia expresarse en términos finitos.

El método de Newton para el cédlculo era algebraico, como hemos visto, y hered6 el teore-
ma fundamental de Barrow. Por otro lado, Leibniz trabaj6 el resultado fundamental desde 1670,
y su enfoque era diferente al de Newton. Se considera a Leibniz como el pionero de la l6gica
simbdlica, y su opinién acerca de la importancia de la buena notacién simbdlica era mucho
mejor que la de Newton. Inventé la notacion dx y dy que sigue en uso. Para €l, dx era una abre-
viacién de “diferencia en x”, y representaba la diferencia entre dos valores infinitamente proxi-
mos de x. En otras palabras, expresaba exactamente lo que tenfamos en mente hace poco cuan-
do consideramos el cambio infinitamente pequefio x; — xo. Leibniz consideraba que dx era un
nimero “infinitesimal”, diferente de cero, pero tan pequefio que ninguno de sus multiplos podia
exceder cualquier nimero ordinario. Al ser diferente de cero, podia servir como denominador en
una fraccion, y asi dy/dx era el cociente de dos cantidades infinitamente pequefas. De esta forma
esperaba superar las objeciones al nuevo método establecido para encontrar tangentes.

Leibniz también realizé una aportacion fundamental en la técnica controvertida de encon-
trar 4reas al sumar secciones. En lugar de considerar el drea [por ejemplo, el drea bajo una curva
y = f(x)] como una coleccién de segmentos de recta, la consideraba como la suma de las dreas
de rectangulos “infinitamente delgados” de altura y = f(x) y base infinitesimal dx. Por tanto, la
diferencia entre el drea hasta el punto x + dx y el area hasta el punto x era la diferencia infinite-
simal en drea dA = f(x) dx, y el drea total se encontraba sumando estas diferencias infinitesima-
les en drea. Leibniz inventd la S alargada (el signo integral [) que hoy en dfa se usa universal-
mente para expresar este proceso de suma. Asi expresaba el drea bajo la curva y = f(x) como
A= [dA= [ f(x)dx, y cada parte de este simbolo expresaba una idea geométrica simple y clara.

Con la notacién de Leibniz, el teorema fundamental del calculo de Barrow simplemente
indica que el par de ecuaciones

A= Jf(x) dx,  dA = f(x)dx

son equivalentes. Debido a lo que acaba de plantearse, esta equivalencia es casi evidente.

Tanto Newton como Leibniz lograron grandes avances en matemadticas, y cada uno posee
bastante crédito por ello. Resulta lamentable que la estrecha coincidencia de su obra haya con-
ducido a una enconada discusion sobre la prioridad entre sus seguidores.

Algunas partes del célculo, que implican series infinitas, fueron inventadas en India duran-
te los siglos X1v y Xv. Jyesthadeva, matemadtico indio de fines del siglo XV, proporciono la serie

B (sen 6 sen’f sen’ >
= _ + PR
cos  3cos*h Scos’

para la longitud de un arco de circulo, demostré este resultado y de manera explicita planted que esta
serie converge s6lo si § no es mayor que 45°. Si se escribe § = arctan x y se usa el hecho de que
sen 6
cos 0

De modo independiente, otras series fueron desarrolladas en Japén casi al mismo tiempo que
en Europa. El matemadtico japonés Katahiro Takebe (1664-1739) encontré un desarrollo en serie
equivalente a la serie para el cuadrado de la funcién arcsen. El consideré el cuadrado de la mitad

= tan 0 = x, esta serie se convierte en la serie normal para arctan x.

2
de arco a la altura % en un circulo de didmetro d; esto resulté ser la funcion f(h) = (% arcsen %) .

Takebe carecia de notacion para el término general de una serie, aunque descubrié patrones en
los coeficientes al calcular geométricamente la funcién en el valor particular de 2 = 0.000001,
d = 10 hasta un valor muy grande de cifras decimales —mads de 50—, y luego al usar esta pre-
cisién extraordinaria para refinar la aproximacion al sumar sucesivamente términos correctivos.
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Ensayo

Al proceder de esta manera pudo discernir un patrén en las aproximaciones sucesivas, a partir de
lo cual, por extrapolacién, pudo plantear el término general de la serie:

2 22 (12 /Y
fiy = dn| 1+ 3o 2)z<d> }

Después de Newton y de Leibniz quedaba el problema de dar contenido al esqueleto inven-
tado por estos dos genios. La mayor parte de su obra fue completada por mateméticos de la
Europa continental, en especial por el circulo creado por los matemadticos suizos James Bernoulli
(1655-1705) y John Bernoulli (1667-1748), asi como el estudiante de este ultimo, el marqués de
L Hopital (1661-1704). Estos y otros matemdticos trabajaron las conocidas férmulas para las
derivadas e integrales de funciones elementales que aln se encuentran en libros de texto actua-
les. Las técnicas esenciales de cdlculo eran conocidas a principios del siglo xvii1, y un libro
de texto del siglo xviit como la Introduccion al andlisis del infinito, de Euler (1748), en caso de
haber estado traducida al espafiol se veria bastante como un libro de texto moderno.

El legado del calculoe Una vez que hemos abordado las fuentes del célculo y el procedimiento
con el que fue elaborado, a continuacién analizaremos brevemente los resultados que produjo.

El cédlculo obtuvo una cantidad impresionante de triunfos en sus dos primeros siglos.
Resulté que docenas de fendmenos fisicos previamente oscuros que implican calor, fluidez,
mecdnica celeste, elasticidad, luz, electricidad y magnetismo posefan propiedades mensurables
cuyas relaciones podian describirse como ecuaciones diferenciales. La fisica se comprometi6
para siempre en hablar el lenguaje del célculo.

Sin embargo, de ninguna manera fueron resueltos todos los problemas surgidos de la fisica.
Por ejemplo, no era posible encontrar, en términos de funciones elementales conocidas, el drea
bajo una curva cuya ecuacion implicaba la raiz cuadrada de un polinomio ctbico. Estas integra-
les surgieron a menudo tanto en geometria como en fisica, y llegaron a conocerse como integra-
les elipticas porque el problema de encontrar la longitud sélo podia comprenderse cuando la
variable real x se sustituye por una variable compleja z = x + iy. El replanteamiento del cdlculo
en términos de variables complejas condujo a mucho descubrimientos fascinantes, que termina-
ron por ser codificados como una nueva rama de las matemadticas denominada teorfa de funcio-
nes analiticas.

La definicién idénea de integracién sigui6 siendo un problema durante algtin tiempo. Como
consecuencia del uso de procesos infinitesimales para encontrar dreas y vollimenes surgieron las
integrales. ;(Debia la integral definirse como una “suma de diferencias infinitesimales” o como
la inversa de la diferenciacién? ;Qué funciones podian integrarse? En el siglo XIX se propusie-
ron muchas definiciones de la integral, y la elaboracién de estas ideas llevé al tema conocido
actualmente como andlisis real.

Mientras las aplicaciones del cdlculo han continuado cosechando cada vez mds triunfos en
un flujo interminable durante los dltimos trescientos afios, sus fundamentos permanecieron en un
estado insatisfactorio durante la primera mitad de este periodo. El origen de la dificultad era el
significado que habia de asociarse a la dx de Leibniz. ;Qué era esta cantidad? ;Cémo podia no
ser positiva ni cero? De ser cero, no podia usarse como denominador; de ser positiva, entonces
las ecuaciones en que aparecia no eran realmente ecuaciones. Leibniz consideraba que los infi-
nitesimales eran entes verdaderos, que las dreas y los volimenes podian sintetizarse al “sumar”
sus secciones, como habian hecho Zu Chongzhi, Arquimedes y otros. Newton tenia menos con-
fianza acerca de la validez de los métodos infinitesimales, e intent6 justificar sus razonamientos
en formas que pudiesen cumplir las normas del rigor euclideano. En su Principia Mathematica
escribio:

Estos lemas tienen el cometido de evitar el tedio de deducir ad absurdum demostraciones impli-

citas, segtin el método de los gedmetras de la antigiiedad. Las demostraciones son mds breves

segun el método de indivisibles, pero debido a que la hipétesis de indivisibles parece ser algo mas
dura y, en consecuencia, ese método se acepta como menos geomeétrico, en lugar de ello elijo
reducir las demostraciones de las siguientes proposiciones a las sumas y razones primera y ulti-

ma de cantidades que desaparecen; es decir, a los limites de estas sumas y razones... En conse-

cuencia, si en lo sucesivo debo considerar que las cantidades estan formadas de particulas, o debo

usar pocas lineas curvas por las [rectas] idoneas, no debe interpretarse que estoy queriendo decir

cantidades indivisibles, sino cantidades divisibles que desaparecen. . .
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... En cuanto a estas ultimas razones con las que desaparecen las cantidades, no son en verdad
las razones de cantidades tdltimas, sino limites hacia los cuales las razones de cantidades decre-
cientes sin limite siempre convergen; y a los que tienden de manera mds préxima que con cual-
quier diferencia dada, aunque nunca van mds alld, ni en el efecto alcanzado, hasta que las canti-
dades disminuyen in infinitum.

En este pasaje Newton afirma que la falta de rigor implicado en el uso de razonamientos
infinitesimales puede compensarse con el uso de limites. Sin embargo, su planteamiento de este
concepto en el pasaje citado no es tan claro como uno desearia. Esta falta de claridad condujo al
filésofo Berkeley a referirse desdefiosamente a los fluxiones como “fantasmas de cantidades”.
Sin embargo, los avances alcanzados en fisica usando cdlculo fueron tan sobresalientes que
durante mds de un siglo nadie se preocupd en proporcionar el rigor al que aludia Newton (jy los
fisicos siguen sin preocuparse al respecto!). Una presentacion completamente rigurosa y siste-
mdtica del célculo lleg6 sélo hasta el siglo XIX.

Segtn la obra de Augustin-Louis Cauchy (1789-1856) y Karl Weierstrass (1815-1896), la
percepcion era que los infinitesimales eran meramente de naturaleza heuristica y que los estu-
diantes estaban sujetos a un riguroso enfoque “epsilon-delta” de los limites. De manera sorpren-
dente, en el siglo xX Abraham Robinson (1918-1974) demostré que es posible desarrollar un
modelo 16gicamente consistente de los nimeros reales en el que hay infinitesimales verdaderos,
como crefa Leibniz. Sin embargo, parece que este nuevo enfoque, denominado “andlisis no
estdndar”, no ha sustituido a la presentacion tradicional actual del cdlculo.

Ejercicios

1. El tipo de espiral considerada por Arquimedes ahora se denomina asf en su honor. Una espi-
ral de Arquimedes es el lugar geométrico de un punto que se mueve a velocidad constante
a lo largo de un rayo que gira con velocidad angular constante alrededor de un punto fijo.
Si la velocidad lineal a lo largo del rayo (la componente radial de su velocidad) es v, el
punto estd a una distancia vt del centro de rotacién (suponiendo que es donde empieza) en
el instante 7. Suponga que la velocidad angular de rotacién del rayo es w (radianes por uni-
dad de tiempo). Dados un circulo de radio R y una velocidad radial de v, ;cudl debe ser w
para que la espiral llegue al circulo al final de su primera vuelta? Res. (2715")

El punto tendra una velocidad circunferencial rw = vt w. Segliin un principio enunciado
en la Mecdnica de Aristételes, la velocidad real de la particula esta dirigida a lo largo de la
diagonal de un paralelogramo (en este caso un rectdngulo) cuyos lados son las componen-
tes. Use este principio para mostrar como construir la tangente a la espiral (que es la recta
que contiene a la diagonal de este rectangulo). Compruebe que los lados de este rectdngulo
guardan la relacién 1 : 27r. Observe la figura 1.

2. La figura 2 ilustra cémo Arquimedes encontr6 la relacién entre los volimenes de la esfera,
el cono y el cilindro. El didmetro AB estd duplicado, haciendo BC = AB. Cuando esta figu-
ra se hace girar alrededor de esta recta, el circulo genera una esfera, el tridngulo DBG gene-
ra un cono y el rectdingulo DEFG genera un cilindro. Demuestre los hechos siguientes:

a) Si B se usa como fulcro, el cilindro tiene como centro de gravedad el centro K del circu-
lo y, en consecuencia, todo puede concentrarse ahi sin cambiar la torsién alrededor de B.

b) Cada seccién del cilindro perpendicular a la recta AB, permaneciendo en su posicién
actual, equilibraria exactamente la misma seccion del cono mas la seccién de la esfera
si éstos dos se desplazaran al punto C.

¢) Por tanto, el cilindro concentrado en K equilibraria al cono y a la esfera que se concen-
tran en C.

d) En consecuencia, el cilindro es igual al doble de la suma del cono y la esfera.

e) Puesto que se sabe que el cono es un tercio del cilindro, se concluye que la esfera debe
ser un sexto de éste.

f) Que el volumen del cilindro es 877~
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FIGURA 2 Seccién de la esfera, €l cono y el cilindro de Arquimedes

3. El método con el que Zu Chongzhi y Zu Geng encontraron el volumen de la esfera es el

siguiente: imagine que la esfera es una pelota fuertemente adherida dentro de la interseccién
de dos cilindros que forma dangulos rectos entre si. Luego, el s6lido formado por la intersec-
cién de los dos cilindros (denominado paraguas doble en chino) y que contiene la pelota se
ajusta perfectamente dentro de un cubo cuya arista es igual al didmetro de la esfera.

A partir de esta descripcion, trace una seccion de la esfera dentro del paraguas doble
formado por los ejes de los dos cilindros y a una distancia & debajo de este pleno. Comprue-
be los hechos siguientes:

a) Si el radio de la esfera es r, el didmetro de su seccién circular es 2V 2 — K2
b) Por tanto, el 4rea del cuadrado formado por esta seccién del paraguas doble es 4(r* — h?),
de modo que el drea entre la seccion del cubo y la seccién del paraguas doble es

4rt — 4(r* — %) = 4n’.

¢) La seccion correspondiente de una pirdmide cuya base es la parte inferior de un cubo y
cuyo vértice estd en el centro de la esfera (o del cubo) también tiene un 4rea de 44>, Por
tanto, el volumen entre el paraguas doble y el cubo es exactamente el volumen de esta
pirdmide mds su imagen especular arriba del plano central. Concluya que la regién entre
el paraguas doble y el cubo es un tercio del cubo.

d) En consecuencia, el paraguas doble ocupa dos tercios del volumen del cubo; es decir, su
volumen es 2273,

e) Cada seccion circular de la esfera estd inscrita en la seccién cuadrada correspondiente
del paraguas doble. Por tanto, la seccién circular es § de la seccién del paraguas doble.

J) En consecuencia, el volumen de la esfera es § del volumen del paraguas doble; es decir,

4_.3
3T

4. Proporcione un razonamiento “infinitesimal” de que el drea de la esfera es tres veces su

volumen dividido entre su radio, al suponer que la esfera es una coleccién de pirdmides
“infinitamente delgadas™ donde todos los vértices se encuentren adheridos al origen. [Suge-
rencia: parta del hecho de que el volumen de una pirdmide es un tercio del drea de su base
multiplicada por su altura. Arquimedes afirmaba que éste es el razonamiento que lo condu-
jo al descubrimiento del area de la esfera.]
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Capitulo 10

Conicas y coordenadas polares

Satélite

Perihelio Afelio

En este capitulo Una ecuacion rectangular o cartesiana no es la (inica manera, y a menudo

tampoco la mas conveniente, de describir una curva en el plano. En este capitulo

consideraremos dos medios adicionales mediante los cuales puede representarse una curva.

Uno de los dos enfoques utiliza un tipo de sistema de coordenadas completamente nuevo.
Empezamos este capitulo con la revision de la nocion de una seccidn conica.

10.1 Secciones conicas

10.2 Ecuaciones paramétricas

10.3 Calculo y ecuaciones paramétricas

10.4 Sistema de coordenadas polares

10.5 Gréaficas de ecuaciones polares

10.6 Calculo en coordenadas polares

10.7 Secciones conicas en coordenadas polares
Revision del capitulo 10

: 547
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548 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

Hipatia

Cuando el plano pasa por el Vér-
tice del cono obtenemos una
conica degenerada: un punto,

un par de rectas o una sola

recta.

10.1 Secciones conicas

I Introduccion Hipatia es la primera mujer en la historia de las matematicas sobre la que se
tiene un considerable conocimiento. Nacida en 370 d.C., en Alejandria, fue una matematica y
filosofa renombrada. Entre sus escritos estd Sobre las conicas de Apolonio, el cual popularizé el
trabajo de Apolonio (200 a.C.) sobre las curvas que se obtienen al intersecar un doble cono con
un plano: el circulo, la pardbola, la elipse y la hipérbola. Vea la FIGURA 10.1.1. Al finalizar el perio-
do griego se desvaneci6 el interés en las secciones cénicas; después de Hipatia el estudio de estas
curvas fue ignorado durante 1 000 afios.

circulo elipse pardbola hipérbola
FIGURA 10.1.1  Cuatro secciones cénicas

En el siglo xvi1, Galileo demostré que ante la ausencia de resistencia del aire, la trayectoria
de un proyectil sigue un arco parabédlico. Casi al mismo tiempo Johannes Kepler propuso la hipé-
tesis de que las 6rbitas de los planetas alrededor del Sol son elipses con el Sol en un foco. Esto
fue verificado después por Isaac Newton, utilizando los métodos del recién desarrollado calcu-
lo. Kepler experiment6 también con las propiedades de reflexion de los espejos parabdlicos.
Estas investigaciones aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los griegos supieron poco
de estas aplicaciones précticas: habian estudiado las conicas por su belleza y propiedades fasci-
nantes. En lugar de utilizar un cono, veremos en esta seccién cémo la pardbola, la elipse y la
hipérbola se definen mediante la distancia. Con el empleo de un sistema de coordenadas rectan-
gular y la férmula de la distancia, obtendremos ecuaciones para las cénicas. Cada una de estas
ecuaciones estard en la forma de una ecuacion cuadritica en las variables x y y:

Ax*> + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F =0, ()

donde A, B, C, D, E y F son constantes. La forma estandar de un circulo con centro (4, k) y
radio r,

x—h?>+ (- k?>=r 2)
es un caso especial de (1). La ecuacion (2) es un resultado directo de la definicién de un circulo:

e Un circulo se define como el conjunto de todos los puntos P(x, y) en el plano de coorde-
nadas que se encuentran a una distancia fija r dada, denominada radio, a partir de un
punto fijo dado (A, k), llamado centro.

De manera similar, utilizamos la férmula de la distancia para obtener ecuaciones correspondien-
tes a la pardbola, la elipse y la hipérbola.

La gréfica de una funcién cuadrdticay = ax®> + bx + ¢,a # 0, esuna pardbola. Sin embar-
g0, no toda pardbola es la grafica de una funcién de x. En general, una pardbola se define de la
siguiente manera:

Definicion 10.1.1 Parédbola

Una parabola es el conjunto de todos los puntos P(x, y) en el plano que son equidistantes de
una linea fija L, llamada directriz, y un punto fijo F, llamado foco.

La linea a través del foco perpendicular a la directriz se denomina eje de la parabola. El
punto de interseccion de la pardbola y el eje se conoce como vértice de la pardbola.
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1 Ecuacion de una parabola Para describir una pardbola analiticamente, supondremos en aras
de la discusion que la directriz L es la recta horizontal y = —p y que el foco es F(0, p). Utilizando
la definicion 10.1.1 y la FIGURA 10.1.2, observamos que d(F, P) = d(P, Q) es la misma que

Vi + (y —py’=y+p.

Al elevar al cuadrado ambos lados y simplificar se llega a

x? = 4py. 3)
Afirmamos que (3) es la forma estandar de la ecuacion de una pardbola con foco F(0, p) y
directriz y = —p. De la misma manera, si la directriz y el foco son, respectivamente, x = —p
y F(p, 0), encontramos que la forma estdndar para la ecuacion de la pardbola es

y* = dpx. 4)

Aunque asumimos que p > 0 en la figura 10.1.2, esto, desde luego, no necesariamente es
el caso. La FIGURA 10.1.3 resume la informacién acerca de las ecuaciones (3) y (4).

y y 1 y
eje
fOC0\ FO. p) y=-r directriz directriz |
vértice |
& i X \ X 2 .
vértice ~ vértice
y=-p directriz foco/ F0, p)
eje
| -

a)x2:4py,p>0 b)x2:4py,p<() c) y2:4px,p>0

FIGURA 10.1.3 Resumen grafico de las ecuaciones (3) y (4).

A3\ Kol Foco y directriz
2

Determine el foco y la directriz de la pardbola cuya ecuacién es y = x°.

Solucién Al comparar la ecuacién y = x* con (3) es factible identificar los coeficientes de y,
4p = 1 yporello p = 1. En consecuencia, el foco de la parabola es (O, %) y su directriz es la recta
horizontal y = —1. La familiar gréfica, junto con el foco y la directriz, se presentan en la FIGURA
10.1.4. |

Al conocer la forma parabélica bdsica, lo tinico que necesitamos saber para dibujar una gra-
fica aproximada de la ecuacién (3) o (4) es el hecho de que la gréfica pasa por su vértice (0, 0)
y la direccién en la cual se abre la pardbola. Para agregar mas exactitud a la grafica es conve-
niente utilizar el nimero p determinado por la ecuacién en forma estandar para dibujar dos pun-
tos adicionales. Advierta que si se elige y = p en (3), entonces x> = 4p* implica x = +2p. De
tal modo, (2p, p) y (—2p, p) yacen sobre la grifica de x* = 4py. De manera similar, la eleccién
x=p en (2) produce los puntos (p, 2p) y (p, —2p) sobre la grifica de y* = 4px. El segmento de
recta a través del foco con puntos frontera (2p, p), (—2p, p) para las ecuaciones con forma estan-
dar (3), y (p, 2p), (p, —2p) para ecuaciones con la forma estandar (4) recibe el nombre de cuer-
da focal. Por ejemplo, en la figura 10.1.4, si elegimos y = 1, entonces x> = § implica x = *+3

*3.
Los puntos frontera de la cuerda focal horizontal para y = x* son (— % }‘) y (% ;11)

N[5\ []Xe BN Determinacion de la ecuacion de una parahola

Determine la ecuacién en forma estandar de la pardbola con directriz x = 2 y foco (—2, 0).
Grafique.

Solucion En la FIGURA 10.1.5 hemos graficado la directriz y el foco, y nos hemos dado cuenta,
por su ubicacién, que la ecuacién que buscamos es de la forma y* = 4px. Puesto que p = —2, la
parédbola se abre hacia la izquierda y por ello

v = 4(—2)x o y* = —8x.
Como mencionamos en la discusion precedente a este ejemplo, si sustituye x = p = —2 en la
ecuacién y> = —8x es posible que encontremos dos puntos sobre su grifica. De y> = —8(—2) = 16
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F(O, p)
Py

FIGURA 10.1.2  Parabola con vér-
tice (0, 0) y foco en el eje y

directriz

Fip.O)\ | .
Tl—e]e—»x

foco vértice

|*=-r

d)y*=4px,p<0
y

foco

yo 1 directriz
: 4
FIGURA 10.1.4 Grafica de la

ecuacion del ejemplo 1

«f Sugerencia de graficacion para
las ecuaciones (3) y (4).

y
T |
2.0t
H_J‘H,_JI
2 T 2
1 |
I
1 x=2

FIGURA 10.1.5 Directriz y foco
del ejemplo 2
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FIGURA 10.1.6  Grifica de la
pardbola del ejemplo 2

0 -2?=8(r+4)
FIGURA 10.1.7 Grifica de la
ecuacion del ejemplo 3

FIGURA 10.1.8 Una manera de
dibujar una elipse

FIGURA 10.1.9 Elipse con centro
(0, 0) y focos en el eje x

se obtiene y = *4. Como se muestra en la FIGURA 10.1.6, la gréfica pasa por (0, 0) asi como a tra-
vés de los puntos frontera (—2, —4) y (=2, 4) de la cuerda focal. [ |

1 Vértice trasladado a (h, k) En general, la forma estindar de la ecuacién de una parabola
con vértice (h, k) estd dada por

(x — h)* = 4dp(y — k) (5)
0 (y — k)* = 4p(x — h). (6)

Las pardbolas definidas por estas ecuaciones son idénticas en forma a las pardbolas definidas por
las ecuaciones (3) y (4) debido a que las ecuaciones (5) y (6) representan transformaciones rigi-
das (desplazamientos hacia arriba, abajo, a la izquierda y a la derecha) de las grificas de (3) y
(4). Por ejemplo, la pardbola (x + 1)> = 8(y — 5) tiene vértice (—1, 5). Su gréfica es la de =
8y desplazada horizontalmente una unidad hacia la izquierda seguida de un desplazamiento ver-
tical hacia arriba de cinco unidades.

En cada una de las ecuaciones, (3) y (4) o (5) y (6), la distancia del vértice al foco, asi como
la distancia del vértice a la directriz, es |p|.

A3\ [JNe BN Determinacion completa

Encuentre el vértice, foco, eje, directriz y gréafica de la pardbola
v} — 4y — 8x — 28 = 0. 7

Soluciéon Con el fin de escribir la ecuacién en una de las formas estandares, completamos el
cuadrado en y:

y2 —4y+4=8x+28+4 <« sume 4 a ambos lados
v —2)*=8(x + 4).
Al comparar la ultima ecuacién con (6) concluimos que el vértice es (—4,2) yquedp = 8op =
2. De acuerdo con p = 2 > (), la pardbola se abre hacia la derecha y el foco estd a 2 unidades a
la derecha del vértice en (—2, 2). La directriz es la recta vertical a 2 unidades a la izquierda del
vértice x = —6. Una vez que sabemos que la pardbola se abre hacia la derecha desde el punto
(—4, 2), eso nos indica que la gréfica tiene intersecciones. Para encontrar la interseccion con el
eje x se dejay = 0 en (7) y se determina de inmediato que x = —3. La interseccién con x es
(—%, 0). Para determinar la interseccién con y dejamos x = 0 en (7) y se encuentra a partir de la
férmula cuadrética que y = 2 * 4V2 0y =~ 7.66 y y =~ —3.66. Las intersecciones con y son
(0,2 — 4V2) y (0,2 + 4V/2). Al juntar toda esta informacién obtenemos la gréfica de la FIGU-
RA10.1.7. |

La elipse se define como sigue:

Definicion 10.1.2 Elipse

Una elipse es un conjunto de puntos P(x, y) en el plano tal que la suma de las distancias entre
Py dos puntos fijos F' y F, es una constante. Los puntos fijos F; y F, se llaman focos. El punto
medio del segmento de recta que une a F; y F, se denomina centro de la elipse.

Si P es un punto de la elipse y d; = d(F, P), d, = d(F,, P) son las distancias desde los
focos hasta P, entonces la definiciéon 10.1.2 afirma que

dy +d, =k, (®)

donde k > 0 es una constante.

En un nivel practico (8) puede utilizarse para dibujar una elipse. La FIGURA 10.1.8 muestra que
si una cuerda de longitud & se une a un papel por medio de dos tachuelas, entonces puede trazar-
se una elipse insertando un l4piz contra la cuerda y moviéndolo de tal manera que la cuerda per-
manezca tirante.

I Ecuacion de una elipse Por conveniencia elegiremos k = 2a y pondremos los focos sobre el
eje x con coordenadas F(—c, 0) y F,(c, 0). Vea la FIGURA 10.1.9. De (8) se concluye que

Vi + o + y:+ Vix— e + y? = 2a. 9)
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Al elevar al cuadrado (9), simplificar y elevar al cuadrado otra vez obtenemos
(@ — A+ ay = d(d* — A). (10)

En la figura 10.1.9 advertimos que los puntos F, F, y P forman un tridngulo. Como la suma de
las longitudes de cualesquiera dos lados de un tridngulo es mayor que el lado restante, tenemos
2a > 2c¢ 0a > c. En consecuencia, a> — ¢* > 0. Cuando dejamos b* = a* — ¢, entonces (8)
se convierte en b’x? + a*y* = a*b*. Al dividir esta dltima ecuacion entre a” b* se llega a
2
X Yy
—+==1 11
aZ bZ
La ecuacién (11) se denomina la forma estandar de la ecuacion de una elipse centrada en (0, 0)
con focos (—¢, 0) y (c, 0), donde ¢ estd definida por bV=a>—-¢c* ya>b>0.
Si los focos se ubican sobre el eje y, entonces la repeticion del andlisis anterior conduce a
2 2
X y
; + ; =1. (12)
La ecuacion (12) se llama la forma estandar de la ecuacion de una elipse centrada en (0, 0) con
focos (0, —c) y (0, ¢), donde c estd definida por b =a*— ya>b > 0.

1 Ejes mayor y menor El eje mayor de una elipse es el segmento de recta que pasa por su cen-
tro, contiene a los focos y con puntos frontera sobre la elipse. Para una elipse con ecuacién estan-
dar (11), el eje mayor es horizontal mientras que para (12) el eje mayor es vertical. El segmen-
to de recta que pasa por el centro, perpendicular al eje mayor, y con puntos frontera sobre la
elipse recibe el nombre de eje menor. Los dos puntos frontera del eje mayor se denominan vér-
tices de la elipse. Para (11) los vértices son las intersecciones con el eje x. Si dejamos y = 0 en
(11) da x = *a. Los vértices son entonces (—a, 0) y (a, 0). Para (12) los vértices son las inter-
secciones con el eje y (0, —a) y (0, a). Para la ecuacién (11), los puntos frontera del eje menor
son (0, —b) y (0, b); para (12) los puntos frontera son (—b, 0) y (b, 0). Para (11) o (12), la lon-
gitud del eje mayor es a — (—a) = 2a; la longitud del eje menor corresponde a 2b. Puesto que
a > b, el eje mayor de una elipse es siempre mayor que el eje menor.

Un resumen de esta informacién para las ecuaciones (11) y (12) aparece en la FIGURA 10.1.10.

vértice

interseccion con el eje y
Ao, b)

interseccion

eje interseccion

vértice menor —-| vértice con el eje x con el eje x
(—a, 0)[ foco foco \ (a,0) (—=b,0) mayor \ (b, 0)
> x x
(—c.0)  /
centro
0, =b)
interseccién
conel eje y vértice
2 yz 22
a)—2+—2:1,a>b b)—2+—2=1a>b
b b a

FIGURA 10.1.10 Resumen grafico de las ecuaciones (11) y (12)

RIS\ oMM Vértices, focos, grafica

Determine los vértices y focos de la elipse cuya ecuacién es 9x* + 3y* = 27. Grafique.

Solucion  Si divide ambos lados de la igualdad entre 27, la forma estandar de la ecuacion es
2y
Tt =1L
3 9 !

Advierta que 9 > 3y por ello se identifica la ecuacién con (12). De a*> = 9y b* = 3 obtenemos
a = 3y b = V3. El eje mayor es vertical con puntos frontera o vértices (0, —3) y (0, 3). El eje
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©, =37 (0, —Ve)

FIGURA 10.1.11  Elipse del
ejemplo 4

y

— D2 (v=73)?
12 0= L

+
16 4

11!

(-3, 3)<4(1,3)
T
40%0—0—0—0—0‘)

e
T (LD
FIGURA 10.1.12  Elipse del
ejemplo 5

menor es horizontal con puntos frontera (—\/3, 0) y (\/3, 0). Desde luego, los vértices también
se encuentran en las intersecciones con el eje y y los puntos frontera del eje menor son las inter-
secciones con el eje x. En este caso, para encontrar los focos recurrimos a b*> = a*> — ¢* o
c? = a®> — b? paraescribirc = Va®> — b>. Cona = 3,b = V3, obtenemos ¢ = V6. En conse-
cuencia, los focos estdn sobre el eje y en (0, —V6) y (0, V6). La grifica se presenta en la FIGU-
RA10.1.11. |

1 Centro trasladado a (h, k) Cuando el centro estd en (h, k), la forma estdndar de la ecuacién
de una elipse es

(x—h> =k’
2 + JER 1 (13)
(x—h?  (y—k'’
b? i a* -

1. (14)

Las elipses definidas por estas ecuaciones son idénticas en forma a las elipses definidas por las
ecuaciones (11) y (12) puesto que las ecuaciones (13) y (14) representan transformaciones rigi-
das de las graficas (11) y (12). Por ejemplo, la grafica de la elipse

-1 +3)°

o ‘"1 !
con centro (1, —3) es la grifica de x*/9 + y?/16 = 1 desplazada horizontalmente 1 unidad hacia
la derecha seguida por un desplazamiento vertical hacia abajo de 3 unidades.

No es una buena idea memorizar férmulas para los vértices y focos de una elipse con cen-
tro (h, k). Todo es lo mismo que antes, a, b y ¢ son positivos, a > b, a>cy ¢> = a” — b”. Usted
puede ubicar los vértices, focos y puntos frontera del eje menor utilizando el hecho de que a es
la distancia del centro al vértice, b es la distancia del centro a un punto extremo sobre el eje
menor y c es la distancia del centro a un foco.

]\ [Nl Determinacion completa

Encuentre los vértices y focos de la elipse 4x* + 16y* — 8x — 96y + 84 = 0. Grafique.

Soluciéon Para escribir la ecuacién dada en una de las formas estandares (13) o (14) se comple-
ta el cuadrado en x y en y. Para hacerlo, recuerde que se desean los coeficientes de los términos
cuadriticos x* y y* iguales a 1. Si factoriza 4 de los términos x y 16 de los términos y, obtiene

402 — 2+ 1)+ 16(> — 6y +9) = -84+ 41+ 16-9

04(x — 1)* + 16(y — 3)* = 64. La tltima ecuacién produce la forma estindar

x—1D* (y—3)7
6 4

=1 (15)

En (15) identificamos a*> = 16 oa =4,b> =40b=2,y* =a* — b* = 12,0 ¢ = 2V3. El
eje mayor es horizontal y yace sobre la recta horizontal y = 3 que pasa por el centro (1, 3).
Corresponde al segmento de recta horizontal punteado con rojo de la FIGURA 10.1.12. Al medir a =
4 unidades a la izquierda y luego a la derecha del centro a lo largo de la recta y = 3, llegamos a
los vértices (=3, 3) y (5, 3). Al medir » = 2 unidades tanto arriba como abajo de la recta verti-
cal x = 1 a través del centro llegamos a los puntos frontera (1, 1) y (1, 5) del eje menor. El eje
menor es el segmento de recta vertical punteada en negro de la figura 10.1.12. Por dltimo, al
medir ¢ = 2V/3 unidades a la izquierda y a la derecha del centro a lo largo de y = 3 obtenemos
los focos (1 — 2V/3,3) y (1 + 2V3,3). ]

La definicién de una hipérbola es bisicamente la misma que la definicion de la elipse con
s6lo una excepcion: la palabra suma se sustituye por la palabra diferencia.
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Definicion 10.1.3 Hipérbola

Una hipérbola es un conjunto de puntos P(x, y) en el plano tal que la diferencia de las distan-
cias entre Py los puntos fijos F; y F, es constante. Los puntos fijos F; y F, reciben el nom-
bre de focos. El punto medio del segmento de recta que une los puntos F; y F, se denomina
centro de la hipérbola.

Si P es un punto sobre la hipérbola, entonces
di — do| =k, (16)

donde d, =d(F,, P) y d, = d(F,, P). Al proceder como para la elipse, ubicamos los focos sobre
el eje xen F(—c, 0) y F5(c, 0) como se muestra en la FIGURA 10.1.13 y se elige la constante k igual
a 2a por conveniencia algebraica. Como se ilustra en la figura, la grafica de una hipérbola cons-
ta de dos ramas.

1 Hipérbola con centro (0,0) Si aplica la férmula de la distancia y el dlgebra usuales a (16) se obtie-
ne la forma estandar de la ecuacion de una hipérbola centrada en (0, 0) con focos (—¢, 0) y (c, 0),
PR
; — E =1 (17)
Cuando los focos yacen sobre el eje x, la forma estandar de la ecuacién de una hipérbola cen-
trada en (0, 0) con focos (0, —¢) y (0, c) es
2 2
Yy X
pERTi 1. (18)
Tanto en (17) como en (18), ¢ estd definida por b= —d* yc > a.
Para la hipérbola (a diferencia de la elipse) tenga en mente que en (17) y (18) no hay rela-
ci6n entre los tamafios relativos de a y b; en vez de eso, a” siempre es el denominador del £ér-

mino positivo y la ordenada al origen siempre tiene *a como una coordenada.

1 Ejes transversal y conjugado El segmento de recta con puntos frontera sobre la hipérbola y
que yace sobre la recta que pasa por los focos se denomina eje transversal; sus puntos frontera
reciben el nombre de vértices de la hipérbola. Para la hipérbola descrita por la ecuacién (17), el
eje transversal yace sobre el eje x. Por tanto, las coordenadas de los vértices son las interseccio-
nes con el eje x. Si deja y = 0 obtiene x*/a* = 1,0 x = *a. De tal manera, como se muestra en
la FIGURA 10.1.14, los vértices son (—a, 0) y (a, 0); la longitud del eje transversal es 2a. Advierta
que dejando y = 0 en (18) obtenemos —y*/b* =1 0 y*> = —b?, la cual no tiene soluciones reales.
En consecuencia, la grafica de cualquier ecuacion en esa forma no tiene intersecciones con el eje
y. De cualquier modo, los nimeros *b son importantes. El segmento de recta que pasa por el
centro de la hipérbola perpendicular al eje transversal y con puntos frontera (0, —b) y (0, b) se
llama eje conjugado. De manera similar, la grafica de una ecuacién en forma estindar (18) no
tiene intersecciones con el eje x. El eje conjugado (18) es el segmento de recta con puntos fron-
tera (—b, 0) y (b, 0).
Esta informacion para las ecuaciones (17) y (18) se resume en la figura 10.1.14.

I Asintotas Toda hipérbola posee un par de asintotas inclinadas que pasan por su centro. Estas
asintotas son indicativas del comportamiento final, y como tales son una ayuda invaluable en el tra-
zado de la gréfica de una hipérbola. Al resolver (17) con respecto a y en términos de x obtenemos

Cuando x — —o0 0 cuando x — o9, az/)c2 — 0, entonces V1 — az/)c2 — 1. Por tanto, para valo-
res grandes de |x|, los puntos sobre la grafica de la hipérbola son cercanos a los puntos sobre
estas rectas

b b
_b - _b 19
y=% y oy PR (19)
Por un andlisis similar encontramos que las asintotas inclinadas para (18) son
y=% y y=-% (20)
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4, P(x,y)

Fi(—c,0) Fy(c, 0)

FIGURA 10.1.13 Hipérbola con
centro (0, 0) y focos en el eje x
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FIGURA 10.1.14 Resumen gréfico
de las ecuaciones (17) y (18)
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Cada par de asintotas se interseca en el origen, que es el centro de la hipérbola. Advierta, tam-
bién, en la FIGURA 10.1.15a) que las asintotas son simplemente las diagonales extendidas de un rec-
tangulo de ancho 2a (la longitud del eje transversal) y altura 2b (la longitud del eje conjugado)
en la figura 10.1.15b) las asintotas son las diagonales extendidas de un rectdngulo de ancho 2b

y altura 2a.
__4a R
Y b y b
y b \\\ ©,a) //
y=——X y= —X AN /
& X W\
Jne (0, b) - \ /
\\\ - \\ //
(=a,0N | 7 /(0 Loy N/ (B0
NG /N
- N AN
/ ~o / \
~ / \
/// (0’ _b) \\\ / \
s AN \
// \ \
/ \
/ (0, —a)\\
: 2 yz 1 N y2 2 1
a) —— —= A -
@ b & b

FIGURA 10.1.15 Hipérbolas (17) y (18) con asintotas inclinadas

Recomendamos al lector que no memorice las ecuaciones (19) y (20). Hay un método sen-

cillo para obtener las asintotas de una hipérbola. Por ejemplo, puesto que y = i;x es equiva-
lente a

=0. (21)

Note que la tltima ecuacién en (21) se factoriza como la diferencia de dos cuadrados:

-2 Do

Este es un dispositivo mnemé- e Al igualar a cero cada factor y resolver para y obtenemos una ecuacién de una asintota. La ecua-

nico o de memoria. No fiene cién (21) es simplemente el lado izquierdo de la forma estdndar de la ecuacién de una hipérbo-

importancia geometrica. la dada en (17). De manera similar, para obtener la asintota de (18) sélo se sustituye 1 por 0 en
la forma estdndar, se factoriza y*/a* — x*/b* = 0, y se resuelve para y.

)3\ Mo l:l Vértices, focos, asintotas, graficas
Determine los vértices, focos y asintotas de la hipérbola 9x* — 25y = 225. Grafique.

Solucién Primero escribimos la ecuacion en forma estandar al dividir ambos lados de la igual-
dad entre 225:

x2 2
o=l (22)

A partir de esta ecuacién se advierte que a®> = 25y b*> = 9, y porelloa = 5y b = 3. Por tanto,

3, R 5 los vértices son (=5, 0) y (5, 0). Puesto que p* = ¢* — & implica ¢* = a* + b?, tenemos ¢° = 34
y=-3: y=7 . P .
\f\ 1 P 5y por ello los focos son (—\/34, 0) y (\/34, 0). Para determinar las asintotas inclinadas se re-
O curre a la forma estandar (22) con 1 sustituido por 0:
. S ‘:503:5 T X2y (x y)(x y)
P N ——==0 se factoriza como ——S)lz=+3)=0.
Skt 1 =0 25 9 5 3/\5 3
gl ] 2y SN
% -3 -1 Al igualar a 0 cada factor y resolver para y obtenemos las asintotas y = *3x/5. Trazamos los
FIGURA 10.1.16  Hipérbola del vértices y la grafica de las dos rectas que pasan por el origen. Ambas ramas de la hipérbola deben
ejemplo 6 volverse arbitrariamente cercanas a las asintotas cuando x — +00. Vea la FIGURA 10.1.16. [ |

1 Centro trasladado a (h, k) Cuando el centro de la hipérbola es (h, k), los andlogos de la
forma estandar de las ecuaciones (17) y (18) son, a su vez,
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(x—h? (y—k?
a? - b? N
G-k -

y a’ b?

1 (23)

1. (24)

Como en (17) y (18), los nimeros a’, b? y ¢? estdn relacionados mediante b* = ¢* — d°.
El lector puede localizar los vértices y focos utilizando el hecho de que a es la distancia del
centro a un vértice y c es la distancia del centro a un foco. Es posible obtener las asintotas incli-

nadas de (23) factorizando

x—h’ (y—k?
a? - b?

- —k - —k
=0 como <x h Y ><x h-l-y >=O.
a b a b
G-k @—h
a’ - b
igualar cada factor a cero y resolver para y en términos de x. Como una verificacion de su traba-
jo, recuerde que (4, k) debe ser un punto que yace en cada asintota.

NS\ [JNe By N Determinacion completa

Encuentre el centro, vértices, focos y asintotas de la hipérbola 4x> — y*> — 8x — 4y — 4 = 0.
Grafique.

De manera similar, las asintotas de (24) se obtienen al factorizar =0, al

Solucion  Antes de completar el cuadrado en x y y, factorizamos el 4 de los dos términos en x y
—1 de los dos términos en y de manera que el coeficiente en cada expresion es 1. Entonces tenemos

A =2+ D - P+ A+ hH =444 1+ (14
dx— 1) -Gy +2°=4

=17+ 2P
1 4

Ahora vemos que el centro es (1, —2). Puesto que el término en la forma estdndar que implica a
x tiene el coeficiente positivo, el eje transversal es horizontal a lo largo de la recta y = —2 e iden-
tificamos a = 1 y b = 2. Los vértices estdn a una unidad a la izquierda y a la derecha del cen-
tro en (0, —2) y (2, —2), respectivamente. De b* = ¢ — a° resulta ¢> = a®> + b> = 5, por lo que
¢ = /5. En consecuencia, los focos estdn a /5 unidades a la izquierda y a la derecha del cen-
tro (1, —2)en (1 — V5, =2)y (1 + V5, =2).

Para encontrar las asintotas, resolvemos

x—17 (y+2? ( y+2>< y+2>_
1 7 =0 0 x—1 > x—1+ > =0

para y. De y + 2 = ®£2(x — 1) encontramos que las asintotas son y = —2x y y = 2x — 4.
Observe que al sustituir x = 1, ambas ecuaciones producen y = —2, lo que muestra que ambas
rectas pasan por el centro. Ahora ubicamos el centro, trazamos los vértices y graficamos las asin-
totas. Como se muestra en la FIGURA 10.1.17, la grafica de la hipérbola pasa por los vértices y se
vuelve cada vez mds cercana a las asintotas conforme x — *=00. [ |

= 1.

I Excentricidad A cada seccién cénica se asocia un numero e llamado excentricidad.

Definicion 10.1.4 Excentricidad

La excentricidad de una elipse y una hipérbola es

e = —.
a

Desde luego, debe tener en mente que para una elipse ¢ = Va> — b* y para una hipérbola

c=Va + b’ A partir de las desigualdades 0 < Va* — b’ <ay 0<a< Vd + I’

observamos, a su vez, que
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43—y —8x—4y—4=0
FIGURA 10.1.17 Hipérbola del
ejemplo 7
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superficie reflectora

e foco

a) Los rayos emitidos
en el foco se reflejan
como rayos paralelos

superficie reflectora

e foco

b) Los rayos entrantes
se reflejan en el foco

FIGURA 10.1.20  Superficie
reflectora parabdlica

Disco de satélite de TV

¢ la excentricidad de una elipse satisface 0 <e <1,y
¢ la excentricidad de una hipérbola satisface e > 1.

La excentricidad de una pardbola se discutird en la seccién 10.7.

A\ [N Excentricidad

Determine la excentricidad de
a) la elipse en el ejemplo 5, b) la hipérbola en el ejemplo 7.

Solucién
a) En la solucién de ejemplo 5 encontramos que a = 4 y ¢ = 2\/3. En consecuencia, la
excentricidad de una elipse es e = (2V3)/4 = V3/2 =~ 0.87.
b) En el ejemplo 7 encontramos que a =1y ¢ = V5. Por consiguiente, la excentricidad de
la hipérbolaes e = V/5/1 =~ 2.23. ]

La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse o una hipérbola. Si e = 0, enton-
ces c = Va*> — b* = 0 y en consecuencia a = b. Esto significa que la elipse es casi circular.
Por otro lado, si e = 1, entonces ¢ = Va> — b* = a y por ello b = 0. Esto quiere decir que
cada foco es cercano a un vértice y debido a ello la elipse es elongada. Vea la FIGURA 10.1.18. Las
formas de una hipérbola en los dos casos extremos e = 1y e mucho mayor que 1 se ilustran en
la FIGURA 10.1.19.

y
N AT T
@) e cercana a cero b) e cercanaa 1 a) e cercana a | b) e mucho mayor que 1
FIGURA 10.1.18  Efecto de excentricidad FIGURA 10.1.19  Efecto de excentricidad sobre

en la forma de una elipse la forma de una hipérbola

B Aplicaciones La pardbola tiene muchas propiedades que la hacen apropiada en ciertas apli-
caciones. Las superficies reflectoras se disefian para aprovechar la propiedad de reflexién de las
pardbolas. Estas superficies, llamadas paraboloides, son tridimensionales y se forman rotando
una parabola alrededor de su eje. Como se ilustra en la FIGURA 10.1.20, los rayos de luz (o sefiales
electrénicas) provenientes de una fuente puntual ubicada en el foco de una superficie reflectora
parabdlica se reflejardn a lo largo de lineas paralelas al eje. Esta es la idea detrds del disefio de
reflectores de bisqueda, algunas luces de destellos y los platos satelitales de ubicacién. En sen-
tido inverso, si los rayos de luz entrantes son paralelos al eje de una pardbola, se reflejaran en la
superficie a lo largo de lineas que pasan por el foco. Los haces de luz de un objeto distante tal
como una galaxia son esencialmente paralelos, y por eso cuando estos haces entran a un teles-
copio reflector son reflejados por un espejo parabdlico hacia el foco, donde suele ubicarse una
cdmara para capturar la imagen a lo largo del tiempo. Un disco parabdlico satelital doméstico
opera bajo el mismo principio que el telescopio reflector; la sefial digital de un satélite de tele-
vision es capturada en el foco del disco por un receptor.

Las elipses tienen una propiedad de reflexién andloga a la pardbola. Es posible demostrar
que si una fuente luminosa o sonora se ubica en uno de los focos de una elipse, entonces todos
los rayos u ondas se reflejaran desde la elipse hacia el otro foco. Vea la FIGURA 10.1.21. Por ejem-
plo, si un techo es eliptico con dos focos sobre (o cerca) del piso, pero con una considerable dis-
tancia entre ellos, entonces cualquier susurro en uno de los focos se escuchard en el otro. Algunas

7%
<7

FIGURA 10.1.21 Propiedad de reflexién Telescopio reflector de
de una elipse 200 pulg en Monte Palomar
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famosas “galerfas de los susurros” son el Statuary Hall en el Capitolio en Washington, D.C., el
Mormon Tabernacle en Salt Lake City y la Catedral de San Pablo en Londres.

Mediante su ley de la gravitacion universal, Isaac Newton fue el primero en demostrar la pri-
mera ley del movimiento planetario de Kepler. La 6rbita de cada planeta alrededor del Sol es una
elipse con el Sol en uno de los focos.

A3\ JeM:N Excentricidad de la orbita terrestre

La distancia del perihelio de la Tierra (la distancia minima entre la Tierra y el Sol) es aproxima-
damente de 9.16 X 107 mi, y su distancia del afelio (la distancia m4s grande entre la Tierra y el
Sol) es casi de 9.46 X 107 mi. ;Cudl es la excentricidad de la érbita eliptica de la Tierra?

Solucién Asumimos que la 6rbita de la Tierra es como se ilustra en la FIGURA 10.1.22. De acuer-
do con la figura advertimos que

a—c=916x 10’
a+c=946 X 10’

La solucién de este sistema de ecuaciones produce a = 9.31 X 10" y ¢ = 0.15 X 10”. De tal
modo, la excentricidad e = ¢/a es

_ 015 x 10

= (0.016. |
9.31 X 107

Las orbitas de siete de los planetas tienen excentricidades menores que 0.1 y, en consecuen-
cia, las 6rbitas no son muy alejadas de la circular. Mercurio es una excepcion. Muchos de los
asteroides y cometas tienen orbitas altamente excéntricas. La drbita del asteroide Hidalgo es una
de las mds excéntricas, con ¢ = 0.66. Otro notable caso es la 6rbita del cometa Halley. Vea el
problema 79 en los ejercicios 10.1.

La hipérbola tiene varias aplicaciones importantes que implican técnicas de sonido. En par-
ticular, varios sistemas de navegacion utilizan a las hipérbolas de la siguiente manera: dos trans-
misores de radio fijos a una distancia conocida uno del otro transmiten sefiales sincronizadas. La
diferencia en los tiempos de recepcion por parte de un navegante determina la diferencia 2a de
las distancias del navegante a los dos transmisores. Esta informacion ubica al navegante en algiin
lugar sobre la hipérbola con focos en los transmisores y fija la diferencia en distancias desde los
focos en una cantidad igual a 2a. Al utilizar dos conjuntos de sefiales obtenidas de una estacién
maestra apareada con cada una de dos estaciones secundarias, el sistema de navegacion de largo
alcance LORAN ubica a un barco o a un avién en la interseccion de las dos hipérbolas. Vea la
FIGURA 10.1.23.

Hay muchas otras aplicaciones de la hipérbola. Como se muestra en la FIGURA 10.1.24a), un
avion que vuela a una velocidad supersénica paralela al nivel del suelo deja una “huella” sénica
hiperbélica sobre el suelo. Al igual que la pardbola y la elipse, una hipérbola también posee una
propiedad reflectora. El telescopio reflector Cassegrain presentado en la figura 10.1.240) utiliza
un espejo secundario hiperbélico convexo para reflejar un rayo de luz de regreso a través de un
hoyo en un ocular (o cdmara) detrds del espejo primario parabélico. Esta construccion del teles-

Cometa: orbita

Espejo Haces arabélica
secundario de luz \ P
hiperbélico

Planeta:
orbita
eliptica

~_

Cometa: orbita
hiperbélica

¢) Orbitas alrededor del Sol

Espejo
parabdlico

b) Telescopio Cassegrain

a) Huella sénica
FIGURA 10.1.24  Aplicaciones de hipérbolas
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copio aprovecha el hecho de que un rayo de luz dirigido a lo largo de una linea a través de uno
de los focos de un espejo hiperbélico se reflejard sobre una linea que pasa por el otro foco.

Las orbitas de objetos en el Universo pueden ser parabdlicas, elipticas o hiperbodlicas.
Cuando un objeto pasa cerca del Sol (o un planeta), no necesariamente es capturado por el
campo gravitacional del cuerpo mds grande. Bajo ciertas condiciones, el objeto toma una canti-
dad fraccionaria de la energia orbital de este cuerpo mucho mayor y la érbita de “honda” resul-
tante del objeto cuando pasa por el Sol es hiperbdlica. Vea la figura 10.1.24c¢).

SEIHAGER AR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-29.

= Fundamentos

En los problemas 1-14, encuentre el vértice, el foco, la direc-
triz y el eje de la pardbola dada. Grafique la parabola.

1. y* = 4x 2. y2=%x

3. x> = —16y 4 xzziy

) ) 10

5. (y — 1) = l6x 6. (y +3)7=-8x+2)

7. x+5°=—4p+1) 8 x—2 +y=0
9. "+ 12y —4x+16=010. x> +6x+y+ 11 =0

11.x2+5x—%y+620 12 > —2x—4y+17=0

13. » =8y +2x+10=0 14. y> —4y —4x+3 =10

En los problemas 15-22, encuentre una ecuacién de la paré-
bola que satisfaga las condiciones dadas.

15. Foco, (0, 7), directrizy = —7

16. Foco (—4, 0), directrizx = 4

17. Foco (3, 0), vértice (0, 0)

18. Foco (0, —10), vértice (0, 0)

19. Foco (1, —7), directrizx = —5

20. Foco (2, 3), directrizy = —3

21. Vértice (0, 0), que pasa por (—2, 8), eje a lo largo del eje y
22. Vértice (0, 0), que pasa por (1, %), eje a lo largo del eje x

En los problema 23 y 24, encuentre las intersecciones con los
ejes x y y de la pardbola dada.

23. (y+ 4P =4x + 1) 24. (x— 1)’=20—-1)
En los problemas 25-38, encuentre el centro, foco, vértices,
puntos frontera del eje menor y la excentricidad de la elipse
dada. Grafique la elipse.

2 2 2
2, Y _ XY
25. x~ + 16 1 26. 25 + 9 1
27. 9% + 16y = 144 28. 2%+ =4
-1 -3 G+ -2
29. 19 + 36 1 30. 5 + 36 1
(y+2)7 x—37 (+4’
2 — =
31. (x +5° + 16 1 32. o4 + 31 1

33, 4x% + (y + %)2 =4

34. 36(x+ 27+ (y—4)7* =172

35. 25x* 4+ 9y* — 100x + 18y — 116 = 0
36. 9x* + 5y* + 18x — 10y — 31 =0
37. X+ 3y + 18y + 18 =0

38. 122+ 4y —24x — 4y +1=0

En los problemas 39-48, encuentre una ecuacion de la elipse
que satisfaga las condiciones dadas.

39. Vértices (£5, 0), focos (=3, 0)

40. Vértices (+9, 0), focos (£2, 0)

41. Vértices (—3, —3), (5, —3), puntos frontera del eje menor
(1,-=1), (1, -5)

42. Vértice (1, —0), (1, 2), puntos frontera del eje menor (—2,
=2), (4,-2)

43. Focos (t V2, 0), longitud del eje menor 6

44. Focos (O, * \@), longitud del eje menor 16

45. Focos (0, £3), que pasa por (— 1, 2\@)

46. Vértices (=5, 0), que pasa por (\fS, 4)

47. Centro (1, 3), un foco (1, 0), un vértice (1, —1)

48. Puntos frontera del eje mayor (2, 4), (13, 4), un foco (4, 4)

En los problemas 49-62, encuentre el centro, focos, vértices,
asintotas y excentricidad de la hipérbola dada. Grafique la
hipérbola.

2 2 Y
51. y* — 522 =120 52. Ox* — 16y* + 144 =0

(x—S)Z_(y+1)2_154 x+2? (+4?
4 49 )] 25

e V-3 @+3?
TR 56—~ =1

57. 25(x — 3)* — 5(y — 1)* =125

58. 10(x + 1)> — 2(y — 3> = 100

59. 5x% — 6y> — 20x + 12y — 16 = 0

60. 16x* — 25y — 256x — 150y + 399 = 0

61. 4x> —y* —8x+ 6y —4 =0

62. 2> —9x*> — 18x + 20y + 5=0

53.

1

55.
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En los problemas 63-70, encuentre una ecuacién de la hipér-
bola que satisfaga las condiciones dadas.

63.
64.
65.
66.
67.

68.
69.

70.

Focos (0, =4), un vértice (0, —2)

Focos (0, =3), un vértice (0, —%)

Centro (1, —3), un foco (1, —6), un vértice (1, —5)
Vértices (2, 5), (2, —1), un foco (2, 7)

Centro (—1, 3), un vértice (1, —4) que pasa por

(—5,3 + V5)

Centro (3, —5), un vértice (3, —2) que pasa por (1, —1)
Centro (24), un vértice (25), una asintota

2y —x—6=0

Excentricidad V10, puntos frontera del eje conjugado
(-5, 4), (-5, 10)

= Aplicaciones

71.

72.

73.

74.

75.

76.

Un gran reflector se disefia de manera que una seccién
transversal a través de su eje es una pardbola y la fuente
luminosa se encuentra en el foco. Determine la posicién
de la fuente luminosa si el reflector mide 4 pies de lado a
lado en la abertura y 2 pies de profundidad.

Un telescopio reflector tiene un espejo parabdlico que
mide 20 pies de lado a lado en la parte superior y 4 pies de
profundidad en el centro. ;Dénde debe ubicarse el ocular?
Suponga que dos torres de un puente de suspension estan
a 350 pies de distancia y que el vértice del cable parabé-
lico es tangente al punto medio de la carretera entre las
torres. Si el cable se encuentra a 1 pie por arriba de la
carretera en un punto a 20 pies de los vértices, encuentre
la altura de las torres sobre la carretera.

Dos torres de 75 pies de un puente de suspension con un
cable parabdlico estdn a 250 pies de distancia. El vértice
de la pardbola es tangente al punto medio de la carretera
entre las torres. Determine la altura del cable sobre la
carretera en cualquier punto a 50 pies de una de las torres.
Suponga que el brote de agua desde el extremo de un tubo
horizontal sigue un arco parabdlico con vértice en el extre-
mo del tubo. El tubo estd 20 metros por arriba del suelo.
En un punto a 2 metros por debajo del extremo del tubo, la
distancia horizontal desde el agua hasta una linea vertical
que pasa por el extremo del tubo es de 4 m. Vea la FIGURA
10.1.25. ;En qué punto el agua golpea el suelo?

FIGURA 10.1.25 Tubo del problema 75

Un lanzador de dardos arroja uno a 5 pies por arriba del
suelo. El dardo se lanza horizontalmente y sigue una tra-
yectoria parabélica. Pega en el suelo a 10V/10 pies desde
el lanzador de dardos. A la distancia de 10 pies desde el lan-
zador de dardos, ;a qué altura debe estar el blanco para que
el dardo impacte en €1?

78.

79.

80.

81.

82.
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. La 6rbita del planeta Mercurio es una elipse con el Sol en

uno de sus focos. La longitud del eje mayor de esta 6rbi-
ta es de 72 millones de millas y la longitud del eje menor
corresponde a 70.4 millones de millas. ;Cudl es la distan-
cia minima (perihelio) entre Mercurio y el Sol? ;Cudl es
la distancia mds grande (afelio)?

(Cudl es la excentricidad de la 6rbita de Mercurio en el
problema 777?

La 6rbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor
mide 3.34 X 10° millas de largo y cuyo eje menor es de
8.5 X 10® millas de largo. ;Cudl es la excentricidad de la
orbita del cometa?

Un satélite orbita la Tierra en una trayectoria parabélica con
el centro de la Tierra en un foco. Tiene una altitud minima
de 200 millas y una altitud médxima de 1 000 millas sobre
la superficie de la Tierra. Si el radio terrestre es de 4 000
mi, ;cudl es una ecuacién de la drbita del satélite?

Un arco semieliptico tiene un eje mayor vertical. La base
del arco es de 10 pies de lado a lado y la parte mds alta del
arco mide 15 pies. Encuentre la altura del arco sobre el
punto en la base del arco a 3 pies del centro.

Suponga que un cuarto se construye sobre una base elip-
tica plana rotando una semielipse 180° alrededor de su
eje mayor. Después, por la propiedad de reflexién de la
elipse, cualquier susurro en un foco se escuchara clara-
mente en el otro foco. Si la altura de la sala es de 16 pies
y la longitud corresponde a 40 pies, encuentre la ubica-
cién del susurro y de los puestos de escucha.

= Piense en ello

83.

84.

85.

86.

87.

La grifica de la elipse x*/4 + (y — 1)*/9 = 1 se despla-
za 4 unidades a la derecha. ;Cudles son el centro, foco,
vértices y puntos frontera del eje menor de la gréafica des-
plazada?

La gréfica de la elipse (x — 1)?/9 + (y —4)* =1 se
desplaza 5 unidades hacia la izquierda y 3 unidades hacia
arriba. ;Cudles son el centro, foco, vértices y puntos
frontera del eje menor de la gréafica desplazada?

Las hipérbolas
2 Yy e
@ B Y oo

se dice que son conjugadas entre si.

a) Encuentre la ecuacién de la hipérbola que es la conju-
gada de

x2 y2

25 144

b) Analice como se relacionan las graficas de las hipér-
bolas conjugadas.

Una hipérbola rectangular es aquella para la cual las

asintotas son perpendiculares.

a) Demuestre que y* — x*> + 5y + 3x = 1 es una hipér-
bola rectangular.

b) (Cudles de las hipérbolas dadas en los problemas
49-62 son rectangulares?

Puede demostrarse que un rayo luminoso que emana de

un foco de una hipérbola sera reflejado a lo largo de la
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560 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

linea desde el foco opuesto. Vea la FIGURA 10.1.26. Un rayo
luminoso desde el foco izquierdo de la hipérbola
x*/16 — y*/20 = 1 incide en la hipérbola (=6, —5).

des se centren en (0, £b), b > 0, con radio R. Ademas,
considere que (*A, 0),A > 0,y (0, £B), B > 0, son los
puntos de interseccion del évalo con los ejes x y y.

Determine una ecuacién del rayo reflejado. a) Exprese R en términos de a, b y r.

b) Demuestre que A > B. Esto muestra que el “eje
mayor” del évalo estd siempre alineado con los cen-
tros de los circulos pequefios, y que el “eje menor”
del 6valo estd siempre en linea con los centros de los

= circulos grandes. [Sugerencia: Demuestre que

A-B=a+b-\Vd+bh]

FIGURA 10.1.26  Propiedad reflectora del problema 87

88. Un évalo es una aproximacion a una elipse consistente en Gvalo
arcos que surgen de pares de circulos de diferentes radios (0, b) (a,0)
ubicados simétricamente, siendo cada circulo pequefio tan-
gente a un circulo grande en dos puntos de transicién como
se indica en la FIGURA 10.1.27. Los arquitectos en los perio-
dos del Renacimiento y barroco usaban dvalos porque son (—a.0)
mds simples de construir que las elipses. En este problema,
considere que los circulos pequefios estdn centrados en
(*a, 0),a > 0, conradio r, y deje que los circulos gran-

FIGURA 10.1.27 Ovalo en el problema 88

10.2 Ecuaciones paramétricas

I Introduccion Una ecuacidn rectangular o cartesiana no es la dnica manera, y a menudo la
mds conveniente, de describir una curva en el plano de coordenadas. En esta seccidn considera-
remos una manera diferente de representar una curva que es importante en muchas aplicaciones
del calculo.

I Movimiento curvilineo Empecemos con un ejemplo. El movimiento de una particula a lo
largo de una curva, en contraste con una linea recta, se denomina movimiento curvilineo. Si
supone que una pelota de golf golpea sobre el suelo en forma perfectamente recta (sin efecto de
gancho o de rebanada) y que su trayectoria permanece en un plano de coordenadas, entonces su
movimiento estd gobernado por el hecho de que su aceleracion en las direcciones x y y satisface

a, = 0, a, = —g, (1)
donde g es la aceleracion debida a la gravedad y a, = d’x/dt*, a, = d*y/dt*. En t = 0 tomamos

x =0, y=0,y las componentes x y y de la velocidad inicial vy son

vocos Oy y  vsenb, (2

respectivamente. Vea la FIGURA 10.2.1. Al tomar dos antiderivadas de cada ecuacién en (1), vemos
de las condiciones iniciales de (2) que las coordenadas x y y de la pelota de golf en el tiempo ¢
estdn dadas por

y = —lgt2 + (vy sen 6y)t, 3)

x = (vgcos ), >

FIGURA 10.2.1 ;Tiro!

donde 6, es el dngulo de lanzamiento, v, es la velocidad inicial y g = 32 pies/s>. Estas ecuacio-
nes, las cuales dan la posicién de la pelota de golf en el plano de coordenadas en el tiempo ¢, se
llaman ecuaciones paramétricas. La tercera variable ¢ en (3) se denomina parametro y estd res-
tringido a cierto intervalo I; en este caso, I se define mediante 0 = ¢ = T, donde ¢t = 0 produce
el origen (0, 0) y = T es el tiempo en el que la pelota golpea el suelo.

La idea en (3), esto es, representar a x y y en un par ordenado (x, y) mediante funciones de
una tercera variable #, se usa para definir una curva.
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Definicion 10.2.1 Curva plana

Si fy g son funciones continuas definidas sobre un intervalo comun /, entonces x = f(¢),
y = g(t) se llaman ecuaciones paramétricas y 7 recibe el nombre de parametro. El con-
junto C de pares ordenados (f(#), g(f)) cuando ¢ varfa sobre / se denomina una curva plana.

Es una practica comiin referirse al conjunto de ecuaciones x =f(¢), y= g(t), para t en I, como
una parametrizacion de C. De aqui en adelante, haremos referencia a una curva plana C
como una curva paramétrica o como una curva parametrizada. La grafica de una curva para-
métrica C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano de coordenadas correspondientes
al par ordenado (f(¢), g(¢)). Por simplicidad, no se establecerd la distincién entre una curva para-
métrica y una grdfica de una curva.

A\ [JNe BN Curva paramétrica

Grafique la curva C que tiene las ecuaciones paramétricas

x=1 y=£ —-l1=r=2

Solucion Como se indica en la tabla siguiente, para cualquier eleccién de ¢ en el intervalo
[—1, 2], se obtiene un solo par ordenado (x, y). Al conectar los puntos con una curva, obtenemos
la grafica de la FIGURA 10.2.2.

P20 R T R S S R A ()

2 2 2
x| oql Yol L] 2] 4

4 4 4
ENEREREREE

8 8 8 .

En el ejemplo 1, si piensa en términos de movimiento y en # como el tiempo, entonces cuan-
do t aumenta de —1 a 2, un punto P definido como @, 1) empieza desde (1, —1), avanza hacia
arriba en la rama inferior de la curva hacia el origen (0, 0), pasa a la rama superior y finalmen-
te se detiene en (4, 8). En general, un pardmetro ¢ no necesita tener relacién con el tiempo.
Cuando se grafican puntos correspondientes a valores crecientes del pardmetro, se traza una
curva C mediante ( f(f), g(7)) en una cierta direccion indicada por las flechas sobre la curva en la
figura 10.2.2. La direccion se denomina la orientacién de la curva C.

Cuando el intervalo I sobre el cual fy g se definen es un intervalo cerrado [a, b], afirmamos
que (f(a), g(a)) es el punto inicial de la curva C'y que (f(b), g(b)) es su punto final. En el ejem-
plo 1, (1,—1) y (4, 8) son los puntos inicial y final de C, respectivamente. Si el punto final es el
mismo que el punto inicial, esto es,

(f(a), g(@)) = (f(b), g(b)),

entonces C es una curva cerrada. Si C es cerrada pero no se cruza a si misma, entonces se deno-
mina curva cerrada simple. En la FIGURA 10.23, A y B representan los puntos inicial y final, res-
pectivamente.

El siguiente ejemplo ilustra una curva cerrada simple.

=H]S\"[JXe PN Una parametrizacion de un circulo
2

Encuentre una parametrizacion del circulo x> + y*> = 4>

Solucién El circulo tiene centro en el origen y radio a > 0. Si 7 representa el dngulo central,
esto es, un dngulo con vértice en el origen y lado inicial que coincide con el eje x positivo, enton-
ces como se muestra en la FIGURA 10.2.4 las ecuaciones

x =acost, y=asent, 0=t=2w @
proporcionan cada punto P sobre el circulo. Por ejemplo, en t = /2 obtenemos x = 0y y = q,

en otras palabras, el punto es (0, @). El punto inicial corresponde a =0y es (a, 0); el punto final
corresponde a ¢ = 27 y es también (a, 0). Puesto que los puntos inicial y final son los mismos,
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T (1, =D
FIGURA 10.2.2 Curva del
ejemplo 1

o

a) Curva plana

b) Curva simple cerrada

E

¢) Cerrada pero no simple
FIGURA 10.2.3 Algunas curvas
planas
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0,a)
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t
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ejemplo 2
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esto demuestra lo que es evidente: la curva C definida por las ecuaciones paramétricas (4) es una
curva cerrada. Advierta la orientacién de C en la figura 10.2.4; cuando ¢ aumenta de 0 a 27, el
punto P(x, y) traza C en una direccién contraria a la de las manecillas del reloj. |

En el ejemplo 2, el semicirculo superior x> + y* = a* 0 = y =< a, se define paramétrica-
mente restringiendo el pardmetro ¢ al intervalo [0, 7],

x=acost, y=asent, 0=t=n.

Observe que cuando ¢ = 1, el punto final es ahora (—a, 0). Por otro lado, si desea describir dos
revoluciones completas en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del circulo,
de nuevo modifica el intervalo del pardmetro al escribir

x =acost, y=asent, 0=¢t=4m.

I Eliminacion del parametro Dado un conjunto de ecuaciones paramétricas, algunas veces se
desea eliminar o despejar el pardmetro para obtener una ecuacion rectangular de la curva. Para eli-
minar el pardmetro en (4), simplemente se elevan al cuadrado x y y y se suman las dos ecuaciones:

x> + y* = a’cos’t + a’sen’t implica que x> + y? = a®

puesto que sen’t + cos’t = 1. No hay una manera tnica de eliminar el pardmetro.

R]\Y (MR Eliminacion del pardmetro

a) De la primera ecuacién en (3) tenemos ¢ = x/(vy cos ;). Al sustituir esto en la segunda
ecuacion da

&
2(vy cos 0,)?

Puesto que vy, 6, y g son constantes, la tltima ecuacién tiene la forma y = ax* + bxy
por ello la trayectoria de cualquier proyectil lanzado a un dngulo 0 < 6, < /2 es un
arco parabdlico.

b) En el ejemplo 1 es posible eliminar el pardmetro de x = ¢*, y = t* resuelve la segunda
ecuacion para t en términos de y y después al sustituir la primera ecuacién encontramos
que

y=— x? + (tan 6,)x.

t =y yportanto x = (y'P)? = y¥3,

La curva que se muestra en la figura 10.2.2 es s6lo una porcién de la gréfica x = y*>. Para

—1 = t = 2 se tiene de manera correspondiente —1 = y = 8. De tal modo, una ecuacién
rectangular para la curva en el ejemplo 1 estd dada por x = y?*, —1 = y < 8. ]

Una curva C puede tener mds de una parametrizacion. Por ejemplo, una parametrizacién
alterna del circulo en el ejemplo 2 es

Una curva C puede tener » x=acos2t, y=asen2t, 0=1t=m.
muchas parametrizaciones ) ) 3
diferentes. Adpvierta que el intervalo del pardmetro ahora es [0, 7]. Vemos que conforme ¢t aumenta de 0 a

7, el nuevo dngulo 2¢ aumenta de 0 a 2.

A5\ |JHeM:W Parametrizaciones alternas

Considere la curva C que tiene las ecuaciones paramétricas x = t,y = 2>, —00 < t < 00, Es
posible eliminar el pardmetro si utilizamos 7 = x y sustituimos en y = 2>, Esto produce la ecua-
cién rectangular y = 2x% la cual reconocemos como una paribola. Ademds, puesto que
—00 < t < o0 es equivalente a —o0 < x < 00, el punto (¢, 21%) traza la pardbola completa
y=2x2,—oo<x<oo,

Una parametrizacion alterna de C estd dada por x = /4,y = 1%/8, —o0 < t < oo0.
Empleamos 2 = 4x y sustituimos en y = 1°/8 0y = (- £%)/8 produce y = (4x)*/8 = 2x%
Ademis, —00 < t < oo implica —00 < 17 < 0oy porello —00 < x < 00, [

Advierta en el ejemplo 4 que un punto sobre C no necesita corresponder con el mismo valor
del pardmetro en cada conjunto de ecuaciones paramétricas de C. Por ejemplo, (1, 2) se obtuvo
parat= lenx =t,y = 2¢% pero t = V4 produce (1,2) en x = /4,y = 19/8.
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N3\ JHe BN Repaso del ejemplo 4

Es necesario tener cuidado cuando se trabaja con ecuaciones paramétricas. Al eliminar el paré-
metro en x = 1%,y = 2r*, —00 < t < 00, pareceria que se produce la misma pardbola y = 2x*
como en el ejemplo 4. Sin embargo, éste no es el caso porque para cualquier valor de 7, > = 0
y por ello x = 0. En otras palabras, el dltimo conjunto de ecuaciones s6lo es una representacion
paramétrica de la rama del lado derecho de la parabola, esto es, y = 2x% 0 = x < 00. |

)3\ JXe BN Eliminacion del parametro

Considere la curva C definida paramétricamente por

x=sent, y=cos2t, 0=t=m/2.
Elimine el pardmetro y obtenga una ecuacion rectangular para C.
Solucién Al utilizar la férmula del dngulo doble cos 27 = cos®f — sen”t, es posible escribir
cos’t — sen’t

(1 — sen’f) — sen’t

y

1 — 2sen’t <« sustituirsen 7 = x

=1 - 2x2

En este caso la curva C descrita por las ecuaciones paramétricas no consiste en la parabola com-
pleta, estoes, y = 1 — 2%, —00 < x < 00. Vea la FIGURA 10.25a). Para 0 < 1 < /2 tenemos
O0=senr=1y—1=cos 2r= 1. Esto significa que C es s6lo aquella porcién de la pardbola para
la cual las coordenadas de un punto P(x, y) satisfacen 0 =x =1y —1 =y = 1. La curva C,
junto con su orientacion, aparecen en la figura 10.2.5b). Una ecuacién rectangular para C es
y = 1 — 2x* con el dominio restringido 0 < x < 1. [

I Intersecciones con los ejes Podemos obtener las intersecciones con los ejes de una curva C
sin determinar su ecuacién rectangular. Por ejemplo, en el ejemplo 6 encontramos que la inter-
seccién con el eje x determina el valor de ¢ en el intervalo paramétrico para el cual y = 0. La
ecuacion cos 21 =0 produce 2r = /2, por lo que r = /4. El punto correspondiente en el cual
C cruza al eje x es (\f2, O). De manera similar, la interseccién de C con el eje y la encontramos
al resolver x =0 para t. De sen t = 0 concluimos de inmediato que =0y por eso la intersecciéon
con el eje y es (0, 1).

I Aplicaciones de ecuaciones paramétricas Las curvas cicloidales fueron un tema popular de
estudio para los matematicos en el siglo XVvil. Suponga que un punto P(x, y), marcado sobre un
circulo de radio a, estd en el origen cuando su didmetro yace a lo largo del eje y. Conforme
el circulo rueda a lo largo del eje x, el punto P traza una curva C que recibe el nombre de cicloi-
de. Vea la FIGURA 10.2.6.

QIOICISIGLYY

a) Circulo que rueda sobre el eje x

| 2ma .

b) El punto P en el circulo traza esta curva
FIGURA 10.2.6  Cicloide

Dos problemas fueron estudiados ampliamente en el siglo xvil. Considere un alambre fle-
xible (sin friccién) fijo a los puntos A y By a una cuenta libre de deslizarse por el alambre empe-
zando en P. Vea la FIGURA 10.2.7. ;Existe una forma particular del alambre de manera que, inde-
pendientemente de donde empiece la cuenta, el tiempo para deslizarse por el alambre hasta B
serd el mismo? Ademads, ¢cudl seria la forma del alambre de manera que la cuenta se deslice de
P a B en el tiempo mas corto? El asi llamado tautécrono (mismo tiempo) y braquistécrono
(tiempo minimo) se presentaron como el medio arco invertido de una cicloide.
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«f Debe proceder con cuidado para
eliminar el pardmetro.

VA

-1 1

a)y:172x2, —o<lxy<®

©, 1)

14
/
/
1 !/ 1 x

-1/ 1

;=1 (1, —-1)
1 \
1 \
1 \

b)x =sent,y = cos 2t,
0=r=mu/2

FIGURA 10.2.5 Curva C del

ejemplo 6

~—_">eB
FIGURA 10.2.7 Cuenta deslizante
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X

FIGURA 10.28 En el ejemplo 7,
el dngulo 6 es el pardmetro del
cicloide

o
”

i

FIGURA 10.2.9 Hélice
circular

FIGURA 10.2.10 Helicoide
circular

Antena helicoide

=]\ [Nyl Parametrizacion de una cicloide
Encuentre una parametrizacion de la cicloide que se muestra en la figura 10.2.6b).

Solucién Un circulo de radio a cuyo didmetro inicialmente yace a lo largo del eje y rueda a lo
largo del eje x sin deslizamiento. Tomamos como pardmetro el dngulo 6 (en radianes), a través
del cual ha rotado el circulo. El punto P(x, y) empieza en el origen, lo cual corresponde a § = 0.
Conforme rueda el circulo a lo largo de un dngulo 0, su distancia desde el origen es el arco
PE = OE = af. De la FIGURA 10.2.8 vemos entonces que la coordenada x de P es

xZﬁ—?EIaH—asenH.
Abhora se advierte que la coordenada y de P es
y=C7E—C7D=a—acos(9.
En consecuencia, las ecuaciones paramétricas para la cicloide son
x =af — asenf, y = a — acosé.

Como se ilustra en la figura 10.2.6a), un arco de una cicloide es generado por una rotacioén del
circulo y corresponde a un intervalo paramétrico 0 = 6§ = 2. |

I Parametrizacion de curvas rectangulares Una curva C descrita por una funcién continua
y = f(x) también se parametriza dejando x = ¢. Las ecuaciones paramétricas para C son entonces

x=1 y=f0. ®)

Por ejemplo, un ciclo de la grafica de la funcién seno y = sen x se parametriza mediante x = ¢,
y=sent,) =t = 2.

I Curvas suaves Una curva C, dada paramétricamente por

x=f0, y=g@®, a=t<b,

se dice que es suave si f'y g’ son continuas sobre [a, b] y no simultdneamente cero sobre (a, b).
Se dice que una curva C es suave por secciones si el intervalo [a, b] puede dividirse en subin-
tervalos tales que C es suave sobre cada subintervalo. Las curvas en los ejemplos 2, 3 y 6 son
suaves; las curvas en los ejemplos 1 y 7 son suaves por secciones.

—,» NOTAS DESDE EL AULA

do ......................................................................................................................................................................

Esta seccion se enfoca en curvas planas, curvas C definidas paramétricamente en dos dimen-
siones. En el estudio del calculo de multiples variables vera curvas y superficies en tres di-
mensiones que se definen mediante ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, una curva espacial
C consiste en un conjunto de tripletes ordenados ( f(), g(¢), h(t)), donde f, g y h se definen sobre
un intervalo comun. Las ecuaciones paramétricas para C son x = f(¢), y = g(t), z = h(f). Por
ejemplo, la hélice circular de la FIGURA 10.2.9 es una curva espacial cuyas ecuaciones paramé-
tricas son

x =acost, y=acost, z=>bt, t=0. (6)

Las superficies en tres dimensiones se representan mediante un conjunto de ecuaciones parameé-
tricas que involucran a dos parametros, x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v). Por ejemplo, el
helicoide circular que se muestra en la FIGURA 10.2.10 surge del estudio de superficies minimas y
esta definido por el conjunto de ecuaciones paramétricas similar al correspondiente a (6):

X = ucosv, y=usenv, z = bv,

donde b es una constante. El helicoide circular tiene una hélice circular como su frontera. El
lector podria reconocer al helicoide como el modelo para el dlabe curvado rotatorio en maqui-
narias tales como excavadoras para hoyos de postes, taladros de hielo y maquinas quitanieve.
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IIHALEMIFPA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-31.

= Fundamentos

En los problemas 1 y 2, complete la tabla para un conjunto
dado de ecuaciones paramétricas.

1.x=2t+1,y=t2+t
-3 -2 -1 0 1 2 3

Yy

2. x = cost, y = sen’t,

t 0 | w/6 | m/4 | w/3 | 7/2
x
y

57/6 | Tm/4

En los problemas 3-10, grafique la curva que tiene el conjun-
to indicado de ecuaciones paramétricas.

Jox=t—1,y=2t—1, —1=t=5

4. x=3t,y=1*—-1;, -2=t=3
5.x=\/z:,y=5—t; t=0

6. x =3+ 2sent,y =4 + sent; —w/2=1=m/2
7. x = 4cost,y = 4sent; —w/2=t=m/2

8. x=Fr+1,y=-1, 2=t=2

9. x=¢,y=¢" 0=t=1In2

10. x=—¢é,y=e¢" =0

En los problemas 11-16, elimine los pardmetros del conjunto
dado de ecuaciones paramétricas y obtenga una ecuacion rec-
tangular que tenga la misma grafica.

1. x=~y=t"+37—-1

12. x=F+r+4,y=-28—2

13. x = —cos2t,y = sent; —w/4d=t=m/4
4. x=¢€,y=Int; r>0

15. x = t3,y= 3Int; t>0

16. x = tant,y = sect; —w/2 <t < 7/2

En los problemas 17-22, muestre de manera grafica la dife-
rencia entre las curvas indicadas.

17. y = xy x = sent,y = sent
18. y=x>yx=—-V6,y=16,1=0

19.yZ%xZ—1yx=21,y=t2—1,—15ts2

20 y=—x*yx=e,y=—-e"1t=0
21. x> —y> =1y x = cosht, y = senht
2. y=2x—-2yx=1—1,y=2—4

En los problemas 23-26, muestre de manera grafica las dife-
rencias entre las curvas indicadas. Supongaa > 0,b > 0.
O==tr=m

O==tr=m

23. x = acost,y = asent,
X = asent,y = acost,
24. x = acost,y = bsent,a > b, w™=1t=2w
x =asent,y = bcost,a > b, w=1t=2Tw

25. x = acost,y = asent, —w/2=1t=17/2
X =acos2t,y =asen2t, —w/2=t=m/2
26. xzacosl,yzasenl, O=st=m

2 2

X = acos(—é),y = asen(—é), —T=tr=0

En los problemas 27 y 28, grafique la curva que tiene las
ecuaciones paramétricas indicadas.

27. x =1 + 2cosht,y = 2 + 3senht
28. x = =3 + 3cost,y =5 + Ssent
En los problemas 29-34, determine si el conjunto dado de

ecuaciones paramétricas tiene la misma grafica que la ecua-
cién rectangular xy = 1.

29. x

2041 30, x=17y=¢12

= 1 =
2+ 17

31. x = cost,y = sect

Rox=2+1,y=0¢*+ D!

B.x=eXy=¢" M. x=1y=1"

= Aplicaciones

35. Como se muestra en la FIGURA 10.2.11, un émbolo estd
unido por medio de una varilla de longitud L a un meca-
nismo de manivela circular de radio r. Parametrice las
coordenadas del punto P en términos del dangulo ¢.

y
T Py .
: L émbolo
A
0! )
0} / 1 X
FIGURA 10.2.11 Mecanismo de manivela del problema 35

36. Un punto Q traza una trayectoria circular de radio r y un
punto P se mueve de la manera que se indica en la FIGURA
10.2.12. Si R es constante, encuentre ecuaciones paramétri-
cas de la trayectoria trazada por P. Esta curva recibe el
nombre de epitrocoide. (Aquellos que sepan sobre auto-
moviles podrian reconocer la curva trazada por P como la
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566 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

forma del rotor albergado en el motor rotatorio o de
Wankel.)

0 RONFEY)

SO0
\ 3@,’

FIGURA 10.2.12  Epitrocoide del problema 36

37. Un carrete circular de hilo enrollado tiene su centro en el
origen. El radio del carrete es a. El extremo del hilo P,
empezando en (a, 0), se desenrolla mientras el hilo se
mantiene tirante. Vea la FIGURA 10.2.13. Encuentre ecuacio-
nes paramétricas de la trayectoria seguida por el punto P
si el hilo PR es tangente al carrete circular en R. La curva
se denomina involuta de un circulo.

FIGURA 10.2.13 Involuta de un circulo en el problema 37

38. Imagine un pequefio circulo de radio a que rueda sobre el
interior de un circulo mds grande de radio b > a. Un
punto P del circulo mds pequefio genera una curva llama-
da hipocicloide. Recurra a la FIGURA 10.2.14 para mostrar
que las ecuaciones paramétricas de una hipocicloide son

%o

x = (b — a)cosh + acosb

y=(b — a)senh — asenb

FIGURA 10.2.14 Hipocicloide del problema 38

39. a) Emplee las ecuaciones del problema 38 para demos-
trar que las ecuaciones paramétricas de una hipoci-
cloide de cuatro cuspides son

x = bcos’0, y = bsen’ 6.

b) Mediante la herramienta de graficacién obtenga la
gréfica de la curva en el inciso a)

¢) Elimine el pardmetro y obtenga una ecuacién rectan-
gular para la hipocicloide de cuatro cuspides.

40. Emplee la FIGURA 10.2.15 para mostrar que las ecuaciones
paramétricas de una epicicloide estdn dadas por

x=(a+b)cos0—acosa+b0
+
y=(a+b)sen0—asena b@.
y
a
P(x, y)
X
O w0

FIGURA 10.2.15 Epicicloide del problema 40

41. a) Emplee las ecuaciones del problema 40 para mostrar
que las ecuaciones paramétricas de una epicicloide de
tres cispides son

x = 4acosf — acos40,y = 4asenf — asen4b.

b) Mediante un aparato para graficacion obtenga la gra-
fica de la curva del inciso a).

42. Un clasico matematico

a) Considere un circulo de radio a, que es tangente al eje
x en el origen O. Sea B un punto sobre una linea hori-
zontal que pasa por (0, 2a) y considere que el segmen-
to de recta OB corta al circulo en el punto A. Como se
muestra en la FIGURA 10.2.16, la proyeccién de AB sobre
la vertical produce el segmento de recta BP. Encuen-
tre ecuaciones paramétricas de la trayectoria trazada
por el punto P cuando A varia alrededor del circulo.
La curva recibe el nombre de Bruja de Agnesi. No,
la curva no tiene nada que ver con brujas ni duendes.
Esta curva, llamada versoria, que es el término en
latin para un tipo de cuerda, se incluy6 en un texto de
geometria analitica escrito en 1748 por la matemati-
caitaliana Maria Gaetana Agnesi (1718-1799). Este
texto tuvo tanta popularidad que rdpidamente se tra-
dujo al inglés. El traductor confundié versoria con
la palabra italiana versiera, que significa duende fe-
menino. En inglés, duende femenino se convirtié en
bruja.

b) En el inciso a) elimine el pardmetro y demuestre que
la curva tiene la ecuacion rectangular

y = 8a’/(x* + 4d®).

X
o

FIGURA 10.2.16  Bruja de Agnesi del problema 42
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= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 43-48, emplee una calculadora o un SAC para
obtener la grafica del conjunto dado de ecuaciones paramétricas.

43.
44.
45.
46.
47.
48.

0=t=2w
0=r=2mw

0=t=2m

x = 4sen2t,y = 2sent;
x = 6cos3t,y = 4sen2t;
x = 6cosdt,y = 4sent,;

X = cost + tsent,y = sent — 1COSt; 0=t=3mw
x=£ -4+ 1,y=t"—4r*;, —5=t=5
x=r—t+1L,y=r+2t—1, -3=t=6

= Piense en ello

49.

Demuestre que las ecuaciones paramétricas para una
linea que pasa por (x, y1) y (x», y») son

x=x+ 0 —x)ty =y + (y, = y)t, =00 < 1 < 00,

50.

51.

(Qué representan estas ecuaciones cuando 0 =t = 1?

a) Use el resultado del problema 49 para encontrar las
ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
(2,5 y 4,8).

b) Elimine el parametro del inciso @) para obtener una
ecuacion rectangular de la recta.

¢) Encuentre las ecuaciones paramétricas del segmento
de recta con (—2, 5) como el punto inicial y (4, 8)
como el punto final.

Una esquiadora salta por una rampa sobre una pendiente
y sale despedida horizontalmente por el aire con una velo-
cidad inicial de 75 pies/s. Como se muestra en la FIGURA
10.2.17, la pendiente cae a partir de la horizontal a un angu-
lo de 33°. Emplee las ecuaciones en (3) para determinar
cudn abajo en la pendiente aterrizara la esquiadora. [Suge-
rencia: Observe que los ejes x y y en la figura 10.2.1 estdn
en la posicion estandar (a la derecha y hacia arriba, res-
pectivamente). En la figura 10.2.17 suponga que el origen
es el punto donde la esquiadora sale despedida en el aire.]

FIGURA 10.2.17 Esquiadora en el problema 51

= Proyectos

52,

Curva de la mariposa La grifica del conjunto de
ecuaciones paramétricas

x = sent(e“"” — 2cosdr + sensﬁ ),

y = cost(e“"” — 2cos4t + sen5T12t>

53.

54.

10.2 Ecuaciones paramétricas 567
se dice que es una curva de mariposa. La FIGURA 10.2.18
consta de siete porciones coloreadas de la curva corres-
pondiente a diferentes intervalos del parametro. Expe-
rimente con un SAC para determinar estos intervalos del
pardmetro. Emplee el SAC para generar mds porciones
coloreadas y después combine todas las curvas colorea-
das en un conjunto de ejes de coordenadas.

FIGURA 10.2.18 Curva de mariposa del problema 52

La curva en la figura 10.2.18 es una de las dos curvas
conocidas como una curva de mariposa. Escriba un breve
informe que analice ambos tipos de curvas.

Curvas de Bézier La mayoria de las aplicaciones de
graficacién por computadora trazan ecuaciones paramé-
tricas ademas de graficas de funciones. Todas las calcu-
ladoras graficas pueden trazar ecuaciones paramétricas
calculando de manera repetida un punto sobre la curva y
después graficadndolo. En este proyecto se introducen algu-
nas curvas paramétricas especiales llamadas curvas de
Bézier, las cuales son comunes en el disefio asistido por
computadora (CAD, por sus siglas en inglés), en progra-
mas de dibujo por computadora y en representaciones ma-
tematicas de diferentes fuentes para muchas impresoras
laser. Una curva de Bézier cuibica se especifica mediante
cuatro puntos de control en el plano, por ejemplo,

Py(po> q0),  Pi(p1.g), Paprq) Yy Pi(ps gs).

La curva empieza en el primer punto para el valor ¢ = 0,
termina en el dltimo punto para t = 1, y de manera apro-
ximada “apunta hacia” los puntos medios de los valores
del parametro entre 0 y 1. Los artistas e ingenieros de
disefio pueden mover los puntos de control para ajustar
las ubicaciones finales y la forma de la curva paramétri-
ca. La curva de Bézier cibica para estos cuatro puntos de
control tiene las siguientes ecuaciones paramétricas:
x=po(1 =0+ 3p,(1 — 0%t + 3py(1 — D + pst?
y = a1 = 0 + 3q:(1 = 0% + 3gx(1 = 0 + g1,

donde 0 = ¢ = 1. Varias curvas de Bézier pueden conec-
tarse por pedazos de manera continua haciendo que el
dltimo punto de control sobre una curva sea el primer
punto de control sobre la curva siguiente. De manera
equivalente, es posible construir las ecuaciones paramé-
tricas por secciones. Por ejemplo, la pieza siguiente pue-
de representarse por medio de
x=p2 =0 +3p2 -0t - D)

+3ps(2 = (1 — 1> + pe(t — 1)°
y=q2 =10+ 32 — 0¥t — 1)

+3¢5(2 — 0(t = 1) + go(t — 1)’,
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donde 1 =1 =2.

En a)-f), use un aparato para graficacion para obte-
ner la grafica de la curva de Bézier continua por seccio-
nes asociada con los puntos de control dados.

a) Py(5, 1), Pi(1, 30), P5(50, 28), P5(55, 5)
b) Py(32, 1), P((85,25), Py(1, 30), P5(40, 3)
¢) Py(10,5), Pi(16, 4), P5(25, 28), P5(30, 30),

P,(18, 1), P5(40, 18), P4(16, 20)
d) Py(55, 50), P1(45, 40), P(38, 20), P5(50, 20),

P,(60, 20), P5(63, 35), Ps(45, 32)
e) Py(30, 30), P,(40, 5), P»(12, 12), P5(45, 10),

P,(58, 10), P5(66, 31), Py(25, 30)
f) Py(48, 20), P,(20, 15), P»(20, 50), P5(48, 45),

P,(28, 47), P5(28, 18), P¢(48, 20),

P;(48, 36), Py(52, 32), Py(40, 32)

En g)-i) experimente con las ubicaciones de los pun-

tos de control para obtener curvas de Bézier continuas
por secciones aproximando la forma u objeto indicados.

Proporcione los puntos de control finales que eligié y

dibuje la curva paramétrica resultante.

g) Histéricamente la letra “S” ha sido una de las maés
dificiles de representar matematicamente. Use dos o
tres pedazos de curva de Bézier para dibujar una letra
“S” en algtin estilo de fuente simple.

h) La seccidn transversal larga de un huevo no se aseme-
jamucho a una elipse debido a que un extremo es mas
puntiagudo que el otro. Utilice varios pedazos de cur-
va de Bézier para representar una aproximacion de la
forma de un huevo.

i) Proporcione una curva aproximando la forma de la letra
g, utilizando tan pocas piezas como sea posible.

Termine este proyecto con la redacciéon de un breve
informe que analice las curvas de Bézier lineal, cua-
dratica y de grado n-ésimo. Incluya un andlisis acer-
ca de la historia antigua de las curvas de Bézier; por
ejemplo, ;cudl fue la aportacion de Pierre Bézier?

10.3 calculo y ecuaciones paramétricas

I Introduccion Al igual que con las gréficas de funciones y = f(x), podemos obtener informa-
cién util acerca de una curva C definida paramétricamente al examinar la derivada dy/dx.

B Pendiente Sean x = f(¢) y y = g(¢) las ecuaciones paramétricas de una curva suave C. La
pendiente de la recta tangente en un punto P(x, y) sobre C estd dada por dy/dx. Para calcular
esta derivada, se usa la forma de la derivada dada en (3) de la seccion 3.1:

dy _ .. Ay
dx  aAx

Para un incremento Az, los incrementos en x y y son, respectivamente,

Ax=ft+An—f@) 'y Ay=gt+ Ay —g@®
Ay gt + An — g0

y por ello ﬂ _ AL #
Ax  Ax  ftt+ An — f(0)
At At
Por tanto,

dx  A—0Ax Al}’moAx/At dx/dr’

cuando el limite del denominador no es cero. La forma paramétrica de la derivada se resume en
el siguiente teorema.

Teorema 10.3.1 Pendiente de una recta tangente

Six = f(t), y = g(t) define una curva suave C, entonces la pendiente de una recta tangente
en un punto P(x, y) sobre C es
dy dy/dt g
dx  dx/dt  f'(®)

ey

siempre que f'(r) # 0.
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10.3 Célculo y ecuaciones paramétricas 569

N[\ [JNe BN Recta tangente

Encuentre una ecuacién de una recta tangente a la curva x = 2 —4r—2, y= =4 —lenel
punto correspondiente a t = 1.

Solucién Primero determinamos la pendiente dy/dx de la recta tangente. Puesto que

dx _ o, D _a o
dt—Zt 4 y dt_5t 12t

se deduce de (1) que
dy dy/dt 54— 1242 y

dx dx/dt T2t —4

De tal modo, en t = 1 tenemos
dy| _ =7 _7

dx|,—., -2 2
Al sustituir # = 1 de nuevo en las ecuaciones paramétricas originales, encontramos que el punto
de tangencia es (=5, —4). En consecuencia, una ecuacion de la recta tangente en ese punto es

— T — (= T
Yo (=@ () o y=gxt T
Con la ayuda de un SAC se obtiene la curva dada en la FIGURA 10.3.1. | FIGURA 1031 Curva del
. . ejemplo 1
I Tangentes horizontal y vertical En un punto (x, y) sobre una curva C en el cual dy/dt =0y
dx/dt # 0, la recta tangente es necesariamente horizontal debido a que dy/dx =0 en ese punto.
Por otro lado, en un punto en el cual dx/dr =0y dy/dt # 0, larecta tangente es vertical. Cuando
tanto dy/dt como dx/dt/ son cero en un punto, no se puede extraer una conclusién inmediata
acerca de la recta tangente.
N]5\Y[Xe BN Grafica de una curva paramétrica
Grafique la curva que tiene ecuaciones paramétricas x = 1> — 4,y = £ — 3¢.
Solucién Intersecciones con el eje x: y = 0 implica #(©> —3) =0en t=0,t = —V3, y
t= V3.
Intersecciones con el eje y: x =0 implicaque t* — 4 = O0ent=—2yt=2.
. dy > dy N 2
Tangentes horizontales: s 3t — 3; a 0 implica que 3(+* — 1) =0ent=—-1ytr= 1.
Advierta que dx/dt # Oent=—1yt= 1.
Tangentes verticales: % =2t % = 0 implica 2t = 0 y t = 0. Advierta que dy/dt # Oent = 0.
Los puntos (x, y) sobre la curva correspondientes a estos valores del pardimetro se resumen y
en la tabla siguiente: /
tangente horizontal

t | 2| -V3 ] -1 o] 1|V3]2 f/\\/

x| o] -1 -3 -4 -3]-1]0 — x
tangente

y 1 =2 ol 21 ol 21 ol2 vertical V\

En la tabla observamos que: las intersecciones con el eje x son (—1, 0) y (—4, 0), las interseccio- tangente horizontal \
nes con el eje y son (0, —2) y (0, 2), los puntos de tangencia horizontal son (=3, 2) y (=3, —2), el
punto de tangencia vertical es (—4, 0). Una curva graficada a través de estos puntos, consistente
con la orientacién y la informacién de la tangente, se ilustra en la FIGURA 10.3.2. [ |

FIGURA 10.3.2 Curva del
ejemplo 2

La grafica de una funcién diferenciable y = f(x) puede tener s6lo una recta tangente en un
punto sobre su grafica. En contraste, puesto que una curva C definida paramétricamente quiza
no sea la grafica de una funcién, es posible que una curva de este tipo pueda tener mds de una
recta tangente en un punto.
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y=V3(@x+1)

FIGURA 10.3.3 Rectas tangentes
del ejemplo 3

)3\ JMeB&N Dos rectas tangentes en un punto

En la tabla del ejemplo 2 se observé que para t = —V3 y t = V3 obtenemos un solo punto
(=1, 0). Como puede ver en la figura 10.3.2, esto quiere decir que la curva se interseca a si misma
en (—1, 0). En este caso, de x = > — 4,y = > — 3t obtenemos

dy 3 -3
dx 2t
dy dy
— =-V3 - =Va3
y dx | =\ Y dx |i=v3 V3

Por consiguiente, concluimos que hay dos rectas tangentes en (—1, 0):
y=-V3x+1) y y=V3ix+D,
Vea la FIGURA 10.3.3. |

I Derivadas de orden superior Es posible encontrar derivadas de orden superior exactamente
de la misma manera que dy/dx. Suponga que (1) se escribe como

d. . d( )/de 2
dx dx/dt
Siy’ = dy/dx es una funcién diferenciable de 7, se deduce de (2) al sustituir () por y’ que
d?y d , dy'/dt
= 3)

e A’ T dx/dt”

De manera similar, si y” = d”y/dx* es una funcién diferenciable de ¢, entonces la tercera deri-
vada es
dy q , &'/t

& A T dyjar @

y asi sucesivamente.

AL\ [N Tercera derivada

Determine d’y/dx” para la curva dada porx = 4t + 6,y = t* + ¢t — 2.

Solucién Para calcular la tercera derivada, primero debemos determinar la primera y segunda
derivadas. De (2) la primera derivada es

dy _dy/dt o1 +1 _

A dx/ar 4

Después utilizando (3) y (4) obtenemos la segunda y tercera derivadas:

d’y _ dy'/di

—_— = = é = — = "
e dydr 4 8 7
&3 dy"/dt
ERA / =0 0. ]
dx3 dx/dt 4
La inspeccién del ejemplo 4 muestra que la curva tiene una tangente horizontal en t = —3%

0 (4, —%) Ademds, puesto que d*y/dx* > 0 para todo t, la grafica de la curva es céncava hacia
arriba en cualquier punto. Verifique lo anterior graficando la curva.

I Longitud de una curva En la seccién 6.5 nos fue posible determinar la longitud L de la gra-
fica de una funcién suave y = f(x) mediante una integral definida. Ahora podemos generalizar
el resultado dado en (3) de esa seccidn a curvas definidas paramétricamente.
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I Construccion de una integral Suponga que x = f(r), y = g(), a = t = b, son las ecuaciones
paramétricas de una curva suave C que no se interseca a s misma en a < t < b. Si P es una
particion de [a, b] dada por los nimeros

a:t0<tl<t2<"'<t”_1<tn:b,
entonces, como se muestra en la FIGURA 10.3.4, parece ser razonable que C pueda aproximarse
mediante una trayectoria poligonal a través de los puntos Q,(f(t), g(t)), k =0, 1,...,n. Al

denotar la longitud del segmento de recta a través de Q;—; y O, mediante L, escribimos la lon-
gitud aproximada de C como

> L (5)
k=1

donde L= VIf@) — fG)]* + (g — gt )]

Ahora bien, puesto que f'y g tienen derivadas continuas, el teorema del valor medio (vea seccién
4.4) afirma que existen nimeros uj y v} en el intervalo (., t,) tales que

f) — f(t—) = f'Wd)Ht — - = f'wui)Ag (6)

y 8(1) — gt = §WH — 1) = gWiHAL. @)

Al emplear (6) y (7) en (5) y simplificar obtenemos

SL= 2VIfuH? + [gwhH*A (8)
k=1 k=1

Al tomar ||P|| — 0 en (8), obtenemos una férmula para la longitud de una curva suave. Advierta
que el limite de la suma en (8) no es la definicién usual de una integral definida, puesto que tra-
bajamos con dos nimeros (u} y v}) mds que con uno en el intervalo (¢,_;, t,). No obstante, pode-
mos hacer una demostracion rigurosa de que la féormula dada en el teorema siguiente resulta de
(8) si tomamos | P|| — 0.

Teorema 10.3.2 Longitud de arco

Six=f(t)yy = g(t),a =t = b, define a una curva suave C que no se interseca a si misma
ena < t < b, entonces la longitud L de C es

b b 2 d’ 2
L= J VIO + [g(012dt = J (j’;) + <dyt> dt. )

Ademas, (9) también puede obtenerse utilizando (1). Si la curva definida por x =f(¢), y = g(¢),
a =t = b, también puede representarse mediante una funcién explicita y = F(x), xo = x = x;,
entonces mediante el cambio de variables de integracion y utilizando f(a) = x,, g(b) = x;, (3) de
la seccion 6.5 se convierte en

X b . )
e j b Gz)zdx B J b (Z’Egygl(t)dt - J VIS0 + (g0 .

=]\ XM Longitud de una curva

Determine la longitud de la curva dada por x = 41,y = 12,0 =t =< 2.

Soluciéon: Puesto que f'(f) = 4y g'(t) = 2t, (9) produce
2 2
L= J V16 + 48%dr = 2[ V4 + it
0 0
Con la sustitucion trigonométrica ¢ = 2 tan 0, la dltima integral se vuelve
/4
L= SJ sec’0de.
0
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poligonal (rojo)
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La integracién por partes conduce a (vea el ejemplo 5, seccién 7.3)

/4

L= |4secftan6 + 4Infsecd + tanf| | = 4V2 + 4In(V2 + 1) = 9.1823. n
0

SEIHAGER IR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-32.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tangen-
te en el punto correspondiente al valor indicado del parametro.
x=r -1 y=1+5; t=-1
Lx=4/t,y=20—t+1; t=2

. X = \/t2+1,y=t4; t=\@

x=e"y=e¢" t=1In2
. x =cos’,y =senf; 60 =m/6

6. x =20 — 2senf,y = 2 — 2cosf; 0 = w/4
En los problemas 7 y 8, encuentre una ecuacioén de la recta
tangente a la curva dada en el punto correspondiente al valor
indicado del pardmetro.

7. x=t3+3t,y=6t2+ 1;

8. x=2t+4,y=t2+lnt;
En los problemas 9 y 10, encuentre una ecuacién de la recta
tangente a la curva dada en el punto indicado.

9. x=r+ny=r% (2,4

10 x=r*—9,y=r"—1% (0,6)

11. ;Cudl es la pendiente de la recta tangente a la curva dada
por x =4 sen 2t, y = 2 cost, 0 =t = 2, en el punto
(2Vv3, 1)

12. Una curva C tiene ecuaciones paramétricas x = 2,
y=1>+ 1. {En qué punto sobre C estd la recta tangente
dadapory + 3x — 5 = 0?

13. Una curva C tiene ecuaciones paramétricas x = 2¢ — 5,
y = t* — 4t + 3. Encuentre una ecuacién de la recta tan-
gente a C que es paralelaalarectay = 3x + 1.

14. Verifique que la curva dada por, x = —2/7 + cos#,
y=-20/m +senf, —m = 0 = 7, se interseca a si misma.
Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes en el punto
de interseccion.

N AW N =

r=—1
r=1

En los problemas 15-18, determine los puntos sobre la curva
dada en los cuales la recta tangente es horizontal o vertical.
Grafique la curva.

15. x=2£—t,y=¢
17. x=t— 1,y =1 — 3¢
18. x = sent,y = cos3t,0 =t = 27

En los problemas 19-22, encuentre dy/dx, dy/dx*y d’y/dx’.
19. x =3t%y =612 20. x=cost,y=sent

16.x=%t3+1,y=t2—2t

_12 _12_
22.x—2t +t,y—2t t

21. x=e¢,y=¢e"+ ¢

23. Emplee d?y/dx* para determinar los intervalos del pard-
metro para el cual la curva del problema 16 es céncava
hacia arriba y los intervalos para los cuales resulta conca-
va hacia abajo.

24. Emplee d’y/dx* para determinar si la curva dada por
x=2t+5, y=2+ 61> + 4t tiene alglin punto de
inflexion.

En los problemas 25-30, encuentre la longitud de la curva
dada.

25.x=%t3+2,y=4t3+6; 0=1r=<2

1 1o
26.x—3t,y—2t,

27.x = ée'sent,y = €' cos t;

0=r=V3

O=tr=mw
28. Un arco de la cicloide:

x =a(@ — senf),y = a(l —cosf); 0=6=27

29. Un arco de la hipocicloide de cuatro ctspides:

x = bcos®d,y = bsen’d; 0=60=m/2

30. Un arco de la epicicloide de tres ctspides:

x = 4acos® — acosdf, y = dasenf — asen46,0 <6 < 27/3

= Problemas con calculadora/SAC

31. Considere la curva x = > — 4t — 2, y= =4 —lenel
ejemplo 1.
a) Emplee una calculadora para determinar una aproxi-
macién de la coordenada y de la interseccién con el
eje y que se muestra en la figura 10.3.1.

b) Emplee el método de Newton para aproximar las coor-
denadas x de las tres intersecciones con el eje x que se
ilustran en la figura 10.3.1.

= Piense en ello

32. Sea C una curva descrita por y = f(x), donde F es una
funcién no negativa continua sobre x; = x = x,. De-
muestre que si C estd dada paramétricamente por
x=f(),y=gt),a=t=b, f' y g continuas, enton-
ces el area bajo la grafica de C es f:g(t) f(Hdt.

33. Recurra al problema 32 para demostrar que el area bajo
un arco de la cicloide en la figura 10.2.6b) es tres veces
el drea del circulo.
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10.4 sistema de coordenadas polares

I Introduccion Hasta ahora hemos utilizado el sistema de coordenadas rectangular o car-
tesiano para especificar un punto P o describir una curva C en el plano. Podemos considerar este
sistema como una reticula de lineas horizontales y verticales. Las coordenadas (a, b) de un punto
P estdn determinadas por la interseccion de dos rectas: una recta x = a es perpendicular a la recta
de referencia horizontal llamada el eje x, y la otra y = b es perpendicular a la recta de referen-
cia vertical llamada el eje y. Vea la FIGURA 10.4.1a). Otro sistema para localizar puntos en el plano
es el sistema de coordenadas polares.

0 = constante

Y r = constante
T T P
y=>b P(a, b)
0 * 0 P(r, 0)
r
[%
o
polo eje
xX=a polar

a) Sistema de coordenadas rectangular b) Sistema de coordenadas polares

FIGURA 10.4.1 Comparacién de coordenadas rectangulares y polares de un punto P

I Coordenadas polares Para establecer un sistema de coordenadas polares empleamos un
sistema de circulos centrados en un punto O, denominado polo, y lineas rectas o rayos que ema-
nen de O. Tomamos como eje de referencia una media linea horizontal dirigida hacia la derecha
del polo, a la cual se le nombra eje polar. Para especificar una distancia r dirigida (con signo)
desde O y un dngulo 6 cuyo lado inicial es el eje polar y cuyo lado final es el rayo OP, se iden-
tifica el punto P mediante (r, 6). Se dice que el par ordenado (7, 6) son las coordenadas pola-
res de P. Vea las figuras 10.4.10) y 10.4.1c¢).

Si bien la medida del dngulo 6 puede ser en grados o radianes, en cdlculo se usa casi exclu-
sivamente la medida de radianes. En consecuencia, aqui se usard sélo esta tltima.

En el sistema de coordenadas polares se adoptan las siguientes convenciones.

Definicion 10.4.1 Convenciones en coordenadas polares

i) Los dngulos & > 0 se miden en el sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir del
eje polar, en tanto que los dngulos # < 0 se miden en el sentido de las manecillas del reloj.
i) Para graficar un punto (—r, #), donde —r < 0, se miden |r| unidades a lo largo del rayo
0+ .
iii) Las coordenadas del polo O son (0, 6), donde 6 es cualquier dngulo.

]3| JNe BN Graficacion de puntos polares

Grafique los puntos cuyas coordenadas polares se indican.

a) (4,7/6) b) (2, —m/4) ¢) (=3,37/4)

Solucién
a) Mida 4 unidades a lo largo del rayo 7r/6 como se muestra en la FIGURA 10.4.2a).
b) Mida 2 unidades a lo largo del rayo —a/4. Vea la figura 10.4.2b).
¢) Mida 3 unidades a lo largo del rayo 37/4 + 7 = 7m/4. De manera equivalente, pue-
den medirse tres unidades a lo largo del rayo 37/4 extendidas hacia atrds a través del
polo. Advierta con cuidado en la figura 10.4.2¢) que el punto (=3, 377/4) no esté en el
mismo cuadrante que el lado final del dngulo dado. |
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¢) Coordenadas polares de P

oNE!

eje
polar

FIGURA 10.4.2 Punto en
coordenadas polares
del ejemplo 1
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y
(r, 0) o (x, y)
|
|
: y = rsenf
N
. X
o eje
X =rcosf polar

FIGURA 10.4.3 Relacién entre
coordenadas polares y
rectangulares

T —>x
1™ eje
4 N polar

FIGURA 10.4.4 Punto en el
ejemplo 4

En contraste con un sistema de coordenadas rectangulares, la descripcién de un punto en
coordenadas polares no es unica. Lo anterior es una consecuencia inmediata del hecho de que

(r,0) y (r, 6 + 2n), n un entero,

son equivalentes. Para complicar mds el problema pueden utilizarse valores negativos de r.

R]d\" (Xl N Puntos polares equivalentes

Las siguientes coordenadas son algunas representaciones alternas del punto (2, 7/6):

(2, 137/6), (2, —117/6), (=2,77/6), (=2, —5m/6). [ |

I Conversion de coordenadas polares en rectangulares Al sobreponer un sistema de coorde-
nadas rectangulares sobre un sistema de coordenadas polares, como se muestra en la FIGURA 10.4.3,
podemos convertir la descripcidn polar de un punto en coordenadas rectangulares utilizando

x=rcosf, y=rsenéd. (1)

Estas formulas de conversion son vélidas para cualesquiera valores de r y 6 en una representa-
cién polar equivalente de (r, 0).

)3\ [JNeBEN Polar a rectangular

Convierta las coordenadas polares (2, 7w/6) en coordenadas rectangulares.

Solucion Con r = 2, 6 = 7/6, tenemos de (1)

X = 2cos1 = 2<\/§) =13

6 2
—2sen® =2(1) =1
y = 2sen ¢ ~2\5)= L
De tal modo, (2, 77/6) es equivalente a (\/g, 1) en coordenadas rectangulares. |

I Conversion de coordenadas rectangulares en polares Debe ser evidente de la figura 10.4.3
que x, y, r'y 6 también estdn relacionadas por medio de

P=x+y,  tanf = % 2)

Las ecuaciones en (2) se usan para convertir las coordenadas rectangulares (x, y) en coordena-
das polares (r, 6).

=A]5\" | Me}¥'W Rectangular a polar

Convierta las coordenadas rectangulares (—1, 1) en coordenadas polares.

Soluciéon Conx = —1,y = 1, tenemos de (2)
=2 y tand = —1.

Ahora, r> —2 o r = £1/2, y dos de los muchos dngulos que satisfacen tan # = —1 son 3m/dy
77r/4. En la FIGURA 10.4.4 advertimos que dos representaciones polares de (=1, 1) son

(V2,37/4) vy (=V2,71/4). u

En el ejemplo 4, advierta que no es posible s6lo aparear cualquier angulo 0 y cualquier valor
r que satisfaga (2); estas soluciones también deben ser consistentes con (1). Como los puntos
(—V2,3m/4) y (V2, 7m/4) yacen en el cuarto cuadrante, no son representaciones polares del
punto (—1, 1) del segundo cuadrante.

Hay casos en el cdlculo en que una ecuacidn rectangular debe expresarse como una ecua-
cién polar r = f(0). El siguiente ejemplo ilustra cémo hacerlo utilizando las férmulas de conver-
sién en (1).
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]S\ [JXe ¥ FEcuacion rectangular en ecuacion polar
Encuentre la ecuacién polar que tiene la misma grafica que el circulo x* + y* = 8x.

Solucién Al sustituir x =r cos 6, y = r sen 6 en la ecuacion dada encontramos que
r’cos’0 + r’sen’d = 8rcosf
r2(cos?0 + sen’d) = 8rcosf <« cos’d + sen’d = |
r(r — 8cosf) = 0.
La dltima ecuacién implica que » = 0 o r = 8 cos . Puesto que r = 0 determina sélo el polo O,
concluimos que la ecuacién polar del circulo es r =8 cos 6. Advierta que el circulo x* + y* = 8x

pasa por el origen puesto que x =0y y = 0 satisfacen la ecuacién. En cuanto a la ecuacién polar
r =8 cos 6 del circulo, el origen o polo corresponde a las coordenadas polares (0, 7/2). [ |

]\ Ko MW Ecuacion rectangular en ecuacion polar

Encuentre la ecuacién polar que tiene la misma gréfica que la pardbola x* = 8(2 — y).

Solucion  Se sustituyen x y y en la ecuacion indicada por x = r cos 6, y =r senf y se resuelve
para r en términos de 0:
rrcos’d = 8(2 — rsen6)
r*(1 — sen’d) = 16 — 8rsenf
r2 = r’sen’d — 8rsenf + 16 < el lado derecho es un cuadrado perfecto
r? = (rsenf — 4)?

r= *(rsenf — 4).
Al resolver para r se producen dos ecuaciones,

4 —4

r:1+sen0 "=

1 —send’

Se recuerda al lector que, por la convencioén ii) de la definicion 10.4.1, (r, 8) y (—r, 6 + ) re-
presentan este mismo punto. El lector debe verificar que si (r, 6) se sustituye por (—r, 6 + ) en
la segunda de estas dos ecuaciones obtendrd la primera ecuacién. En otras palabras, las ecuacio-
nes son equivalentes y por ello simplemente es posible considerar la ecuacion polar de la paré-
bola como r=4/(1 + sen6). [ |

En el dltimo ejemplo expresamos una ecuacion polar r = f(0) como una ecuacién rectangu-
lar utilizando (1) y (2).

N[\ [JNe By A Ecuacion polar en ecuacion rectangular

Encuentre una ecuacién rectangular que tenga la misma griafica que la ecuacién polar
= 9cos26.

Soluciéon Primero, empleamos la identidad trigonométrica para el coseno de un angulo doble:

r? = 9(C0$20 - sen20). <0826 = cos’) — sen’6 3)

Ahora de (1) escribimos cos = x/ry senf = y/r, y de (2) tenemos r* = x> + y*. Por tanto,

2 2 2 2
X X
cos’) == =—"—— y send= 7y2 = 72y >
r x“+y r x“+y

Al sustituir 72, cos’0 y sen’d en (3) se produce

2 2
2 2 _ X M ) 2 22 _ 2 2
x*+y =9 — 0 X+ =9(x" — y°). [ |
y <x2+y2 e ( ¥ ( y)

La siguiente seccion se dedicard a graficar ecuaciones polares.
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576 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

SEIHALER XY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-32.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, grafique el punto con las coordenadas
polares indicadas.

1.3, m) 2. (2, —/2) 3. (=5, 7/2)

4.(—1,7/6) 5. (=4, —m/6) 6. (3, 7m/4)

En los problemas 7 a 12, encuentre coordenadas polares alter-
nas que satisfagan

a) r>0,0<0 b) r>0,0>2m
c) r<0,06>0 dr<0,6<0

para cada punto con las coordenadas polares indicadas.

7. (2, 3m/4) 8. (5,7/2) 9. (4,7/3)
10. (3, 7/4) 11. (1, 7/6) 12. (3,7w/6)

En los problemas 13-18, determine las coordenadas rectangu-
lares de cada punto con las coordenadas polares indicadas.

13. (5, 27/3) 14. (—1,77/4)  15. (=6, —7/3)

16. (V2,117/6)  17. (4,5m/4) 18. (—5,/2)

En los problemas 19-24, determine las coordenadas polares
que satisfagan

a)r>0-wTm<60=mw b)) r<0,—w7w<0=mw
para cada punto con las coordenadas rectangulares indicadas.
19. (=2, -2) 20. (0, —4) 21. (1, —V3)
22. (V6, V2) 23. (7,0) 24. (1,2)

En los problemas 25-30, dibuje la regién sobre el plano que
consiste en los puntos (r, ) cuyas coordenadas polares satis-
facen las condiciones indicadas.

25.2=r<40=60=mw

26. 2 < r=4

27. 0=r=2,—7w2=60=<m/)2
28. r=0,7/4 < 6 < 3mw/4

2. —1=r=1,0=0=m/2
30. 2=r<4,w3=60=m7

En los problemas 31-40, encuentre una ecuacién polar que
tenga la misma gréafica que la ecuacion rectangular dada.

3l. y=5 2. x+1=0
33. y="x 4. 3x+8y+6=0
35. y" = —4x + 4 36. x> — 12y —36 =0
37. X+ y* =36 38. -y =1

39. >+ +x=Vxr+y" 40. *+y°—xy=0

En los problemas 41-52, encuentre una ecuacién rectangular
que tenga la misma grafica que la ecuacién polar dada.

41. r = 2sect 42. rcosf = —4
43. r = 6sen20 44. 2r = tan6
45. r* = 4sen20 46. r’*cos20 = 16
47. r + 5senf = 0 48. r = 2 + cos6

_ 2 _ _
49, r = T 3cos0 50. r(4 — senf) = 10
51.r=; 52. r =3 + 3sech

3cosf + 8senf
= Piense en ello

53. ;Como expresaria la distancia d entre dos puntos (ry, 6;)
y (1, 0,) en términos de sus coordenadas polares?

54. Usted sabe como encontrar la ecuacion rectangular de
una recta que pasa por dos puntos con coordenadas rec-
tangulares. ; Cémo encontraria una ecuacién polar de una
recta que pasa por dos puntos con coordenadas polares
(r1, 61) y (r, 6,)? Aplique sus ideas encontrando una
ecuacion polar de la recta que pasa por (3, 37w/4) y (1,
7 /4). Determine las coordenadas polares de las intersec-
ciones de la recta con los ejes x y y.

55. En coordenadas rectangulares las intersecciones con el
eje x de la grafica de una funcién y = f(x) se determinan
a partir de las soluciones de la ecuacion f(x) = 0. En la
siguiente seccion se graficardn las ecuaciones polares
r = f(6). ;Cudl es la importancia de las soluciones de la
ecuacion f(6) = 0?

10.5 Graficas de ecuaciones polares

I Introduccion La grifica de una ecuacién polar r = f(0) es el conjunto de puntos P con al

menos un conjunto de coordenadas polares que satisfacen la ecuacion. Puesto que lo mds proba-

ble es que su salon de clases no tenga una rejilla de coordenadas polares, para facilitar la grafi-

cacion y discusion de graficas de una ecuacion polar » = f(0), se sobrepondrd, como en la sec-

cion anterior, un sistema de coordenadas rectangulares sobre el sistema de coordenadas polares.
Se iniciard con algunas graficas polares simples.

=]\Y [Nl Un circulo centrado en el origen

Grafique r = 3.
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10.5 Gréficas de ecuaciones polares 577

Solucion Puesto que 6 no se especifica, el punto (3, 6) yace sobre la grafica de r =3 para cual-
quier valor de 0 y se encuentra a 3 unidades del origen. Observamos en la FIGURA 10.5.1 que la gra-
fica es el circulo de radio 3 centrado en el origen.

Ademis, sabemos de (2) de la seccién 10.4 que r = =V x* 4+ y% por lo que r = 3 produce
la familiar ecuacién rectangular x> + y*> = 3% de un circulo de radio 3 centrado en el origen. M

I Circulos centrados en el origen En general, si a es cualquier constante distinta de cero, la
grafica polar de

r=a (1)

es un circulo de radio |a| con radio en el origen.

A3\ KoV A Una recta que pasa por el origen
Grafique 6 = /4.

Solucién Puesto que r no se especifica, el punto (r, /4) yace sobre la grafica para cualquier
valor de r. Si r > 0, entonces este punto se encuentra sobre la media recta en el primer cuadran-
te; si r < 0, entonces el punto estd sobre la media recta en el tercer cuadrante. Para r = 0, el punto
(0, 7/4) es el polo u origen. Por tanto, la grifica polar de = /4 es la recta completa que pasa
por el origen y forma un dngulo de 7/4 con el eje polar o eje x positivo. Vea la FIGURA 1052. M

1 Rectas que pasan por el origen En general, si « es cualquier constante real distinta de cero,
la gréfica polar de

0=« (2

es una recta que pasa por el origen y forma un dngulo de « radianes con el eje polar.

H]S\Y[JXeBxR Una espiral

Grafique r = 6.

Soluciéon Cuando 6§ = 0, r aumenta y los puntos (r, #) se enrollan alrededor del polo de una
manera opuesta al giro de las manecillas del reloj. Esto se ilustra mediante la porcién azul de la
gréfica en la FIGURA 10.5.3. La porcidn roja de la grafica se obtuvo al graficar puntos para 6 < 0.

37

FIGURA 10.5.3 Grifica de la ecuacién del ejemplo 3 |

I Espirales Muchas gréficas en coordenadas polares reciben nombres especiales. La grifica en
el ejemplo 3 es un caso especial de

r=ab, 3)
donde a es una constante. Una grifica de esta ecuacion se denomina espiral de Arquimedes.
Una ecuacién polar de la forma

r=ae® %)

recibe el nombre de espiral logaritmica. La curva que describe el caparazon de miltiples cama-
ras de un nautilo es un ejemplo de una espiral logaritmica. Vea los problemas 31 y 32 en los ejer-
cicios 10.5.
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Simetrias de un copo de nieve

En coordenadas rectangulares

la descripcién de un punto es
tnica. Por consiguiente, en
coordenadas rectangulares si
falla un tipo particular de sime-
tria, entonces es posible decir de
manera definitiva que la grafica
no posee esa simetria.

Ademas del trazado de puntos basico, muchas veces puede recurrirse a la simetria para gra-
ficar una ecuacion polar.

I Simetria Como se ilustra en la FIGURA 10.5.4, una grafica polar puede tener tres tipos de sime-
tria. Una grafica polar es simétrica con respecto al eje y si siempre que (r, 6) es un punto sobre

y y y
- (r,0)
(r, 77'77797) 777777 (r, 0) a | . 6)
i
I
I
X X X
o eje o ! eje 0 eje
polar i polar polar
I
] -, 0)
(r, —0) (
a) Simetria con respecto b) Simetria con respecto ¢) Simetria con respecto
alejey al eje x al origen

FIGURA 10.5.4 Simetrias de una gréfica polar

la grafica, (r, w — 0) es también un punto sobre la grafica. Una grafica polar es simétrica con
respecto al eje x si siempre que (r, 6) es un punto de la grafica, (r, —6) también es un punto sobre
la gréfica. Por ultimo, una grafica polar es simétrica con respecto al origen si siempre que (7, 6)
estd sobre la grafica, (—r, 6) también es un punto sobre la graifica.

Se tienen las siguientes pruebas de simetria de una gréfica polar.

Pruebas de simetria de la grifica de una ecuacién polar

La grafica de una ecuacidn polar es simétrica respecto:

 al ejey si al sustituir (, 0) por (r, m — 0) resulta la misma ecuacion; (®)]
* al eje x si al sustituir (r, ) por (r, —0) resulta la misma ecuacion; (6)
* al origen si al sustituir (7, ) por (—r, §) resulta la misma ecuacion. @)

Como la descripcion polar de un punto no es tnica, la grafica de una ecuacién polar atin
debe tener un tipo particular de simetria, incluso cuando es posible que falle la prueba para
la misma. Por ejemplo, si al sustituir (r, ) por (r, —8) no se produce la ecuacién polar origi-
nal, la grafica de esa ecuacion debe seguir teniendo simetria con respecto al eje x. Por tanto, si
una de las pruebas de reemplazo en (5)-(7) no produce la misma ecuacién polar, lo mejor que
podemos afirmar es “no hay conclusién”.

=8]3\"|JNel'S Graficacion de una ecuacion polar
Grafique r = 1 — cos#.

Solucién Una manera de graficar esta ecuacion es incorporar unos cuantos puntos bien esco-
gidos correspondientes a 0 = 0 = 27r. Como lo indica la siguiente tabla,

0 | 0| w/4 | w/2 | 3m/4 | | 5m/4 | 3w/2 | Tm/4 | 2=
0

aw
rlolo2ol 1 a2l 1711 1 1 020 | 0

cuando 6 avanza de 6 =0 a 6 = /2, r aumenta desde r = 0 (el origen) hasta r = 1. Vea la FIGU-
RA 10.5.5a). Cuando 0 avanza de § = 7/2 a § = ar, r continda aumentando desde r = 1 hasta su
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10.5 Graficas de ecuaciones polares

valor médximo de r = 2. Vea la figura 10.5.5b). Luego, para § = 7 a 6 = 37/2, r empieza a dis-
minuir de » =2 hasta r= 1. Para § = 37/2 a § = 21, r continda disminuyendo y se termina de
nuevo en el origen r = 0. Vea la figura 10.5.5¢) y d).

g7

_m 2
=5
0= 0=
6=0 0=2m
3o o r=a(l+cosh)
=%

0=" y
a) b) c) d)
FIGURA 10.5.,5 Grifica de la ecuacién del ejemplo 4
eje
polar

Aprovechando la simetria podriamos haber graficado simplemente puntos para 0 = 0 = 7.
A partir de la identidad trigonométrica para la funcién coseno cos(—6) = cosf concluimos a)
de (6) que la graficade r = 1 — cos@ es simétrica con respecto al eje x. Podemos obtener la gra-
fica completa de » = 1 — cosf reflejando en el eje x la parte de la grifica dada en la figura r=a(l—cosh)
10.5.5b). ] y

I Cardioides La ecuacién polar en el ejemplo 4 es un miembro de la familia de ecuaciones que
en su totalidad tienen una gréfica “en forma de corazén” que pasa por el origen. Una gréfica de

cualquier ecuacién polar en la forma eje

polar
r=a * asenf 0 r=a * acosf (8)

recibe el nombre de cardioide. La tinica diferencia en la gréafica de estas cuatro ecuaciones es su b)
simetria con respecto al eje y (r = a % a senf) o con respecto al eje x (r=a * a cos 0). En la
FIGURA 10.5.6 supusimos que a > 0. r=a(l+sen6)

y
Si conocemos la forma y orientacion basica de una cardioide, obtenemos una grafica rdpida

y precisa al graficar los cuatro puntos correspondientes a 0 =0, 0 =7/2, 0 =7y 0 =37 /2. Las
gréificas de r = a £ a sen 0 son simétricas con respecto al eje y y las graficas de r = a * acos6
son simétricas con respecto al eje x.

. . . . . cje
I Limacones Las cardioides son casos especiales de curvas polares conocidas como limaco- polar
nes: )

r=a * bsenf 0 r=a * bcosf. )
r=a(l—senf)
La forma de una limacén depende de las magnitudes de a y b. Supondremos quea > Oy b > 0. y

Para 0 < a/b < 1, obtenemos una limacén con un lazo interior como se ilustra en la FIGURA
10.5.7a). Cuando a = b o equivalentemente a/b = 1 obtenemos una cardioide. Para 1 < a/b < 2,
encontramos una limacén con un orificio como se muestra en la figura 10.5.7b). Para a/b = 2, eje

la curva se llama limacén convexa. Vea la figura 10.5.7¢). polar

d)

y y y
I FIGURA 1056 Cardioides

AN DN
eje eje
X polar polar
eje

polar

a) limacén con lazo interior b) limacén con un orificio ¢) limacén convexa
FIGURA 10.5.7 Tres tipos de limacones: para 0 < a/b < 1 obtenemos a); para 1 < a/b < 2
obtenemos b); para a/b = 2 obtenemos c)
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580 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

_2m
0= 3 y
AN r=1+2cosf
\\
\
\
\
+ X
/ eje
! lar
K polas
/
/7
6=27

3

FIGURA 10.5.8 Grifica de la
ecuacion del ejemplo 6

FIGURA 10.5.9 Grifica de la
ecuacion del ejemplo 7

A\ [N Una limacon

La gréfica de r =3 — sen es una limacén convexa, puesto que a =3, b=1ya/b =3 > 2.La
gréfica de esta ecuacion es similar a la de la figura 10.5.7¢) excepto en que la grafica es simétri-
ca con respecto al eje y. [ |

] 5\" e M:8 Una limacdn

La gréfica de r = 1 + 2cos6 es una limacén con un lazo interior, ya que a = 1, b =2y
a/b = 3 < 1.Para # = 0, note en la FIGURA 1058 que la limacén empieza en §# =0 o (3, 0). La
gréfica pasa por el eje y en (1, 7/2) y luego entra al origen (r = 0) en el primer dngulo
paraelcual r=001+2cosf =00 cos = —é Esto implica que 6 = 27r/3. En 6 = 7, la curva
pasa por (—1, 7). El resto de la grafica puede completarse entonces utilizando el hecho de que
es simétrica con respecto al eje x. |

1 Tangentes a la grafica en el origen En el ejemplo 6, las rectas 0 = 277/3 'y 0 = 477/3 que se
muestran en rojo en la figura 10.5.8, donde la grifica de r = 1 + 2cos#6 entra y sale, respecti-
vamente, del origen, son en realidad tangentes a la grafica en el origen. En general, si » =0 para
0 = 6oy dr/df # 0 cuando 0 = 6, entonces la grafica de r = f(6) es tangente a la recta 6 = 6,
en el origen. Se demostrara lo anterior en la siguiente seccion.

[A[J\[JHeMVA La curva de la rosa

Grafique r = 2cos26.

Solucion Como
cos(—26) = cos26

concluimos por (5) y (6) de las pruebas de simetria que la grafica es simétrica con respecto tanto
al eje x como al eje y. Un momento de reflexion convencerd al lector de que sélo se necesita con-
siderar 0 = 6 = /2. Al emplear los datos de la siguiente tabla, vemos que la porcién punteada
de la grifica indicada en la FIGURA 1059 es la que se completd por simetria. La grafica recibe el
nombre de curva de la rosa de cuatro pétalos.

cos2(m — 0) = cos20 y

6 |0 | w/12 | w/6 | w/4 | w/3 | 5w/12 | =/2
rl2l vl 10 T ol <1l -v3al =2

Advierta de la tabla que r =0y dr/df = —4 sen 20 # 0 para 6 = /4. Por consiguiente, la gra-
fica es tangente a la recta 6 = 7r/4 en el origen. |

I Curvas de las rosas En general, si n es un entero positivo, entonces las gréficas de

r = asennf 0 r = acosnb, n=?2

(10)

se denominan curvas de las rosas, aunque, como puede verse en la FIGURA 10.5.10, la curva se ase-
meja mds a una margarita. Se advierte que el nimero de pétalos o lazos de la curva es:

* ncuando n es impar, y
* 2n cuando n es par.

r=0en6=m/5

recta tangente en (0, 0)
r=aen=m/10

- {h’nca del centro del pétalo

A

r=asen56

-~ r=0en6=0
{recta tangente en (0, 0)

FIGURA 10.5.10 Curva de la rosa con cinco pétalos
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Para graficar una curva de la rosa es posible iniciar graficando un pétalo. En un principio, encon-
tramos un dngulo 6 para el cual r es un méaximo. Esto proporciona la recta del centro del pétalo.
Después determinamos los valores correspondientes de 6 para los cuales la curva de la rosa entra
al origen (r = 0). Para completar la grafica aprovechamos el hecho de que las rectas del centro de
los pétalos estén espaciadas 27r/n radianes (360/n grados) si n es impar, y 27/2n = ar/n radia-
nes (180/n grados) si n es par. En la figura 10.5.10 dibujamos la gréfica de r = a sen 56, a > 0.
La recta del centro del pétalo en el primer cuadrante se determina a partir de la solucién de

a = asen>S0 0 1 = sen56.

La tltima ecuacién implica que 50 = 77/2 0 6 = 7r/10. El espaciamiento entre las rectas del cen-
tro y los cinco pétalos es 27r/5 radianes (72°). Ademds, r=0, o sen 50 =0, para 50 =0y 50 = 7.
Puesto que dr/df = Sacos50 # 0 para § =0y 6 = /5, la gréfica del pétalo en el primer cua-
drante es tangente a aquellas rectas en el origen.

En el ejemplo 5 de la seccion 10.4 observamos que la ecuacion polar r = 8cos6 es equiva-
lente a la ecuacién rectangular x> + y*> = 8x. Completando el cuadrado en x en la ecuacién rec-
tangular, reconocemos que

(x— 4P +y* =16
como un circulo de radio 4 centrado en (4, 0) sobre el eje x. Ecuaciones polares tales como

r = 8cosf o r = 8 sen son circulos y constituyen también casos especiales de curvas de las
rosas. Vea la FIGURA 10.5.11.

I Circulos con centros sobre un eje  Cuando n = 1 en (10) obtenemos
r = asenf 0 r = acosf, an

las cuales son ecuaciones polares de circulos que pasan por el origen con didmetro |a| y con cen-
tros (a/2, 0) sobre el eje x (r = acosf), o con centro (0, a/2), sobre el eje y (r = a sen 6). La
FIGURA 10.5.12 ilustra las gréficas de las ecuaciones en (11) en los casosenlosquea > Oya < 0.

r=asenf Y (a, w/2)
y
r=acosf
mm=a a>0
/’ \\
/l \\
/ (a, 0)
- X — = x
[ . e S e.e
\ / €je / .9
N /,’ polar / \, polar
~---- ! la<0
a<0 a>0 \ )
\\ /
AN e
a) Centros sobre el eje x b) Centros sobre el eje y

FIGURA 10.5.12 Circulos que pasan por el origen con centros sobre el eje

I Lemniscatas Si n es un entero positivo, las gréaficas de
r? = acos20 0 r? = asen?26, (12)

donde @ > 0, se llaman lemniscatas. Por (7) de las pruebas de simetria puede advertir que las
graficas de ambas ecuaciones en (12) son simétricas respecto al origen. Ademads, por (6) de las
pruebas de simetria, la grafica 7> = acos26 es simétrica respecto al eje x. La FIGURA 10.5.13 mues-
tra graficas tipicas de las ecuaciones > = acos26 y r* = a sen 6, respectivamente.

1 Puntos de interseccion En coordenadas rectangulares es posible encontrar los puntos (x, y)
donde las graficas de dos funciones y = f(x) y y = g(x) se intersecan al igualar los valores y. Las
soluciones reales de la ecuacién f(x) = g(x) corresponden a fodas las coordenadas x de los pun-
tos donde las graficas se intersecan. En contraste, pueden surgir problemas en coordenadas pola-
res cuando se intenta el mismo método para determinar dénde se intersecan las graficas de dos
ecuaciones polares r = f(0) y r = g(6).
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r=senf

X
eje
polar

r=cosf

FIGURA 10.5.14  Circulos que se
intersecan del ejemplo 8

Vea las identidades en (18) de
la seccion 1.4.

y
r=1+2senf

polar

FIGURA 10.5.15 Gréficas de las
ecuaciones polares del ejemplo 9

R]\Y[{Xel:H Circulos que se intersecan

En la FIGURA 10.5.14 vemos que los circulos r =sen 6 y r = cos6 tienen dos puntos de interseccion.
Al igualar los valores r, la ecuacién sen 6 = cos 0 lleva a 6 = /4. Al sustituir este valor en cual-
quier ecuacién obtenemos r = V/2/2. De tal modo, se ha encontrado sélo un punto polar indi-
vidual (\ﬁ/ 2, 77/4) donde se intersecan las graficas. En la figura es manifiesto que las graficas
también se intersecan en el origen. Pero el problema aqui es que el origen o polo es (0, 7/2)
sobre la grafica de r = cos 0, aunque es (0, 0) sobre la grifica de r = sen 6. Esta situacion es ana-
loga a las curvas que alcanzan el mismo punto en diferentes tiempos. |

I Rotacion de graficas polares En la seccion 1.2 vimos que si y = f(x) es la ecuacién rectangu-
lar de una funcidn, entonces las graficasdey = f(x — ¢)yy = f(x + ¢), ¢ > 0, se obtienen des-
plazando 1a gréfica fhorizontalmente ¢ unidades a la derecha y luego a la izquierda, respectivamen-
te. En contraste, si » = f(0) es una ecuacion polar, entonces las graficas de f(0 — y) y f(0 + y),
donde y > 0, pueden obtenerse rotando la grafica de f'en una cantidad . Especificamente:

e Lagrificade r = f(6 — vy) es la grafica de r = f(0) rotada en sentido contrario al de las
manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 7.

e La grifica de r = f(0 + vy) es la grafica de r = f(0) rotada en direccion de las maneci-
llas del reloj alrededor del origen en una cantidad vy.

Por ejemplo, la grafica de la cardioide r = a(1 + cos6) se muestra en la figura 10.5.6a). La gra-
ficade r = a(1 + cos(6 — /2)) es la gréfica de r = a(1 + cos#) rotada en sentido contrario
al de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad 7r/2. Su gréfica debe ser enton-
ces la que se indica en la figura 10.5.6¢). Esto tiene sentido, porque la férmula de la suma de los
cosenos produce

r=all + cos(@ — m/2)] = a[l + cos@cos(w/2) + senfsen(w/2)] = a(l + senb).

De manera similar, al rotar r = a(1 + cos#) en sentido contrario al de las manecillas del reloj
alrededor del origen en una cantidad 7 se produce

r=all +cos(@ — m)] = al[l + cosfcosm + senfsenw] = a(l — coséh).

Ahora observe de nuevo la figura 10.5.13. De

rr = acosZ(G - %) = acos<20 - %) = asen26
se ve que la grifica de la lemniscata en la figura 10.5.13b) es la gréafica de la figura 10.5.13a)
rotada en sentido contrario al de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad
igual a /4.

=H]\Y [N l:N Grafica polar rotada
Grafique r =1+ 2 sen (6 + 7/4).
Solucién La grafica de la ecuacion dada es la grifica de la limacén r =1 + 2 sen 6 rotado en

sentido de las manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad igual a /4. En la FIGU-
RA 10.5.15 la grafica azul es lade r=1+ 2 sen 6 y la grafica roja es la gréfica rotada. [ |

—~ NOTAS DESDE EL AULA

i) La curva de la rosa de cuatro pétalos del ejemplo 7 se obtiene graficando r para valores
de 0 que satisfacen 0 = 0 < 2. Vea la FIGURA 10.5.16. No suponga que esto es cierto para
toda curva de la rosa. De hecho, la curva de la rosa de cinco pétalos analizada en la figu-
ra 10.5.10 se obtiene mediante valores de 6 que satisfacen 0 = 6 < . En general, una
curva de la rosa r =a sennf o r = a cos nf se traza exactamente una vez para 0 =0 =2m
sines paryunavez para 0 = 6 < 7 sin es impar. Observaciones como la anterior serdn
importantes en la siguiente seccion.

ii) El ejemplo 8 ilustra una de varias dificultades frustrantes al trabajar con coordenadas
polares:

Un punto puede estar sobre la grifica de una ecuacién polar aun cuando sus coorde-
nadas no satisfagan la ecuacion.
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10.5 Gréficas de ecuaciones polares 583

Esto es algo que no puede ocurrir en coordenadas rectangulares. Por ejemplo, el lector
debe verificar que (2, 7/2) es una descripcién polar alterna del punto (2, 37/2).
Ademds, verifique que (=2, 377/2) es un punto sobre la grifica de r =1 + 3 sen mos-
trando que las coordenadas satisfacen la ecuacion. Sin embargo, advierta que las coor-

denadas alternas (2, 7/2) no satisfacen la ecuacion.

y y y Y y
X X
eje eje
polar polar /—\ /—\ i
eje
X > X polar
eje eje
polar polar
a)0=0=m/2 bhm/l2=0=m om=60=37/2 d)3m/2=0=<2m )0=0=2m

FIGURA 10.5.16  Graficacién de r = 2 cos 20

IR IIEY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33.

= Fundamentos

En los problemas 1-30, identifique por nombre la grifica de la
ecuacion polar dada. Después trace la grafica de la ecuacion.

1. r=6 2.r=—1

3.0=m/3 4.6 = 57/6

5. r=20,0=0 6.r=30,0=0

7. r =1+ cosé 8.r=5— 5send

9. r =2(1 + senb) 10. 2r = 1 — cosf
11. r =1 — 2cosf 12. r = 2 + 4send
13. r =4 — 3senf 14. r = 3 + 2cosf
15. r = 4 + cos6 16. r = 4 — 2send
17. r = sen260 18. » = 3sen40
19. r = 3cos30 20. r = 2sen 36
21. r = cos50 22. r = 2sen96
23. r = 6¢cos0 24. r = —2cosf
25. r = —3senf 26. r = 5senf
27. r* = 4sen26 28. r* = 4cos26
29. 2 = —25c0s26 30. 7> = —9sen26

En los problemas 31 y 32, la gréifica de la ecuacién dada es
una espiral. Dibuje su gréfica.

31. r =2% 0 =0 (logaritmica) 32.r0 =7,0 >0

(hiperbodlica)
En los problemas 33-38, encuentre una ecuacion de la gréafica
polar dada.
33. y 34. y

FIGURA 10.5.17  Grafica
del problema 33

FIGURA 10.5.18 Grifica
del problema 34

35. y 36. y

X

FIGURA 10.5.19 Grifica
del problema 35

37. y 38.

FIGURA 10.5.20 Grifica
del problema 36

y

FIGURA 10.5.21
del problema 37

Grifica FIGURA 10.5.22 Grifica

del problema 38
En los problemas 39-42, encuentre los puntos de interseccién
de las gréficas del par de ecuaciones polares indicadas.

39. r =2 40. r = sen6
r = 4senf r = sen26

41. r =1 — cosf 42. r = 3 — 3cos6
r=1+ cosf r = 3cosf

En los problemas 43 y 44, use el hecho de que r = f(0) y
—r = f(6 + ) describen la misma curva como una ayuda
para determinar los puntos de interseccion del par dado de
ecuaciones polares.
443. r=3

r = 6sen260

44. r = cos20
r=1+ cosf

= Problemas con calculadora/SAC

45. Emplee un aparato de graficacion para obtener la gréifica
de la bifolium r = 4 sen6 cos®0 y el circulo r = sen@
sobre los mismos ejes. Encuentre todos los puntos de
interseccion de las gréficas.
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584 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

46. Emplee un sistema de graficacién para verificar que la
cardioide » = 1 + cos@ y la lemniscata r* = 4cosf se
intersecan en cuatro puntos. Encuentre estos puntos de
interseccion de las graficas.

En los problemas 47 y 48, las graficas de las ecuaciones a)-d)
representan una rotacion de la grafica de la ecuacion dada.
Intente dibujar estas graficas a mano. Si tiene dificultades,
entonces recurra a una calculadora o a un SAC.

47. r =1 + senf
a) r=1+ sen(d — 7/2)
b) r=1+ sen(d + 7/2)
¢) r=1+ sen(d — 7/6)
d)r=1+sen(® + 7 /4)
48. r = 2 + 4cosf
a) r =2+ 4cos(f + 7/6)
b) r =2 + 4cos(@ — 37/2)
¢) r=2+ 4cos(0 + m)
d) r =2+ 4cos(0 — 7/8)

En los problemas 49-52, utilice una calculadora o un SAC, si
es necesario, para vincular la grafica dada con la ecuacién
polar apropiada en a)-d).

a)r=200s%, 0=60=4m
b)r=2cosg, 0=60=57
c)r=2sen%, 0=0=28w
d)FZZSGHg, 0=0=47w
49. 50.
y
X X
eje eje
polar polar

FIGURA 10.5.23 Grifica del
problema 49

FIGURA 10.5.24 Gréfica del
problema 50

51. 52.
{
!

y y
FIGURA 10.5.26 Gréfica del
problema 52

X
eje
polar

eje
polar

FIGURA 10.5.25 Gréfica del
problema 51

53. Utilice un SAC para obtener graficas de la ecuacién polar
r=a + cosf paraa = 0,%,%,%, 1,%,. .., 3.

54. Identifique todas las curvas en el problema 53. ;Qué ocu-
rre con las gréficas cuando a — 00?

= Piense en ello

En los problemas 55-58, identifique las simetrias si el par de
puntos dados estd sobre la grafica de r = f(0).

55. (1, 0), (—r,m — 0)
56. (r,0),(r,0 + )
57. (r,0),(—r,0 + 2m)
58. (,60), (—r, —0)

En los problemas 59 y 60, considere que r = f(0) es una ecua-
cién polar. Interprete geométricamente el resultado dado.

59. f(—6) = f(6) (funcion par)
60. f(—6) = —f(0) (funcién impar)

61. a) (Cudl es la diferencia entre los circulos r = —4 y
r=4?
b) ;Cuadl es la diferencia entre las rectas que pasan por el
origen 0 = w/6y 0 = 77w /6?

62. Un poco de historia El italiano Galileo Galilei (1564-
1642) es recordado por su gran nimero de descubrimien-
tos e innovaciones en los campos de la astronomia y la
fisica. Con un telescopio reflector de su propio disefio fue
el primero en descubrir las lunas de Jupiter. Mediante sus
observaciones del planeta Venus y de las manchas sola-
res, Galileo a la larga apoy6 la controvertida opinién de
Nicolds Copérnico en el sentido de que los planetas giran
alrededor del Sol. El trabajo empirico de Galileo sobre la
gravedad antecedi6 las aportaciones de Isaac Newton. Fue
el primero en efectuar estudios cientificos para determi-
nar la aceleracion de la gravedad. Al medir el tiempo que
tardan bolas metdlicas al rodar hacia abajo en un plano
inclinado, Galileo pudo calcular la velocidad de cada bola
y a partir de esas observaciones concluy6 que la distan-
cia s que se mueve una bola se relaciona con el tiempo ¢
mediante s = % g%, donde g es la aceleracién debida a la
gravedad.

Suponga que varias bolas metélicas se sueltan simul-
tdneamente desde un punto comtn y que se dejan desli-
zar hacia abajo por planos inclinados sin friccién a diver-
sos dngulos, con cada bola acelerandose por la gravedad.
Vea la FIGURA 10.5.27. Demuestre que en cualquier instante,
todas las bolas yacen en un circulo comiin cuyo punto
superior mds alto es el punto de liberacion. Galileo pudo
demostrar esto sin el beneficio de las coordenadas rectan-
gulares o polares.

punto de liberacion

/ <
\\)\\ .

!
\ ’
\
,
\ ’
N .

NN

plano inclinado

FIGURA 10.5.27 Planos inclinados del problema 62
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10.6 Célculo en coordenadas polares 585

10.6 calculo en coordenadas polares

I Introduccion En esta seccién se responde a tres problemas de cdlculo estdndar en el sistema
de coordenadas polares.

e ;Cudl es la pendiente de una recta tangente a una grafica polar?
o ;Cudl es el area acotada por una gréfica polar?
o ;Cudl es la longitud de una gréfica polar?

Iniciamos con el problema de la recta tangente.

1 Pendiente de una tangente a una grafica polar Sorprende que la pendiente de la recta tan-
gente a la grafica de una ecuacién polar r = f(6) no sea la derivada dr/df = f'(0). La pendiente
de una recta tangente sigue siendo dy/dx. Para determinar esta ultima derivada, se emplea
r=f(6) junto con x = r cos 6, y = r sen § para escribir las ecuaciones paramétricas de la curva:

x = f(6)cosh, y = f(0)senb. @))]
Entonces de (1) en la seccién 10.3 y la regla del producto,
dy dy/d0  f(0)cos6 + f'()send

dx  dx/do  —f(0)sen + f'(6)cos’

Este resultado se resume en el siguiente teorema.

Teorema 10.6.1 Pendiente de una recta tangente

Si f'es una funcion diferenciable de 6, entonces la pendiente de la recta tangente a la grifica
de r = f(0) en un punto (r, 6) sobre la grafica es
dy dy/d0  f(0)cos6 + f'(6)senf

dx dx/de ~ —f(H)send + f'(B)cos®’ )

siempre que dx/df # 0.

La férmula (2) en el teorema 10.6.1 se presenta “para registro”’; no la memorice. Para encon-
trar dy/dx en coordenadas polares basta con formar las ecuaciones paramétricas x = f(6) cos 6,
y = f(0) senf y después se usa la forma paramétrica de la derivada.

A\ e BN Pendiente

Determine la pendiente de la recta tangente a la grafica de r = 4 sen 36 en 6 = 7/6.

Solucién De las ecuaciones paramétricas x = 4 sen 36 cos6, y = 4 sen 36 sen 0 encontramos.

dy dy/do _ 4sen30cosf + 12cos36senf

dx dx/dB " —4sen36sen6 + 12cos36cosh

&
dx |- /6

y por ello = -V3.

La gréfica de la ecuacidn, la cual se reconoce como la curva de la rosa con tres pétalos, y la recta
tangente se ilustran en la FIGURA 10.6.1. [ |

H]3\Y Mol H Ecuacion de la recta tangente

Encuentre una ecuacién rectangular de la recta tangente en el ejemplo 1.

Solucién En 6 = 77/6 las ecuaciones paramétricas x = 4 sen 36 cos 6, y = 4 sen 36 sen 6 pro-
ducen, respectivamente, x = 23y y = 2. Las coordenadas rectangulares del punto de tangen-
cia son (2V§, 2). Al emplear la pendiente que se encontré en el ejemplo 1, la forma punto-pen-
diente produce una ecuacién de la recta tangente roja que se ilustra en la figura 10.6.1:

y—2=—\/§(x—2\f3) 0 y=—V3x+8. [ |
www.FreelLibros.org
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FIGURA 10.6.2 Rectas tangentes
horizontal y vertical del ejemplo 3

y
-
A
6
FIGURA 10.6.3 Area A de la
seccion circular

Podemos obtener una ecuacion polar de la recta en el ejemplo 2 al sustituir x y y en la ecua-
cion rectangular por x = r cos ), y = r sen6 y resolver para r:
_ 8
senf + V3cos6’

][Nl Tangentes horizontal y vertical

Determine los puntos sobre la grafica de r = 3 — 3 sen 6 en los cuales la recta tangente es hori-
zontal y los puntos en los cuales la recta tangente es vertical.

Solucién Recuerde de la seccién 10.3 que una tangente horizontal ocurre en un punto para el
cual dy/df = 0y dx/df # 0, en tanto que una tangente vertical ocurre en un punto para el cual
dx/d6 = 0y dy/do # 0. Ahora bien, de las ecuaciones paramétricas

x = (3 — 3sen6)cosb, y = (3 — 3senf)send

obtenemos % = (3 — 3senf)(—senh) + cosO(—3cosh)

= —3senf + 3sen’d — 3cos’0
= —3 — 3senf + 6sen’d
3(2senf + 1)(senf — 1),

d
?z = (3 — 3senf)cosh + senB(—3cosh)

= 3cosf(1 — 2senb).

De estas derivadas observamos que

d
y—0<dx¢0>en9=g,9=5ﬂ-y0=sw

do — \db 6 2°
dx ﬂ _7£ =
d9—0<d0¢0>en0—6 y0—76.

De tal modo, hay

tangentes horizontales en: (%, 77/6), (%, 517/6), (6,37/2),
tangentes verticales en: (%, T/ 6), (%, 117/ 6).

Estos puntos, junto con las rectas tangentes, se muestran en la FIGURA 10.6.2. |

I Tangentes a la grafica en el origen En la seccién anterior establecimos que, en general, si
r=0ydr/dd = f'(0) # 0 cuando 0 = 6,, entonces la gréfica de r = f() es tangente a la recta
0 = 6, en el origen. Este hecho se deduce de (2). Si » = f(0) es una funcién diferenciable de 6
para la cual f(6,) = 0y f'(8;) # 0, entonces en 6 = 6, (2) produce

dy _ f(By)cosby + f'(0o)seny  f'(6;)sen,
dx  —f(6y)senfy + f'(By)cosf,  f'(6y) cosb

= tan6,.

En la ultima expresion se reconoce que tan 6 es la pendiente de la recta tangente 6 = 6.

Advierta en el ejemplo 3 que r = 3 — 3 senf =0 en = 7/2. Pero puesto que tanto el nume-
rador dy/df como el denominador dx/d6 en (2) son 0 en § = 7r/2 no podemos concluir algo acer-
ca de la recta tangente en el origen (0, 7/2).

I Area de una region El problema de determinar el 4drea de una regién acotada por graficas
polares no es tan directo como lo fue en la seccién 6.2. Como veremos en la discusién subse-
cuente, en lugar de un rectangulo usamos un sector de un circulo, tal como se muestra en la FIGU-
RA 10.6.3. Puesto que el drea A de un sector circular es proporcional al dngulo central 6, medido
en radianes, y ya que el drea del circulo completo es 7772, tenemos

A 0 1

_ v _12
PRy 57 0.

3)
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I Construccion de una integral Suponga que r = f(6) es una funcién continua no negativa
sobre el intervalo [«a, B], donde 0 = o = B8 < 2. Para encontrar el drea A de la regién que se
muestra en la FIGURA 10.6.4a) que estd acotada por la grafica de fy los rayos 6 =« y 6 = 3, se empie-
za formando una particién P de [«, B]:

a=90<01<02<"'<0n=3.

0=p
0=«
r=f(0)

0 . .
eje eje
polar polar

a) b)

FIGURA 1064 Area A de una regién acotada por una grafica polar y dos rayos

Si 6F denota un punto muestral en el subintervalo k-€simo [6,_,, 6;], entonces por (3) el drea del
sector circular de radio r, = f(@f) indicado en la figura 10.6.4b) es

A, = 5Lr(o2) a0,

donde A6, = 6, — 0,_, es su dngulo central. A su vez, la suma de Riemann
n 1
25 L) ae,
=2
proporciona una aproximacién a A. El drea A estd dada entonces por el limite cuando ||P| — 0:

A= Jim, 35 [r(or e

IP[—0 k=1

Teorema 10.6.2 Area en coordenadas polares

Si r = f(0) es una funcién continua no negativa sobre [«, B], entonces el area acotada por
su grafica y los rayos = a y 6 = 3 estan dados por

A= "L ro2a0 = L[ a6 )
= | Slrondo = 5| ra.

FIGURA 1065 Area del

A i jemplo 4
H]3\ | JHel¥"q Area acotada por una espiral ¢jemplo

Encuentre el drea de la region que estd acotada por la espiral = 6, 6§ = 0, entre los rayos 8 = 0
y0="Tm/4.

Soluciéon De (4), el area de la region sombreada que se muestra en la FIGURA 106.5 es F=2c0s50
(TR 343 0= m/10
A—ZL 0d0—60 . —3847-r~27.70. | =

FEATME Area acotada por una curva de la rosa

Encuentre el drea de un pétalo de la curva de la rosa r = 2cos56.

Solucion Como se muestra en la FIGURA 10656, la curva de la rosa tiene cinco pétalos. Debido a
la simetria encontraremos el drea de la mitad de un pétalo y el resultado lo multiplicamos por 2.  FIGURA 106.6 La mitad del drea
Al dejar r = 0 y resolver 2cos50 = 0 obtenemos 50 = 7/2 0 § = 7/10. En otras palabras, la  del ejemplo 5
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588 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

Las férmulas del dngulo mitad:
2 1
cos 6 = ;(l + cos26)

serrd = %(l — c0s26)

seran de utilidad en esta seccidn.

curva entra al origen tangente a la recta = 77/10. De (4), el drea A de la mitad del pétalo en la
figura 10.6.6 es entonces
/10

(2cos56)%d6

/10
cos>50d0

A=y
d|

77'/10
J *(1 + cos100)do

1 /10
=6+ 1OsenlO@L
- T
10°

El drea de un pétalo es entonces 2(7/10) =7/ 5. [ |

Desde luego, el drea de cada pétalo en el ejemplo 5 es la misma y por ello el drea encerra-
da por la curva completa de la rosa de cinco pétalos es 5(7/5) = 7.

Una advertencia: cuando trabaje con problemas del tipo que se presenté en el ejemplo 5,
debe tener cuidado con los limites de integracién. No suponga que el area encerrada por la curva
completa de la rosa de cinco pétalos puede obtenerla de (4) integrando sobre el intervalo
[0, 277]. En otras palabras, el drea no es 5 [, 37(2c0s50)%d6. Esto se debe a que la curva comple-
ta se obtiene de 0 = 6 = 7. Vea i) en Notas desde el aula en la seccién 10.5.

FEVETNI Area acotada entre dos graficas

Encuentre el drea de la regién que es comun a los interiores de la cardioide r = 2 — 2cosf y la
limacén r = 2 + cos6.

Solucién La inspeccion de la FIGURA 10.6.7 muestra que necesitamos dos integrales. Al resolver
simultdneamente las dos ecuaciones:

2 — 2cosf = 2 + cosf cosf =0

obtenemos § = 7r/2, por lo que un punto de interseccién es (2, 7/2). Por simetria, concluimos que

1 1[”
277/2

A= 2{
/2
4J (1 — 2cosf + cos’0)do +
0

2
J
0

(0]

(2 + cos0)’ dO}

L’/Z
/2 1
[1 — 2cosf + 5(1 + cosZG)]dO + J

/2

/2
J (2 — 2cosh)*db +
0

(4 + 4cosb + cos’0)de

ku

[4 + 4cosf + %(1 + cosZO)]dO

3 1 w219 1 g
=4/ =6 — 2senf + —sen26 + |50 + 4senf + —sen20
2 4 0 2 4 /2
Q’TT — 12 = 4.49.
4
T los elementos del sector circular
(2, 3) « cambian de la cardioide a la
r=2-—2cosf y limacén en este punto

r=2+cosf

eje
polar

FIGURA 106.7 Area del ejemplo 6
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I Area acotada por dos graficas El drea A de la regién que se muestra en la FIGURA 10.6.8 se
encuentra sustrayendo dreas. Si fy g son continuas sobre [«, 8] y f(6) = g(0) sobre el interva-
lo, entonces el drea acotada por las graficas de r =f(6), r=g(0), 0 =ay 6 =B es

1(* > 1(* )
A= | Lf®)17d0 5| [g(6)1*do.
Escrita como una sola integral, el drea estd dada por
A=

B
J (LFO)1* = [g(6)1%) db. &)

o

0=

NEVI0 A Area acotada por dos graficas

Encuentre el drea de la regién en el primer cuadrante que esta fuera del circulo » = 1 y dentro
de la curva de la rosa r = 2 sen 26.

Solucion Al resolver en forma simultdnea las dos ecuaciones:

sen20 = 1

1 = 2sen26 0 )

implica que 20 = 7/6 'y 20 = 57/6. De este modo, los dos puntos de interseccién en el primer
cuadrante son (1, 7/12) y (1, 57r/12). El drea en cuestién se muestra en la FIGURA 10.6.9. De (5),

1 5m/12
A= 2J [(2sen26)* — 1%]d6

/12

1 Sm/12
= ZJ' [4sen’20 — 1]d6

/12

17 (1 = cos40
= 2L/|2 4 5 1 a6

1 :|5’)T/12 aT 3

= [6 - lsen46

5105 =7+ =< 09. m

/12 6 4

I Longitud de arco para graficas polares Hemos visto que si » = f(6) es la ecuacién de una

curva C en coordenadas polares, entonces las ecuaciones paramétricas de C son
x = f(6)cosh, y = f(0)senb,

a=60=,.

Si ftiene una derivada continua, entonces es directo derivar una férmula para la longitud de arco
en coordenadas polares. Puesto que

& fgycosh — fiB)send, 2 = FB)send + f(6) cosd
29 = '©)c0s0 — [O)senb. o = ['O)send + f(6) coso,

el dlgebra basica indica que
dx 2 dy 2 _ 2 , 2 _ 2 dr 2
(d0> +<d0> = /O + /O =+ ().

El siguiente resultado se concluye de (9) de la seccién 10.3.

Teorema 10.6.3 Longitud de una grifica polar

Sea f una funcién para la cual f es continua sobre un intervalo [«, 8]. Entonces la longitud
L de la grafica r = f(6) sobre el intervalo es

B 2
_ 2 dr
L= L r-+ <d0 de.

(6)
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y r=1+cosé,
0=0=mw

y - X

/ | €je

d ,/ polar

\ 7/

\ 4

FIGURA 10.6.10 Cardioide del
ejemplo 8

)3\ He BN Longitud de una cardioide

Determine la longitud de la cardioide r = 1 + cosf para0 = 0 = 7.

Solucién La grificade r = 1 + cos para 0 = 6 = 7 se ilustra en azul en la FIGURA 10.6.10. En
este caso, dr/df = —sen 6, de modo que

2
P+ (Z{;) = (1 + 2cosf + cos’d) + sen’d = 2 + 2cosf
2
y r2+(5;>= 2 + 2cosf = V2V1 + cosé.

Por consiguiente, de (6) la longitud de la porcién azul de la grafica en la figura 10.6.10 es:

L= \/Qf V1 + cos@ db.
0
Para evaluar esta integral empleamos la férmula del angulo medio para el coseno en la forma
cos’(6/2) = 3(1 + cosh) o 1 + cosf = 2cos*(0/2). La longitud de la grifica para 0 < 0 < =7
estd dada por

L= ZJ costG = 4sen9} — 4senm = 4. [
o 2 2o 2

Se pide al lector que lea las Notas desde el aula siguientes.

—— NOTAS DESDE EL AULA

de .......................................................................................................................................................................

Es facil cometer un error en los limites de integracion en las integrales de drea y de longitud
de arco (4) y (6). En el ejemplo 8 recurrimos a la simetria para ver que la longitud de una car-
dioide completa, esto es r = 1 + cosf para 0 = 0 = 27 es 2(4) = 8 unidades, pero esto no
es lo que produce (6) integrando sobre el intervalo 0 = 0 = 27:

2
L=2 f cos (6/2) db. )
0

Reflexione por qué se obtiene una respuesta incorrecta de (7) y después trabaje los proble-
mas 45 y 46 de los ejercicios 10.6.

ALY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, encuentre la pendiente de la recta tan-

En los problemas 9 y 10, determine la ecuacion rectangular de
la recta tangente en el punto indicado.

gente en el valor indicado de 6. 9. r=4cos30 10. =1+ 2cos6
1. r=6;, 6=m/2
yA 0=7/3
2. r=1/6; 6=3 ) 'y b
r= —
3. r=4—2senf; 6 =m/3 N
4. r=1—cosh; 0 =3m/4
5. r=senf; 60=m/6 - X
- eje
6. r = 10cosh; 0 = m/4 eje polar
polar
En los problemas 7 y 8, determine los puntos sobre la grafica —
de la ecuacién dada en los cuales la recta tangente es horizon- res”” 0 L5
tal y los puntos en los que la recta tangente es vertical. ) )
FIGURA 10.6.11  Grifica FIGURA 10.6.12  Grafica
7. r=2+ 2cosé 8. r=1-send del problema 9 del problema 10
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En los problemas 11-16, encuentre la ecuacion polar de cada
recta tangente a la grafica polar en el origen.

11. r = —2senf 12. r = 3cosb
13. r =1+ V2send 14. r =1 — 2senf
15. r = 2cos560 16. r = 2sen20

En los problemas 17-24, encuentre el drea de la region que
estd acotada por la grafica de la ecuacién polar que se indica.

17. r = 2senf 18. r = 10cosO
19. r =4 + 4cosf 20. r =1 — senf
21. r =3 + 2sené 22. r =2 + cosf

23. r = 3sen26 24. r = cos36

En los problemas 25-30, determine el drea de la regién que
estd acotada por la grafica de una ecuacién polar dada y los
rayos indicados.

25. r=20,0=0,0=0,0=37/2
26. r0=m,0>0,0=m7/2,0 =1
27. r=¢€0=0,0 =7

28. r=10e%60=1,0=2

29. r=tan6,0 = 0,0 = 7/4

30. rsenf = 5,0 = 7/6,0 = 7/3

En los problemas 31 y 32, la gréfica es de la ecuacién polar
r =1 + 2cosf. Determine el drea de la regién sombreada.

31. 32, y
X X
eje eje
polar polar

FIGURA 10.6.13 Regi6n del
problema 31

FIGURA 10.6.14 Regi6n del
problema 32

En los problemas 33-38, determine el drea de la regién descri-
ta.

33. Fuera del circulo r = 1 y dentro de la curva de la rosa
r = 2cos36.

34. Comin a los interiores de los circulos r = cos 6 y
r = sen 0.

35. Dentro del circulo » = 5 senf y fuera de la limacén
r =3 — sen6.

36. Comtin a los interiores de las graficas de las ecuaciones
del problema 35.

37. Dentro de la cardioide r = 4 — 4cosf y fuera del circu-
lor =6.

38. Comtin a los interiores de las graficas de las ecuaciones
en el problema 37.

En los problemas 39-44, encuentre la longitud de la curva
para los valores indicados de 6.

39. r=3,0=0 =27

10.6 Célculo en coordenadas polares 591

40. r = 6cos6, grafica completa

41. r=€"70=0=<4

2. r=600=6=1

43. r = 3 — 3cos6, grifica completa
44. r =sen’0/3),0=0 =

= Piense en ello
45. Considere la lemniscata 7> = 9 cos26.

a) Explique por qué el drea de la regién acotada por la
grifica no estd dada por la integral 3 [779 cos20.d6.

b) Al utilizar una integral apropiada, determine el drea
de la region acotada por la gréfica.

46. En el ejemplo 8 explique por qué la longitud de la car-
dioide completa r =1 + cosf, 0 = 6 = 27, no estd
dada por la integral 2 | 02 "cos(6/2)db. Luego reexamine el
problema 43 y explique por qué no hay dificultades al
integrar sobre el intervalo [0, 27 ].

47. Dibuje la regién comun a los interiores de las graficas de
r=sen 20 y r = cos26. Encuentre el drea de esta region.

48. FEl drea de la region que estd acotada por la gréfica de la
regionde r = 1 + cos6 es 3 7/2. {Qué puede usted afir-
mar acerca de las dreas acotadas por las graficas de
r=1—cosf, r=1+senfyr=1—senf? Justifique
sus respuestas sin calcular las dreas utilizando (4).

49. ;El 4drea de la regién acotada por la grafica de
r = 2(1 + cosf) es igual al doble del drea de la region
acotada por la graficade r = 1 + cos6?

50. Encuentre el drea de la regién sombreada en la FIGURA
10.6.15. Cada circulo tiene radio 1.

R
D
N

FIGURA 10.6.15 Circulos que se intersecan en el problema 50

= Proyectos

51. Segunda ley de Kepler En coordenadas polares, el
momento angular de una particula en movimiento de
masa m se define como L = mr*df/dt. Suponga que las
coordenadas polares de un planeta de masa m son (ry, ;)
y (12, 6,) en los tiempos t=a y t = b, a < b, respectiva-
mente. Puesto que la fuerza gravitacional que actda sobre
el planeta es una fuerza central, el momento angular L del
planeta es una constante. Use este hecho para demostrar
que el drea A barrida por res A = L(b — a)/2m. Cuando
se considera que el Sol estd en el origen, esta ecuacion
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592 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

demuestra la segunda ley de Kepler del movimiento pla-
netario:

e Una recta que une un planeta con el Sol barre dreas
iguales en intervalos de tiempo iguales.
Vea la FIGURA 10.6.16.

t=>b
t=a

Aj=A,cuandob—a=d—c
FIGURA 10.6.16  Orbita del planeta del problema 51

52. Un poco de historia: Los discos de larga duracién (LP)
Antes de los iPod, los reproductores MP3 y los CD, la
musica se obtenia reproduciendo un disco. Entre los afios
1960-1990 el formato popular fue el disco LP (siglas de

R;. Vea la FIGURA 10.6.17. Suponga que el surco del disco es
una espiral que puede describirse mediante una ecuacién
polar de la forma r = R, — k6, donde k es una constante
y 6 se mide en radianes.

a) Exprese k en términos de R,, R; y N, donde N es el
nimero de revoluciones completadas por el disco.

b) Demuestre que la longitud L del surco del disco estd
dada por

R,
L= }(J VK> + u’du.
R;

¢) Utilice la serie del binomio para establecer la aproxi-
macién
VIET i ~ u[l ; l(kﬂ.
2\u
d) En el inciso b), utilice el resultado que se obtuvo en el
inciso c) para demostrar que la longitud L del surco
del disco estd dada por la aproximacién
R, —Ri R,
4N IHE.

L~ wNR, + R,) +

e) Emplee el resultado en el inciso d) para aproximar la
longitud L si R, = 6 pulg y R; = 2.5 pulg.

J) Use una sustitucién apropiada para evaluar la integral
en el inciso b) empleando los valores especificos de
R,y R; dados en el inciso e). Compare esta respuesta
con la que obtuvo en el inciso e).

larga duracion en inglés: long-playing) que giraba sobre
una tornamesa a razén de 33 revoluciones por minuto.*
Aunque ahora es posible encontrarlos en almacenes que
se especializan en objetos coleccionables, muchos de nos-
otros aun tenemos colecciones de estos grandes discos de
vinil negro de 33 rpm almacenados en cajas. El sonido se
codificaba en estos discos por medios mecanicos a lo
largo con un surco continuo. Cuando se reproducia un dis-
co, una aguja empezaba en un punto cercano al borde mas
externo del disco y recorria el surco hasta un punto cerca-
no a su centro. ;Cudn largo es el surco de un disco? Su-
ponga que un disco se reproduce durante 20 minutos a 33
revoluciones por minuto. Cuando el disco se reproduce, la
aguja va del radio mas exterior R, a un radio mas interior

>/

*Los discos de 33 en realidad giraban a 33} revoluciones por minuto. FIGURA 10.6.17 Disco LP del problema 52

10.7 Secciones conicas en coordenadas polares

I Introduccion En la primera seccidn de este capitulo dedujimos las ecuaciones de la pardbo-
la, elipse e hipérbola mediante la férmula de la distancia en coordenadas rectangulares. Al
emplear coordenadas polares y el concepto de excentricidad, ahora daremos una definicién gene-
ral de una seccién coénica que comprende a las tres curvas.

Definicion 10.7.1 Seccién conica

Considere que L es una recta fija en el plano y que F es un punto que no se encuentre sobre la
recta. Una seccidn conica es el conjunto de puntos P en el plano para los cuales la distancia
de P a F dividida entre la distancia de P a L es una constante.

La recta fija L recibe el nombre de directriz y el punto F es un foco. La constante fija es la
excentricidad e de la cénica. Como indica la FIGURA 10.7.1 el punto P yace sobre la coénica si y
solo si

d(P, F)
dr.Q) ~© o
donde Q denota el pie de la perpendicular de P a L. En (1), si
www.FreelLibros.org

directriz

FIGURA 10.7.1 Interpretacion
geométrica de (1)
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e ¢ =1, la cénica es una parabola,
* 0 < e < 1, lacoénica es una elipse, y
e ¢ > 1, la conica es una hipérbola.

I Ecuaciones polares de conicas La ecuacion (1) se interpreta facilmente utilizando coordena-
das polares. Suponga que el foco F se coloca en el polo y la directriz L estd d unidades (d > 0) a
la izquierda de F perpendicular al eje polar extendido. Se advierte de la FIGURA 10.7.2 que (1) escri-
ta como d(P, F) = ed(P, Q) es la misma que

r = e(d + rcosf) 0 r — ercosf = ed. )

Al resolver para r obtenemos

ed

"= 1 — ecos6’

3)
Para ver que (3) produce las familiares ecuaciones de las cénicas, superpondremos un sistema
de coordenadas rectangular sobre el sistema de coordenadas polares con origen en el polo y el
eje x positivo coincidiendo con los ejes polares. Después expresamos la primera ecuacion en (2)
en coordenadas rectangulares y simplificamos:

+Vxr+y? =ex + ed
X2+ y? = e%? + 2e%dx + e*d?
(1 — eHx? — 2e%dx + y* = e*d>. 4)

Eligiendo e = 1, (4) se convierte en

Akt =& o = 2d<x + ‘;)
que es una ecuacioén en forma estandar de una pardbola cuyo eje es el eje x, el vértice estd en
(—d/2,0) y, consistente con la ubicacién de F, cuyo foco estd en el origen.

Es un buen ejercicio de dlgebra mostrar que (2) produce ecuaciones en forma estandar de
una elipse en el caso 0 < e < 1y una hipérbola en el caso ¢ > 1. Vea el problema 43 en los
ejercicios 10.7. De modo que, dependiendo del valor de e, la ecuacién polar (3) tiene tres posi-
bles graficas como se muestra en la FIGURA 10.7.3.

Si ubicamos la directriz L a la derecha del foco F en el origen en la deduccién de la ecua-
cién polar (3), entonces la ecuacion resultante seria r = ed/(1 + ecosf). Cuando elige la direc-
triz L paralela al eje polar, esto es, horizontal, entonces encontrard que la ecuacion de la conica
es r=ed/(1 + e sen ) (directriz debajo del origen) o r = ed/(1 + e sen ) (directriz sobre el ori-
gen). En el siguiente teorema se da un resumen de la discusién precedente.

Teorema 10.7.1 Ecuaciones polares de cOnicas

Cualquier ecuacién polar de la forma

_ ed
"T1 + ecoso )
_ ed
0 "T1 + esend ©®)

es una seccion conica con foco en el origen y directriz a d unidades del origen y perpendicu-
lar (en el caso de (5)) o paralela (en el caso (6)) al eje x. La conica es una pardbola si e = 1,
una elipse si 0 < e <1y una hipérbola sie > 1.

www.FreelLibros.org

. P(r, 0)
L !
_____ o : X
(d,m F i
foco rcosf e
polar

FIGURA 10.7.2 Interpretacién de
la coordenada polar de (2)

L : y
direétriz /
o+ L
! F foco
! eje
; polar
a)e=1
Li y

dire¢triz

04 y’
3 F foco

X
eje

polar
b0<e<1
L : y
diregtriz
P +0
' F foco
0 X
! eje
¢ 1
0 TP polar
c)e>1

FIGURA 10.7.3 Grificas de la
ecuacion (3); directriz L a la
izquierda de F
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FIGURA 10.7.4  Grifica de la
ecuacion polar del ejemplo 2

(-3)

=X
F eje
polar

S

FIGURA 10.7.5 Gréfica de la
ecuacion polar del ejemplo 3

A\ [N |dentificacion de conicas

Identifique cada una de las siguientes cénicas:

2 3

e R by r = ose

Solucién
a) Una comparacién término por término de la ecuacién dada con la forma polar
r=ed/(1 — e sen @) permite hacer la identificacién e = 2. En consecuencia, la cénica
es una hipérbola.
b) Paraidentificar la seccion conica, dividimos el numerador y el denominador de la ecua-
cién dada entre 4. Esto deja a la ecuacién en la forma

INI™

r=
1 + zcosf

1 .
Luego, al comparar con r = ed/(1 + ecosf), observamos que ¢ = 4. En consecuencia,
la cénica es una elipse. [ |

I Graficas Es posible que obtenga una gréfica aproximada de una cénica definida por (5) o (6)
si conoce la orientacion de sus ejes, determina las intersecciones con los ejes x y y y encuentra
los vértices. En los casos de las ecuaciones (5) y (6) tenemos, respectivamente:

e los dos vértices de la elipse o hipérbola ocurren en 6§ = 0y 6 = 7r; el vértice de una
parabola puede ocurrir s6lo en uno de los valores: 6 =0 0 6 = 7.

* los dos vértices de una elipse o una hipérbola ocurren en 6 = /2 y 6 = 37/2; el vér-
tice de una parabola puede ocurrir Gnicamente en uno de los valores 6 = /2 o
0 = 3m/2.

(A" [N Graficacion de una conica

4
Grafique r = 7— .
q 3 — 2senf y
Solucién Al escribir la ecuacién como r = ﬁ vemos que la excentricidad es ¢ = %
— 3Sen

y por ello la cénica es una elipse. Ademd4s, debido a que la ecuacién es de la forma dada en (6),
sabemos que la directriz es paralela al eje x. Ahora bien, en vista de la discusion precedente a
este ejemplo, tenemos

vértices: (4, m/2), (%, 377/2)
intersecciones Xx: (%, 0), (%, 77).

Segtin vemos en la FIGURA 10.7.4, el eje mayor de la elipse yace a lo largo del eje y. [ |

(A" [Nl Graficacion de una conica

-
1 — cos@’

Grafique r =

Solucién Al revisar la ecuacion vemos que es de la forma dada en (5) con ¢ = 1. Por consi-
guiente, la seccién cénica es una pardbola cuya directriz es perpendicular al eje x. Puesto que r
no esta definido en 6 = 0, el vértice de la pardbola ocurre en 6 = 7r:
vértices: (%, 'n')
intersecciones y: (1, /2), (1, 37/2).
Como observamos en la FIGURA 10.7.5, el eje de simetria de la pardbola yace a lo largo del eje x. B
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N5\ [ M:® Graficacion de una conica

2
1 + 2cos6’

Grafique r =

Soluciéon De (5) vemos que e = 2, y por ello la seccién cénica es una hipérbola cuya directriz
es perpendicular al eje x. Los vértices ocurrenen § = 0y 6 = 7:

vértices: (%, 0), (=2, )
intersecciones y: (2, mw/2), (2, 3m/2).

Como aparece en la FIGURA 10.7.6, el eje transversal de la hipérbola yace a lo largo del eje x. W
I Conicas rotadas En la secci6n 10.5 vimos que las grificas de r=f(0 —vy) y

r = f(6 + vy),y > 0, son rotaciones de la gréfica de la ecuacion polar r =f(0) alrededor del ori-
gen en una cantidad . De tal modo,

ed ed

r = conicas rotadas en y = conicas rotadas en
1 *+ € CoS (0 - ‘y) sentido contrario al de 1 = e CoS (0 + ')/) el sentido de las
ed las manecillas del reloj ed manecillas del r‘.sloj
r= 1 = esen(d — ) en torno al origen r= 1 = esen(d + ) alrededor del origen

]S\ [JeMN Conica rotada

En el ejemplo 2 se vio que la gréifica de r =

,J)_im es una elipse con eje mayor a lo largo
4

3 — 2sen(f — 27/3)

fica roja en la figura 10.7.7 y corresponde a una rotacién contraria a las manecillas del reloj de

la gréfica en la cantidad 277/3 (o 120°) alrededor del origen. El eje mayor de la grifica roja yace

a lo largo de la recta 0 = 71 /6. [ |

del eje y. Es la grafica azul en la FIGURA 10.7.7. La grafica de r = es la gra-

I Aplicaciones Las ecuaciones del tipo en (5) y en (6) son bastante apropiadas para describir
una 6rbita cerrada de un satélite alrededor del Sol (Tierra o Luna) puesto que una 6rbita de este
tipo es una elipse con el Sol (Tierra o Luna) en un foco. Suponga que una ecuacién de la 6rbita
estd dada por r = ed/(1 — ecos), 0 < e < 1,y r,esel vaIO{ de r en el perihelio (perigeo o
periluna) y r, es el valor de r en el afelio (apogeo o apoluna). Estos son los puntos en la érbita
que ocurren sobre el eje x, en los cuales el satélite estd mds cerca o mas lejos, respectivamente,
del Sol (Tierra o Luna). Vea la FIGURA 10.7.8. Se le deja como ejercicio demostrar que la excentri-
cidad e de la drbita se relaciona con r, y r, mediante

e = _ . (7)

Vea el problema 44 en los ejercicios 10.7.

N3\ JHe BN Determinacion de la ecuacion polar de una 6rbita

Encuentre una ecuacién polar de la 6rbita del planeta Mercurio alrededor del Sol si
r,=285X10"miyr, = 4.36 X 10’ mi.

Solucion De (7), la excentricidad de la 6rbita de Mercurio es

436 X 107 — 2.85 X 107 _
e = = 0.21.
436 X 107 + 2.85 X 107
__ 021d
d 1 — 0.21cosb’
www.FreelLibros.org

Por consiguiente,

X

F \2 (=2, ) eje

1 /(20 I
B

FIGURA 10.7.6  Gréfica de la
ecuacion polar del ejemplo 4

"3 2 send

AWAS
eje
polar

FIGURA 10.7.7 Gréficas de las
ecuaciones polares del ejemplo 5

Satélite

Perihelio Afelio

FIGURA 10.7.8  Orbita de un
satélite alrededor del Sol

Mercurio es el planeta
mds cercano al Sol
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Todo lo que necesita hacer ahora es resolver para la cantidad 0.21d. Para ello recurra al hecho

de que el afelio ocurre en 6 = 0:

0.21d

T e
436 X 10" = =+

Al resolver la tltima ecuacién para la cantidad 0.21d obtiene 0.21d = 3.44 X 10". Por consi-
guiente, una ecuacion polar de la érbita de Mercurio es

_ 344 x107
" 1= 021cosh

AL IVA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-33.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, determine la excentricidad, identifi-
que la seccidén cénica y dibuje su gréfica.

l'rzl%cosO 2'r:2+sent9
R =
S = g 6 "= o ramd
7= 3 +}58005(9 8.r= seécseec—gl
9.r=% 10.r=ﬁ

En los problemas 11-14, determine la excentricidad e de la
conica dada. Después convierta la ecuacién polar en una
ecuacién rectangular y verifique que e = ¢/a.

_ 6 _ 10
1. r= 1+ 2senf 12. " 2 T 3c0s0
3 — 2cosf V3 + senf

En los problemas 15-20, encuentre una ecuacién polar de la
coénica con foco en el origen que satisfaga las condiciones
dadas.

15. ¢ = 1, directriz x = 3 16. e = 3, directrizy = 2
17. e = % directriz y = —2 18. ¢ = % directriz x = 4
19. e = 2, directriz x = 6 20. e = 1, directrizy = —2

21. Encuentre una ecuacién polar de la cénica del problema
15 si la gréfica se rota en direccion de las manecillas del
reloj alrededor del origen en una cantidad 27 /3.

22. Encuentre una ecuacién polar de la cénica del problema
16 si la gréfica se rota en direccion contraria a la de las
manecillas del reloj alrededor del origen en una cantidad
/6.

En los problemas 23-28, encuentre una ecuacion polar de la
pardbola con foco en el origen y el vértice dado.

23. (3,37/2) 24. (2, m)
25. (3, m) 26. (2,0)
27. (3, 3m/2) 28. (3, 7/2)

En los problemas 29-32, encuentre las coordenadas polares de
los vértices o vértice de la conica rotada que se indica.

4 5
29. 1 = 30. r =

"7 1+ cos(8 — w/4) "7 3+ 2cos(6 — 7/3)
31. r = 10 32. r 6

2 — sen(9 + 7/6) T 1+ 2sen(0 + 7/3)

= Aplicaciones

33. Un satélite de comunicaciones se encuentra a 12 000 km
sobre la Tierra en su apogeo. La excentricidad de su 6rbi-
ta es 0.2. Emplee (7) para determinar la distancia del
perigeo.

34. Encuentre una ecuacién polar r = ed/(1 — ecosf) de la
orbita del satélite en el problema 33.

35. Encuentre una ecuacién polar de la érbita de la Tierra alre-
dedor del Sol si r, = 1.47 X 10 km y r, = 1.52 X
10°® km.

36. a) Laexcentricidad de la drbita eliptica del cometa Halley
es 0.97 y la longitud del eje mayor de su 6rbita corres-
ponde a 3.34 X 10° mi. Determine una ecuacién polar
de su 6rbita de la forma r = ed/(1 — ecos6).

b) Utilice la ecuacion en el inciso a) para obtener r,y r,
para la 6rbita del cometa Halley.

= Problemas con calculadora/SAC

Las caracteristicas orbitales (excentricidad, perigeo y eje
mayor) de un satélite cercano a la Tierra se degradan de mane-
ra gradual a lo largo del tiempo debido a muchas fuerzas pe-
quefias que actian sobre el satélite aparte de la fuerza gravi-
tacional de la Tierra. Estas fuerzas incluyen el arrastre atmos-
férico, atracciones gravitacionales del Sol y la Luna y fuerzas
magnéticas. Aproximadamente una vez al mes se activan
diminutos cohetes durante unos segundos para “aumentar” las
caracteristicas orbitales de nuevo en el rango deseado. Los
cohetes se activan en mayor grado para un cambio mayor en
la 6rbita del satélite. La forma mds eficiente en cuanto a com-
bustible para mover de una 6rbita interna a una externa, lo que
se denomina una transferencia de Hohmann, consiste en
afiadir velocidad en la direccién del vuelo en el momento
en que el satélite alcanza el perigeo sobre su Orbita interior,
seguir la elipse de transferencia de Hohmann de medio cami-
no alrededor de su apogeo, y agregar velocidad de nuevo para
alcanzar la drbita exterior. Un proceso similar (restar velocidad

www.FreelLibros.org



en el apogeo en la 6rbita exterior y restar velocidad en el peri-
geo en la drbita de transferencia de Hohmann) mueve al saté-
lite de la Orbita exterior a la drbita interior.

En los problemas 37-40, emplee una calculadora o un
SAC para superponer las graficas de las tres ecuaciones pola-
res dadas sobre los mismos ejes coordenados. Imprima su
resultado y utilice un l4piz de colores para trazar la transfe-
rencia de Hohmann.

feoooo 24
37. Orbita interior r = 1 + 0.2cos6’

. 32
transferencia Hohmann r = 1 + 0.6cos6’
L Lo 56
Orbita exterior r = 1 + 03cosf
Ao 55

38. Orbita interior r = 1 + 0.1cosf’

. __ 15
transferencia Hohmann r = 1 + 05c0s6°
orbita exterior r = s

Ha extenor I = 17 0 1cos 6
39. Orbita interior r = 9,

. _ 153

transferencia Hohmann r = 1+ 0.7cos6’

orbita exterior r = 51

Revision del capitulo 10
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. 73.5
40. Orbita interior r = 1 + 0.05cos6’

. 77
transferencia Hohmann » = 1 + 0.1cos@’
6rbita exterior r = T

1a eXteror 7 = 1770 01cos 6

En los problemas 41 y 42, utilice una calculadora o SAC para
superponer las grificas de las dos ecuaciones polares dadas
sobre los mismos ejes de coordenadas.

41. r = 4 Lor= 4
: 4 + 3cosh’ 4 + 3cos(6 — 7/3)
2 2
42.r= ;o=
"T1=sen0’ "1 sen (0 + 3m/4)

= Piense en ello

43. Muestre que (2) produce ecuaciones de forma estandar de
una elipse en el caso 0 < e < 1y de una hipérbola en el
casoe > 1.

44. Emplee la ecuacion r = ed/(1 — ecos) para deducir el
resultado en (7).

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-34.

A. Verdadero/Falso

En los problemas 1-26, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F).

1. En una parabola, la distancia del vértice al foco es la misma que la distancia del vértice a la

directriz.
El eje menor de una elipse biseca al eje mayor.

NSk v

*®

10.
11.
12.
13.

14.
15.

16.
17.

18.

Las asintotas de x*/a® — y*/a® = 1 son perpendiculares.

Las intersecciones con el eje y de la grafica x*/a* — y*/b*> = 1son (0, b) y (0,—b). ____
El punto (=2, 5) estd en la elipse x*/8 + y?/50 = 1. _____

La grificade y = x* y y*> — x* = 1 tiene a lo mas dos puntos en comiin.

Si para todos los valores de 6 los puntos (—r, 0) y (r, @ + ) estan en la gréafica de la ecua-
cién polar r = f(6), entonces la grafica es simétrica con respecto al origen.

La gréfica de la curvax = %, y = * + 1 es la misma que la graficade y = x> + 1.

La grificade lacurvax = 1>+t — 12,y =1 — Trcruzaaleje yen (0, 6). ___

(3, m/6) y (=3, —5m/6) son coordenadas polares del mismo punto._____

Las coordenadas rectangulares de un punto en el plano son tnicas.______

La grafica de la curva de la rosa r =5 sen 66 tiene seis “pétalos”.

El punto (4, 37/2) no estd en la grafica de r = 4 cos26, pues sus coordenadas no satisfacen
la ecuacion.

La excentricidad de una pardbolaes e = 1.
El eje transversal de la hipérbola r = 5/(2 + 3cos6) yace a lo largo del eje x.

La gréfica de la elipse r = 90/ (15 — sen ) es casi circular.
Las coordenadas rectangulares del punto (—\ﬁ, 5w/ 4) en coordenadas polares son (1, 1).

La gréfica de la ecuacidn polar r =—5 sec 6 es una recta.
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598 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

19. El lado final del 4ngulo 6 estd siempre en el mismo cuadrante que el punto (r, 6).
20. La pendiente de la tangente de la graficade r = ¢’ en 0 = w/2es—1.

21. Las gréficas de las cardioides r = 3 + 3cosfy r = —3 + 3 cosf son las mismas.
22. FEl drea acotada por r = cos260 es 2f”/440052 20d6.

23. El drea acotada por r =2 sen36 es 6 7/3sen?30 db.
24. Fl drea acotada por r = 1 — 2cosf es % foz’T(I — 2 cos 49)2 do.

25. El 4rea acotada por r* = 36co0s26 es 18 [§"cos20df.

26. La coordenada 6 de un punto de interseccién de las graficas de las ecuaciones polares

r = f(0)y r = g(f) debe satisfacer la ecuacion f(0) = g(0).

B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1-22, llene los espacios en blanco.
1. y = 2x?, foco
2
2. XZZ — % = 1, focos
3. 4x* + 5(y + 3)* = 20, centro
4. 25y? — 4x? = 100, asintotas
5.8y +3)=x- 1)?, directriz
(x+ 17 N v+ 77
36 16
7. x = y* + 4y — 6, vértice

= 1, vértices

8. x> — 2y? = 18, longitud del eje conjugado
9. (x — 4)> — (y + 1)> = 4, puntos frontera del eje transversal
(x— 372 (y+3/27° y . .
10. 7 + 3 = 1, ecuacién de la recta que contiene al eje mayor
11. 25x* + y* — 200x + 6y + 384 = 0, centro

12. (x + 1)*> + (y + 8)> = 100, intersecciones con el eje x

13. y? — (x — 2)*> = 1, intersecciones con el eje y

14. y2 — y + 3x = 3, pendiente de la recta tangente en (1, 1)
15. x = £,y = 4¢°, nombre de la gréfica rectangular

16. x = * — 1,y = 3 + ¢ + 1, intersecciones con el ejey
17. r = —2cos6, nombre de la grifica polar

18. r=2 + sen6, nombre de la grifica polar

19. r=sen 30, tangentes a la gréfica en el origen

1 ..
20. r = >+ Ssend’ excentricidad
21. r = L, foco y vértice
1 — senf
22. r = 12 centro foco vértices
) 2 + cosf’ ’ ’
C. Ejercicios

1. Encuentre una ecuacion de la recta que es normal a la grifica de la curva x = ¢ — sent,
y=1—cost,0 =t=2m,ent=m/3.
2. Determine la longitud de la curva dada en el problema 1.

3. Encuentre los puntos sobre la grifica de la curvax = t* + 4,y = > — 91> + 2 en los cua-
les la recta tangente es paralela a 6x + y = 8.

4. Determine los puntos sobre la grafica de la curva x = > + 1,y = 2t en los cuales la recta
tangente pasa por (1, 5).
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10.

Considere la ecuacién rectangular y* = 4x*(1 — x?).

a) Explique por qué es necesario que |x| = 1.

b) Si x = sen t, entonces |x| = 1. Encuentre las ecuaciones paramétricas que tengan la
misma gréfica que la dada en la ecuacion rectangular.

¢) Con ecuaciones paramétricas, determine los puntos sobre la grafica de la ecuacién rec-
tangular en la cual la tangente es horizontal.

d) Dibuje la grafica de la ecuacion rectangular.

Determine el drea de la region que es externa al circulo » = 4 cosf e interna a la limac6n
r =13+ cosf.

Encuentre el drea de la region que es comun al interior del circulo » =3 sen @ y la cardioi-
de r=1+sen6.

En coordenadas polares, dibuje la regién cuya drea A se describe por medio de A = 077/ 225
— 25 sen’0) db.

Encuentre a) una ecuacién rectangular y b) una ecuacion polar de la recta tangente a la gra-
ficade r=2sen260 en 6 = 7 /4.

Determine las coordenadas rectangulares de los vértices de la elipse cuya ecuacion polar es
r=2/(2 —senf).

En los problemas 11 y 12, encuentre una ecuacion rectangular que tenga la misma grafica que la
ecuacion polar dada.

11.

r=-cosf +senf 12. r = sech — 5cos6

En los problemas 13 y 14, encuentre una ecuacién polar que tenga la misma gréfica que la ecua-
cién rectangular dada.

13.
15.

16.

2xy =5 14. (x2 + 2 — 2x)? = 9(x* + y?)
Determine una ecuacién polar para el conjunto de puntos que son equidistantes del origen
(polo) y la recta r = —sec#.

Encuentre una ecuacién polar de la hipérbola con foco en el origen, vértices (en coordena-
das rectangulares) (0, —%) y (0, —4) y excentricidad 2.

En los problemas 17 y 18, escriba una ecuacién de la gréfica polar dada.

17.

19.

20.

21.

22,

23.

y 18. y
—_—bx > x
3 eje 3 eje
polar polar
FIGURA 10.R.1  Grifica del problema 17 FIGURA 10.R.2  Grifica del problema 18
Determine una ecuacién de la hipérbola que tiene asintotas 3y = 5xy 3y = —5x y vértices

(0, 10) y (0, —10).

Encuentre una ecuacién rectangular de la recta tangente a la gréficade r = 1/(1 + cos#) en

0= /2.

El folium de Descartes, discutido antes en la seccién 3.6, tiene la ecuacién rectangular

x° + ¥ = 3axy, donde a > 0 es una constante. Emplee la sustitucién y = #x para encontrar

las ecuaciones paramétricas de la curva. Vea la FIGURA 10.R.3.

Emplee las ecuaciones paramétricas que se encontraron en el problema 21 para determinar

los puntos sobre el folium de Descartes donde la recta tangente es horizontal. Vea la figura

10.R.3.

a) Encuentre una ecuacion polar para el folium de Descartes en el problema 21.

b) Emplee una ecuacion polar para encontrar el drea del lazo sombreado en el primer cua-
drante en la figura 10.R.3. [Sugerencia: Deje que u = tané. |
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600 CAPITULO 10 Conicas y coordenadas polares

24. Utilice las ecuaciones paramétricas encontradas en el problema 21 para mostrar que el
folium de Descartes tiene la asintota inclinada x + y + a = 0. Es la linea punteada roja de
la figura 10.R.3. [Sugerencia: Considere lo que pasaa x, yy x +y cuando r — —1.]

FIGURA 10.R.3 Grifica de los problemas 21-24

25. La grafica de r = 2 sen (6/3) dada en la FIGURA 10.R4 se asemeja a una limac6n con un lazo
interior. Determine el drea del lazo interior.

Y

eje
polar

FIGURA 10.R.4 Grifica del problema 25

26. Encuentre el area de la regién sombreada en la FIGURA 10.R.5. Cada circulo tiene un radio igual
al.

s
\ )
/ eje
polar
FIGURA 10.R.5 Gréfica del problema 26

En los problemas 27 y 28, la grafica de la ecuacién polar dada se rota en torno al origen en la
cantidad indicada.

a) Encuentre una ecuacién polar de la nueva grifica.

b) Encuentre una ecuacion rectangular para la nueva grafica.

27. r=2cos0; en sentido contrario al de las manecillas del reloj, 7/4

28. r=1/(1+ cos0); en el sentido de las manecillas del reloj, /6

29. Un satélite gira alrededor del planeta Jupiter en una 6rbita eliptica con el centro del planeta
en un foco. La longitud del eje mayor de la 6rbita es 10° m y la longitud del eje menor
corresponde a 6 X 10® m. Determine la distancia minima entre el satélite y el centro de
Japiter. ;Cuadl es la distancia maxima?

30. Encuentre el ancho w de cada pétalo de la curva de la rosa r = cos26. Se muestra un péta-
lo en la FIGURA 10.R.6.

FIGURA 10.R.6  Gréfica del problema 30
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Capitulo 11

Vectores y espacio tridimensional

Y
<

En este capitulo Hasta ahora hemos efectuado la mayoria de los intentos en calculo en la
tierra plana del plano cartesiano bidimensional o espacio 2. En los siguientes capitulos
centraremos el interés en examinar la vida matematica en tres dimensiones o espacio 3.
Iniciamos el estudio con un examen de los vectores en dos y tres dimensiones.

11.1 Vectores en el espacio bidimensional
11.2 Espacio tridimensional y vectores
11.3 Producto punto
11.4 Producto cruz
11.5 Rectas en el espacio tridimensional
11.6 Planos
11.7 Cilindros y esferas
11.8 Superficies cuadraticas

Revision del capitulo 11
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602 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

FIGURA 11.1.1  Un vector del
punto inicial A al punto final B

La pregunta relativa a cuédl es la |
direccién de 0 suele responderse
diciendo que al vector cero se le
puede asignar cualquier direc-
cion. Para agregar mas al respec-
to, 0 se necesita para tener un
algebra vectorial.

11.1 Vectores enel espacio bidimensional

I Introduccion Hasta este punto hemos concentrado el estudio, principalmente, en las funcio-
nes de una sola variable cuyas gréficas existen en un plano bidimensional. En esta seccién ini-
ciamos el estudio del célculo de varias variables con una introduccion a los vectores en el espa-
cio bidimensional. En secciones y capitulos subsecuentes el enfoque principal serd en vectores
y funciones definidos en el espacio tridimensional.

I Escalares En ciencia, matemdticas e ingenierfa se distinguen dos cantidades importantes:
escalares y vectores. Un escalar es simplemente un nimero real y se representa mediante una
letra itdlica mindscula, a, k o x. Los escalares se usan para representar magnitudes y pueden tener
unidades especificas asociadas; por ejemplo, 80 pies o 20 °C.

I Vectores geométricos Por otro lado, un vector o vector de desplazamiento puede conside-
rarse como una flecha que conecta dos puntos A y B en el espacio. La cola de la flecha se llama
punto inicial y la punta de la flecha se denomina punto final. Como se muestra en la FIGURA
11.1.1, un vector puede representarse utilizando una letra negrita tal como v o, si deseamos enfa-
tizar los puntos inicial y final A y B, utilizamos AB para representar el vector. Ejemplos de can-
tidades vectoriales mostrados en la FIGURA 11.1.2 son el peso p, la velocidad v y la fuerza de fric-
cién retardadora F.

v

_—
@

a) b) c)
FIGURA 11.1.2 Cantidades vectoriales

-7 - Ve . . . . . -
I Notacion y terminologia La distancia entre los puntos inicial y ﬁnal_d)e un vector AB se
denomina longitud, magnitud o norma del vector y se denota mediante |AB |. Dos vectores que
tienen la misma magnitud y la misma direccién se dice que son iguales. Asi, en la FIGURA 11.1.3

tenemos AB —@ El negativo de un vector E escrito — E es un vector que tiene la misma
magnltud que AB pero la direccion opuesta. Si k # 0 es un, escalar, el multiplo escalar de un
vector, kAB es un vector que eJid veces la longitud de AB Si k > 0, entonces kAB tiene la
r&ma direccion que el vector AB; si k < 0, entonces kAB tiene la direccién opuesta a la de
AB. Cuando k =0, afirmamos que 0AB = 0 es el vector cero. Dos vectores son paralelos si y
s6lo si no son multiplos escalares uno del otro. Vea la FIGURA 11.1.4.

B D
—>
o \ ICDI=3
—> —> 3—) 1—)
— — AB —AB jAB _ZAB
AB IAB1=3
A C

FIGURA 11.1.3  Vectores iguales FIGURA 11.1.4  Vectores paralelos

B Suma y resta Es posible considerar a dos vectores con el mismo punto inicial comun, tal
como A en la FIGURA 11.1.5a). Asi, si vectores no paralelos AB y AC son los lados de un paralelo-
gramo enl_a)ﬁgur_a) 11.1.5b), se dice que el vector que estd en la diagonal principal, o AD, es la
suma de AB y AC. Se escribe

—

AD = AB + AC.
www.FreelLibros.org



11.1 Vectores en el espacio bidimensional 603

D
7 B
\—) — —
AB AB / AD=AB+AC
C C
— —>
A AC A AC
a) b)

FIGURA 11.1.5 Suma de dos vectores

En ciencia y en ingenieria, si dos vectores representan fuerzas, entonces su suma se denomina la
fuerza resultante.
. 0 - - .
La diferencia de dos vectores AB y AC se define mediante

— — — —

AB — AC = AB + (—AQ).
Como puede observar en la FIGURA 11.1.6a), la d1ferenc1a i};? — AC puede interpretarse como la
diagonal principal del paralelogramo con lados AB y —AC. Sin embargo, como muestra la figu-
ra 11.1.6D), la misma diferencia vectorial también puede interpretarse como el tercer lado de un
tridngulo conﬂlos A_B) y AC.Enesta segunda interpretacién, observe que la diferencia de vec-

tores CB = AB — _AC apunta hacia el punto ﬁnal del vector desde el cual se estd restando el
segundo vector. Si AB = AC entonces AB — AC = 0.

B

a) b)
FIGURA 11.1.6  Diferencia de dos vectores

1 Vectores en un plano de coordenadas Para describir un vector analiticamente, supondremos
en el resto de esta seccidn que los vectores a considerar yacen en un plano de coordenadas bidi-
mensional o espacio bidimensional. El vector que se muestra en la FIGURA 11.1.7, cuyo punto ini-
cial es el origen O y cuyo punto final es P(x;, y,), recibe el nombre de vector posicién del punto
Py se escribe

—
OP = (x;, ).

I Componentes En general, cualquier vector en el espacio bidimensional puede identificarse
con un vector posicién tnico a = (a;, a,). Los nimeros a; y a, son las componentes del vector
posicién a.

)3\ Mo BN Vector posicion

El desplazamiento desde el punto inicial P(x, y) hasta el punto final P»(x + 4,y + 3) en la FIGU-
RA11.1.8a) estd cuatro unidades a la derecha y tres unidades hacia arriba. Como se ve en la figura
11.1.8b), el vector posicién de a = (4, 3) es equivalente al vector de desplazamiento PP, desde
P(x, y) hasta P,(x + 4,y + 3).

Py(x+4,y+3)

y
P(4,3)
L ]
a
x

o

b)

FIGURA 11.1.8  Equivalencia de vectores de desplazamiento y posicién |
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604 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

Ya hemos definido geométricamente la suma algebraica, la multiplicacion escalar y la igual-
dad de vectores. Ahora daremos las definiciones algebraicas equivalentes utilizando la forma de
componentes de vectores.

Definicion 11.1.1  Aritmética de componentes

Sean a = (a;, a,) y b = (b, b,) vectores en el espacio bidimensional.

i) Adicién: a + b = (a; + b, a, + by) e))
i) Multiplicacién escalar: ka = (ka,, ka,) 2)
iii) Igualdad: a = bsiysélosia; = bj,a, = b, 3)

I Restas Utilizando (2) definimos el negativo del vector b mediante
~b = (=1)b = (=by, —by).
Entonces es posible definir la resta, o la diferencia, de dos vectores como
a—b=a+ (-b)={(a — b,a, — by). 4)

Enla FIGURA 11.1.9a) vemos ilustrada la suma de dos vectores 0P1 y 0P2 En la figura 11.1.9b) el
vector P,P P,, con punto inicial P, y punto final P,, es la diferencia de los vectores de posicion.

PP, = OP, — OP, = (x; — X1, 3, — Y1)

P(x;+ x5, yi + o)

7

y f y
Po(xo, V5) -7 PN ,
2(xX2, ¥2) /OPI + 0P, Py(x3, ¥2)
' —
N b
oP, . PPy
N POy —x, =1 O_P)
or, | 2
! Py(xp, 1) Py(xp. yp)
oP oP,
X X
o o
a) b)

FIGURA 11.1.9 Resta de vectores

Como se muestra en la figura 11.1.9b), el vector PP 1P, puede dibujarse ya sea a partir del punto
final de 0P1 y terminar en el punto final de OP,, o como el vector posicién oP cuyo punto final
tiene las coordenadas (x, — xy, y, — y;). Recuerde, oP y PP P, se consideran iguales debido a
que tienen la misma magnitud y direccidn.

[=8]3\"|JHelP N Suma y diferencia de vectores
Sia = (1,4)y b = (=6, 3), se encuentra que

a) a-+b, b) a—b y c) 2a + 3b.

Solucién Se emplean (1), (2) y (4).
a) a+b=(1+(-6),4+3)=(=57
by a—-b=(1—-(-6),4-3)=(7,1)
¢) 2a+3b=(28) +(—18,9) = (—16,17) [ |

I Propiedades La forma de componentes de un vector puede usarse para verificar cada una de
las siguientes propiedades.
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11.1 Vectores en el espacio bidimensional 605

Teorema 11.1.1 Propiedades de la aritmética de vectores

i)atb=b+a < ley conmutativa
ii)atb+c)=(@+Db)tec <« ley asociativa
iii) a+0=a «— identidad aditiva
ivyat+(—a)=0 <« inverso aditivo

v) k(a + b) = ka + kb, kun escalar

vi) (ky + ky)a = kja + k,a, k;y k, escalares
vii) (k))(k.a) = (kik))a, k;y k,escalares
viii) la = a

ix) Da=10

El vector cero 0 en las propiedades iii), iv) y ix) se define como

0 = (0, 0).

I Magnitud Con base en el teorema de Pitdgoras y la FIGURA 11.1.10, definimos la magnitud,
longitud o norma de un vector a = (a,, a,) como

la| = Vai + a3

Claramente, |a] = 0 para cualquier vector a, y |a| = 0 si y sélo si a = 0. Por ejemplo, si
a = (6, —2), entonces

la] = V6> + (-2 = V40 = 2V10.

I Vectores unitarios Un vector que tiene magnitud 1 recibe el nombre de vector unitario.
Obtenemos un vector unitario u en la misma direccién que un vector distinto de cero a al mul-
tiplicar a por el escalar positivo k = 1/|a| (reciproco de su magnitud). En este caso afirmamos
que u = (1/]a])a es la normalizacién del vector a. La normalizacién del vector a es el vector
unitario debido a que

Nota: A menudo es conveniente escribir el miltiplo escalar u = (1/]al)a como

a
u=-_
a
4] 3\ Mo kR Vector unitario
Dado v = (2, —1), forme un vector unitario
a) en la misma direccién de v y b) en la direccién opuesta de v.

Solucion Primero encontramos la magnitud del vector v:
v = V4 + (=1 = V5.

a) Un vector unitario en la misma direccion de v es entonces
1 1 2 -1
u=—F7v=—(2,-1)= <>
V5 Vs V5 V5
b) Un vector unitario en la direccién opuesta de v es el negativo de u:
2 1
) .
V5 V5
Siay b son vectores y ¢; y ¢, son escalares, entonces la expresion c;a + ¢,b se denomina

combinacion lineal de a y b. Como veremos a continuacién, cualquier vector en el espacio bidi-
mensional puede escribirse como una combinacién lineal de dos vectores especiales.
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aj

I ai

b)
FIGURA 11.1.11  Los vectores i y
j en forma de componentes

I Losvectoresi, j
suma:

En vista de (1) y (2), cualquier vector a = (a,, a,) puede escribirse como una

(a1, az) = {ay, 0) + (0, ay) = a(1, 0) + ay(0, 1). 3

Los vectores unitarios (1, 0) y (0, 1) suelen darse mediante los simbolos especiales i y j, respec-
tivamente. Vea la FIGURA 11.1.11a). Asi, si

i=({L0 vy =01,

entonces (5) se vuelve a=qi+ aj. (6)

Puesto que cualquier vector a puede escribirse inicamente como una combinacién lineal de
iy j, estos vectores unitarios se conocen como la base estandar del sistema de vectores bidi-
mensionales. Si a = a;i + a,j es un vector de posicidn, entonces la figura 11.1.115) muestra
que a es la suma de los vectores a;i y a,j, los cuales tienen el origen como un punto inicial
comun y yacen, respectivamente, sobre los ejes x y y. El escalar a; se denomina la componen-
te horizontal de a y el escalar a, se llama la componente vertical de a.

Varias formas de vectores
a) 4,7 =4+ 7j
b) (2i —5j) + (8i + 13j) = 10i + §j
o li+jl=Vv2
d) 103 — j) = 30i — 10j
e) a=06i+ 4jyb = 9i + 6j son paralelos, puesto que b es un miltiplo escalar de a. En
este caso b = 3a. |

[8]3\7|JXelEY Gréficas de la suma y diferencia
Seaa =4i + 2jyb = —2i + 5j. Grafique los vectoresa + bya — b.

Solucién De (1) y (4) tenemos, respectivamente,
at+b=2i+7j y a—b=06i— 3j

Las graficas de estos dos vectores en el plano xy estdn dadas en la FIGURA 11.1.12.

y__ )’__
_- 4\
4+ \
s \
- \ 1
\
\
\ ™~a-»b
at+b is
b \ b\ |
a a
X +—t+—t X
a—b
a) b)

FIGURA 11.1.12  Gréficas de los vectores del ejemplo 5

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-35.

= Fundamentos

En los problemas 1-8, encuentre

c) a—b,
e) |a—Db|.
1. a=2i+4j,b=—i+4j

a) 3a, b) a+b,
d) |a+b] y

3.a=(4,0,b=(0 -5
1.

S PR (N P
4., a = —i 6J,b—21+6J

6

5.a=-3i+2j,b=7j
7.a=—b,b=—2i — 9

6. a=(1,3),b= —5a
8. a=(7,10,b=(1,2)
En los problemas 9-14, determine
a) 4a — 2b y b) —3a — 5b.

9.a=(,-3,b=(-1,1) 10. a=1i+jb=3i—2j
1l.a=i—jb=-3i+4j 12. a=(2,0),b =0, —3)
13. a = (4,10, b = —2(1, 3)

14. a= (3, 1) +(=1,2),b = (6,5) — (1,2)
www.FreelLibros.org
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En los problemas 15-18, encuentre el vector P,P,. Grafique
PP,y su correspondiente vector posicion.

15. P(3,2), Py(5,7) 16. Pi(—2, —1), Py(4, —5)

17. P(3,3), Py(5,5) 18. P(0, 3), P5(2,0)

19. Encuentre el punto final del vector P—1152 = 4i + 8j si su
punto inicial es (—3, 10).

20. Encuentre el punto inicial del vector P]—F;Z = (=5, —1)si
su punto final es (4, 7).

21. Determine cuéles de los siguientes vectores son paralelos
aa=4i + 6j.

a) —4i — 6j b) —i- %j
¢) 10i + 15j d) 2(—j) — 3(%i - %J)
e) 8i + 12§ f) Gi+j — (T7i + 4j)

22. Determine un escalar ¢ de manera que a = 3i + ¢j y
b = —i + 9j sean paralelos.

En los problemas 23 y 24, encuentre a + (b + ¢) para los
vectores dados.

23. a=(51),b =(-2,4),¢c = (3, 10)

24. a=(1,1),b ={4,3),¢c=(0, -2

En los problemas 25-28, encuentre un vector unitario

a) en la misma direccién de a, y

b) en la direccién opuesta de a.
25. a=(2,2) 26. a = (—3,4)
27. a=(0, —5) 28. a = (1, —V3)

En los problemas 29 y 30, normalice el vector dado cuando
a=(2,8yb=_34).

29. a+b 30. 2a — 3b

En los problemas 31 y 32, encuentre el vector b que es para-
lelo al vector a dado y tiene la magnitud indicada.

3La=3i+7.b[ =2 32 a=1i—3j b =3

2

33. Encuentre un vector en la direccién opuesta de
a = (4, 10) pero de longitud igual a 3.

34. Dado que a = (1, 1) y b = (-1, 0), encuentre un vector
en la misma direccién que a + b pero cinco veces su lon-
gitud.

En los problemas 35 y 36, emplee la figura dada para dibujar

el vector que se indica.
35. 3b — a 36.a+ (b + ¢)

b

a
\/b
a C

FIGURA 11.1.13  Vectores FIGURA 11.1.14  Vectores
del problema 35 del problema 36

11.1 Vectores en el espacio bidimensional 607

En los problemas 37 y 38, exprese el vector X en términos de
los vectores a 'y b.

37.

punto medio de x

FIGURA 11.1.15  Vectores
del problema 37 b

FIGURA 11.1.16 Vectores
del problema 38

En los problemas 39 y 40, emplee la figura dada para demos-

trar el resultado que se indica.
39.a+b+c=0 40. a+b+ct+d=0

C

a a
FIGURA 11.1.17  Vectores FIGURA 11.1.18  Vectores
del problema 39 del problema 40

En los problemas 41 y 42, exprese el vector a = 2i + 3j
como una combinacién lineal de los vectores dados b y ¢.

.b=i+jc=i—]j
42. b = —2i + 4j, ¢ = 5i + 7j

Se dice que un vector es tangente a una curva en un punto si
es paralelo a la recta tangente en el punto. En los problemas
43 y 44, encuentre un vector tangente unitario a la curva dada
en el punto que se indica.

1,

B.y=0+1 22

4. y=—x*+3x; (0,0)

45. Sean P,, P, y P; puntos distintos tales que a = P?Pz,
b=lﬁ3ya+b=ﬁ3.
a) (Cudl es la relacion de |a + b| con |a| + |b|?
b) (Bajo qué condicién es |a +b| =|a| + |b|?

= Aplicaciones

46. Una carga eléctrica Q se distribuye de manera uniforme
a lo largo del eje y entre y = —a y y = a. Vea la FIGURA
11.1.19. La fuerza total ejercida sobre la carga g sobre el eje
xporlacarga Qes F = Ei + Fj, donde

_ 49 J ‘ L
x dy
dmey )_ 2a(L* + y»)¥?
99 [ y
Y H= 4reg J_a 2a(L* + y*)*? -
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47.

48.

Determine F.

—a 4

FIGURA 11.1.19  Carga eléctrica
del problema 46

Al caminar, el pie de una persona golpea el suelo con una

fuerza F a un dngulo 6 desde la vertical. En la FIGURA

11.1.20, el vector F se descompone en dos componentes

vectoriales F,, que es paralela al suelo, y F,,, que es per-

pendicular al suelo. Para que el pie no resbale, la fuerza

F, debe ser compensada por la fuerza opuesta F; de la

friccién; esto es, Fr= —F,.

a) Utilice el hecho de que |F;| = wl|F,|, donde el simbo-
lo w es el coeficiente de friccién, para demostrar que
tan 6 = . El pie no resbalard para dngulos menores o
iguales que 6.

b) Dado que . = 0.6 para un tacén de hule que golpea
una acera de asfalto, encuentre el angulo de “no res-
balamiento”.

FIGURA 11.1.20  Vectores del
problema 47

Un semaéforo de 200 Ib soportado por dos cables cuelga en
equilibrio. Como se ilustra en la FIGURA 11.1.215), considere
que el peso del semaforo esta representado por w y las fuer-
zas en los dos cables por F; y F». De la figura 11.1.21¢), se
observa que una condicién de equilibrio es

Vea el problema 39. Si
w = —200j

F, = (|F,|cos 20°)i + (|F,|sen20°)j

F, = —(|F;|cos15°)i + (|F,|sen 15°)j,
emplee (7) para determinar las magnitudes de F; y F».
[Sugerencias: Vuelva a leer iii) de la definicién 11.1.1.]

w
a) b) )
FIGURA 11.1.21 Semdéforo en el problema 48

49.

50.

El agua que corre por una manguera contra incendios
ejerce una fuerza horizontal F; de magnitud igual a
200 Ib. Vea la FIGURA 11.1.22. ;Cudl es la magnitud de la
fuerza F5; que un bombero debe ejercer para sostener
la manguera a un dngulo de 45° desde la horizontal?

F
F, 3

-

F,=200i
FIGURA 11.1.22  Vectores del problema 49

Un avién parte de un aeropuerto ubicado en el origen O
y vuela a 150 mi en la direccién 20° noreste a la ciudad
A. De A el avién vuela después 200 mi en la direccién 23°
noroeste a la ciudad B. De B el avién vuela 240 mi en la
direccién 10° suroeste a la ciudad C. Exprese la ubica-
cién de la ciudad C como un vector r igual al que se pre-
senta en la FIGURA 11.1.23. Determine la distancia de O a C.

y N

oo B
«%/J/. W%>E
Ce S
123°
r ]
A
20°
X
o

FIGURA 11.1.23  Vectores del problema 50

= Piense en ello

51.

52.

Mediante vectores, demuestre que las diagonales de un
paralelogramo se bisecan entre si. [Sugerencia: Sea M el
punto medio de una diagonal y N el punto medio de la otra.]

Empleando vectores, demuestre que el segmento de recta
entre los puntos medios de los dos lados de un tridngulo
es paralelo al tercer lado y la mitad de largo.

11.2 Espacio tridimensional y vectores

I Introduccion

En el plano, o espacio bidimensional, una manera de describir la posicién de

un punto P es asignarle coordenadas relativas a dos ejes mutuamente ortogonales denominados
ejes x y y. Si P es el punto de interseccion de la recta x = a (perpendicular al eje x) y la recta
y = b (perpendicular al eje y), entonces el par ordenado (a, b) se dice que son las coordenadas
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11.2 Espacio tridimensional y vectores 609

rectangulares o cartesianas del punto. Vea la FIGURA 11.2.1. En esta seccidn se extenderd este méto-
do de representacion al espacio tridimensional y después se considerardn vectores en el espacio
tridimensional.

I Sistema de coordenadas rectangular en el espacio tridimensional En tres dimensiones, o
espacio tridimensional, se construye un sistema de coordenadas rectangulares utilizando tres
ejes mutuamente perpendiculares. El punto en el cual estos ejes se intersecan se denomina ori-
gen O. Estos ejes, que se muestran en la FIGURA 11.2.2a), se marcan de acuerdo con la llamada regla
de 1a mano derecha: Si los dedos de la mano derecha, apuntando en la direccién del eje x posi-
tivo, se curvan hacia el eje y positivo, el pulgar apuntard entonces en la direccién del nuevo eje
perpendicular al plano de los ejes x y y. Este nuevo eje se denomina eje z. Las lineas punteadas
en la figura 11.2.2a) representan los ejes negativos. Ahora bien, si

X =a, y=b, z=c

son planos perpendiculares a los ejes x, y y z, respectivamente, el punto P en el cual estos pla-
nos se intersecan puede representarse mediante una triada ordenada de nimeros (a, b, ¢) que
se dice son las coordenadas rectangulares o cartesianas del punto. Los nimeros a, b y ¢ se
denominan, a su vez, las coordenadas x, y y z de P(a, b, ¢). Vea figura 11.2.2b).

I
1
1
I
I ’
I
1
1
I

a) mano derecha b)

FIGURA 11.2.2 La regla de la mano derecha y un punto en el espacio tridimensional

I Octantes Cada par de ejes de coordenadas determina un plano de coordenadas. Como se
muestra en la FIGURA 11.2.3, los ejes x y y determinan al plano xy, los ejes x y z determinan al plano
xz, etcétera. Los planos de coordenadas dividen el espacio tridimensional en ocho partes cono-
cidas como octantes. El octante en el cual las tres coordenadas de un punto son positivas se
denomina primer octante. No hay un acuerdo para nombrar a los otros siete octantes.

La siguiente tabla resume las coordenadas de un punto sobre un eje de coordenadas o en un
plano de coordenadas. Como se ve en la tabla, también es posible describir, digamos, el plano xy

mediante una simple ecuacién z = 0. De manera similar, el plano xz es y = 0 y el plano yz es
x=0.

Ejes | Coordenadas | Plano | Coordenadas
X (a, 0, 0) Xy (a, b, 0)
y (0, b, 0) Xz (a, 0, ¢)
Z 0, 0, ¢) ¥z @, b, ¢)

Graficacion de puntos en el espacio tridimensional
Grafique los puntos (4, 5, 6), (3, =3, —1) y (=2, —2,0).

Solucion De los tres puntos que se muestran en la FIGURA 11.2.4, s6lo (4, 5, 6) estd en el primer
octante. El punto (—2, —2, 0) estd en el plano xy.

www.FreelLibros.org

FIGURA 11.2.1 Punto en
el espacio bidimensional

«f Si se intercambian los ejes x y y
en la figura 11.2.2a), se dice
que el sistema de coordenadas
es de mano izquierda.

plano yz

plano xz

plano xy

X
FIGURA 11.2.3 Plano
de coordenadas
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~
W
=)

B )

(=2,-2,0) 4 4

N

1

1

|

I

1

-
N

,

1

1

1

1

1

1

1

1
b

3,-3,—1)e
FIGURA 11.24  Puntos del ejemplo 1 |

I Formula de la distancia Para determinar la distancia entre dos puntos P(x;, yi,21) ¥
P,(x5, y5, 7o) en el espacio tridimensional, vamos a considerar sus proyecciones sobre el plano xy.
Como puede observar en la FIGURA 11.25, la distancia entre (x;, y;, 0) y (xa, ¥, 0) sigue de la

férmula usual de la distancia en el plano y es\/(xz — x)* + (v, — y)* En consecuencia, del
teorema de Pitdgoras aplicado al tridngulo rectdngulo P, P3P, tenemos

[d(Py, Pz)]2 = [\/(xz - x1)2 + (- )71)2]2 + ‘Zz - Zl|2
0 d(P;,P) = Vit — x) + (32 — 1) + (22 — 21 (1

Py(x3, Y2, 2)

Py(xy, yys21) 12— 24l
E EP3(X2’y2’ ZI)
1 >y
;/(xlsyl,O)&-\ ) .
* :
776 (0, 3, 0)

V-0 + (-3’
FIGURA 11.25 Distancia entre dos puntos en el espacio tridimensional

)3\ [Nl A Distancia entre puntos en el espacio tridimensional
Encuentre la distancia entre (2, —3,6) y (—1, =7, 4).

Solucion De (1),
d= \/(2 — (=D + (=3 = (=7)* + (6 — 4)* = V20. [ |

I Formula del punto medio Es posible utilizar la férmula de la distancia para mostrar que las
coordenadas del punto medio del segmento de recta en el espacio tridimensional que conecta
los distintos puntos P(x, y1, 21) ¥ P2(xs, 2, 20) son

Xt ntwmwutn
2 7 2 2 ’

2)

Vea el problema 64 en los ejercicios 11.2.

)3\ [JNe &N Punto medio en el espacio tridimensional

Determine las coordenadas de punto medio del segmento de recta entre los dos puntos del ejem-

plo 2.
1
(15 :

Solucion De (2) obtenemos
2+ 3+(7 6+4
2 7 2 2
www.FreelLibros.org
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I Vectores en el espacio tridimensional Un vector a en el espacio tridimensional es cualquier
triada ordenada de nimeros reales

a= <a19 ay, Cl3>,

donde a,, a, y a; son las componentes del vector. El vector posicion de un punto P,(x;, y;, 7;)
en el espacio tridimensional es el vector 0P = (x1, y1, z1), cuyo punto inicial es el origen O y
cuyo punto final es P. Vea la FIGURA 11.2.6.

Las definiciones de componentes de la adicién, sustraccién y multiplicacién por un esca-
lar, etc., son generalizaciones naturales de las que se dieron para vectores en el espacio bidimen-
sional.

Definicion 11.2.1  Aritmética de componentes

Sean a = (a,, a,, as) y b = (b, b,, b3) vectores en el espacio tridimensional.

i) Suma:a +b = (a; + by, a, + by, a3 + by)

i) Multiplicacién escalar: ka = (kay, ka,, kas)
iii) Igualdad: a=bsiy sélosia; = by,a, = by, a3 = by

iv) Negativo: —=b = (—=1)b = (=by, —b,, —b3)

v) Restaza — b =a + (=b) = (a; — b, a, — by, a3 — by)
vi) Vector cero: 0 = (0, 0, 0)

vii) Magnitud: |a| = Va} + & + a3

— —
SiOP,y Qlfz son los vectores de posicion de los puntos P (xy, ¥y, 21) Y Po(xa, ¥», 25), enton-
ces el vector PP, estd dado por
—> — —
P\P, = 0P, = OP, = (x; = X1, )2 — Y1, 22 — 21)- (3
—>
Como en el espacio bidimensional, P, P, puede dibujarse ya sea como un vector cuyo punto ini-
cial es P; y cuyo punto final es P,, o como un vector posicion OP con punto final
P = (X2 — XL Y2 T V1,2 — Z]). Vea la FIGURA 11.2.7.
Z

P,P, Py(xy, y2, 2)

Pl(xl,yl,fl) &))2
—
op, POy —x1, 2=y, 22— 21)

=
op—>)

FIGURA 11.2.7 Un vector que conecta dos puntos en el espacio tridimensional

H]5\" [ Xe}¥"8 Vectores entre dos puntos

Determine el vector PTPZ si los puntos P, y P, estdn dados por P, = (4,6, —=2)y P, = (1, 8, 3).

Solucién Si los vectores de posicion de los puntos son 07’1 =4,6,-2)y 04)}’2 =(1,8,3),
entonces de (3) tenemos

— — —>
PP, =0P,— OP, =(1 —4,8—6,3 —(—2)) =(=3,2,5). [ ]

]S\ [N Vector unitario

Encuentre un vector unitario en la direccion de a = (=2, 3, 6).

Solucién Puesto que un vector unitario tiene longitud 1, primero encontramos la magnitud de
a 'y después se usa el hecho de que a/|a| es un vector unitario en la direccién de a. La magnitud

deaes
la| = V(=2 + 3+ 6> = V49 = 7.
El vector unitario en la direccién de a es

a _ 1. _ (236
== 2,3,6>—< 7,7,7>. ]

a /
www.FreelLibros.org

P(xp, v, 21)

X
FIGURA 11.26  Un vector en el
espacio tridimensional
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b)
FIGURA 11.28 Empleo de los
vectores i, j, k para representar un
vector de posicién a

I Los vectores i, j, k En la seccion precedente se mencioné que el conjunto de dos vectores
unitarios i = (I, 0) y j = (0, 1) constituye una base para el sistema de vectores bidimensionales.
Esto es, cualquier vector a en el espacio bidimensional puede escribirse como una combinacién
lineal deiy j: a = a;i + a,j. De igual manera, cualquier vector a = (ay, a,, as) en el espacio tri-
dimensional se puede expresar como una combinacién lineal de los vectores unitarios

i=(,0,0, j=(,1,0, k=1{0,0,]1).
Para ver esto usamos i) y ii) de la definicién 11.2.1 para escribir
<‘117 a, (13> = <a1, 0, O> + <O, ay, O> + <0, 0, a3>
a(1,0,0) + a,(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1),

esto es, a=ai+t aj+ ak

Los vectores i, j y Kk ilustrados en la FIGURA 11.2.8a) se llaman la base estandar del sistema de
vectores tridimensionales. En la figura 11.2.8b) observamos que un vector posicidn
a=ai+ a,j + ask esla suma de los vectores a,i, a,j y asK, los cuales yacen a lo largo de los
ejes de coordenadas y tienen el origen como un punto inicial comtin.

)3\ Mo l:N Empleo de los vectores i, j, k

El vector a = (7, —5, 13) es el mismo que a = 7i — 5j + 13k. ]

Cuando se toma en consideracion la tercera dimensién, cualquier vector en el plano xy se
describe de manera equivalente como un vector tridimensional que yace en el plano de coorde-
nadas z = 0. Si bien los vectores {(a;, a,) y {a,, a,, 0) técnicamente no son iguales, se ignorard la
distincién. Esta es la razon, por ejemplo, por la que se denotan (1, 0) y (1, 0, 0) mediante el mismo
simbolo i. Un vector ya sea en el plano yz o en el plano xz también debe tener una componente
cero. En el plano yz el vector b = (0, b,, b3) se escribe como b = b,j + b;k.

N3\ [N BV A \ectores en los planos de coordenadas

a) Elvectora = 5i + 3k = 5i + 0j + 3Kk yace en el plano xz y también puede escribir-
se como a = (5,0, 3).

by [5i+3k|=V5+0+3=V25+9=V34 ]

] 5" |JHe M- N Combinacion de vectores

Sia =3i —4j + 8ky b =i — 4k, encuentre 5a — 2b.

Solucién Al escribir 5a = 15i — 20j + 40k y 2b = 2i + 0j — 8k obtenemos

5a — 2b = (15i — 20j + 40k) — (2i + 0j — 8k)
13i — 20j + 48k. [ |

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-35.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, grafique el punto dado. Utilice los mis-

mos ejes de coordenadas.
1. (1,1,5)

3. (3,4,0)
5. (6,—2,0)

En los problemas 7-10, describa geométricamente todos los
puntos P(x, y, z) cuyas coordenadas satisfagan la condicién

dada.

7. z=5 8. x=1
2. (0,0,4) 9. x=2,y=3 10. x=4,y=—-1,z=7
4. (6,0, 0) 11. Proporcione las coordenadas de los vértices del paralele-

pipedo rectangular cuyos lados son los planos de coorde-
nadas y los planos x = 2,y = 5,z = 8.
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12. En la FIGURA 11.2.9 se muestran dos vértices de un parale-
lepipedo rectangular que tiene lados paralelos a los pla-
nos de coordenadas. Determine las coordenadas de los
restantes seis vértices.

. (—1,6,7)

o »

s 1 4

y | e ]

[ = == S it 1

1 ; ! 1

| pRpmpN— =

[ T 4

v

(3.,3,4

FIGURA 1129 Paralelepipedo del problema 12

13. Considere el punto P(—2, 5, 4).

a) Si las lineas se dibujan desde P perpendicular a los
planos coordenados, ;cudles son las coordenadas del
punto en la base de cada perpendicular?

b) Si se dibuja una linea desde P al plano z = —2, ;jcua-
les son las coordenadas del punto en la base de la per-
pendicular?

¢) Determine el punto en el plano x = 3 que es mds cer-
cano a P.

14. Determine una ecuacién de un plano paralelo a un plano
de coordenadas que contenga el par de puntos indicado.
a) 3,4, -5),(-2,8,-5)
b) (I, -1, 1,1, —-1, -1
©) (=2,1,2),(2,4,2)
En los problemas 15-20, describa el conjunto de puntos
P(x, y, z) en el espacio tridimensional cuyas coordenadas satis-
fagan la ecuacién dada.
15. xyz =0 16. ¥ +y*+2=0
17. x+ 1+ (y =2+ (2 + 3 =0
18. x —2)z—8) =0
19. 2 -25=0
En los problemas 21 y 22, encuentre la distancia entre los
puntos indicados.
21. (3, —1,2),(6,4,8) 22. (—1,-3,5),(0,4,3)
23. Determine la distancia del punto (7, —3, —4) a
a) el plano yz 'y b) el eje x.

20 x=y =7z

24. Determine la distancia desde el punto (—6, 2, —3) hasta
a) el plano xz y b) el origen.

En los problemas 25-28, los tres puntos dados forman un

tridngulo. Determine cudles tridngulos son isdsceles y cudles

son tridngulos rectos.

25. (0,0,0), (3,6, —6),(2,1,2)

26. (0,0,0),(1,2,4),(3,2,2V2)

27. (1,2,3),(4,1,3),(4,6,4)

28. (1,1, —1),(1,1,1),(0, —1, 1)

En los problemas 29-32, utilice la férmula de la distancia para

determinar si los puntos dados son colineales.

29. P((1,2,0), P,(—2, =2, —3), P5(7, 10, 6)

30. P(1,2, —1), P50, 3,2), Py(1, 1, =3)

11.2 Espacio tridimensional y vectores 613

31. Pi(1,0,4), P,(—4, —3,5), P3(—7, —4, 8)
32. P1(2, 3’ 2)’ PZ(I’ 4a 4)’ P3(55 O’ _4)

En los problemas 33 y 34, resuelva para la incdgnita.
33' Pl(-x9 2’ 3)9 P2(2, 1’ l)’ d(Pla PZ) =V 21
34' Pl(x$ X, 1)’ P2(07 3$ 5); d(Pl’ PZ) = 5

En los problemas 35 y 36, encuentre las coordenadas del

punto medio del segmento de recta entre los puntos indicados.

35. (1,3,3),(7, —2,3) 36. (0,5, —8), (4,1, —6)

37. Las coordenadas del punto medio del segmento de recta
entre P(x;, v, z1) y P»(2, 3, 6) son (—1, —4, 8). Encuen-
tre las coordenadas de P;.

38. Sea P; el punto medio del segmento de recta entre
Pi(—3,4,1) y P,(—5,8,3). Encuentre las coordenadas
del punto medio del segmento de recta.

a) entre P,y Pyy b) entre P53y P».

En los problemas 39-42, exprese el vector Pl—152 en forma de
componentes.

39. P,(3,4,5), P,(0, —2, 6)
41. P,(0, —1,0), Py(2,0, 1)

40. P,(—2,4,0), P, (6,3, 8)
42. P\(5,3,5), P53, 5. 12)

En los problemas 43-46, dibuje el vector dado.
43. (3,5, -2) 4. (2,0, 4)
45. i+ 2j — 3k 46. —4i + 4j + 2k

En los problemas 47-50, determine el eje o plano en el cual
yace el vector dado.

47. (7, -3,0)
49. 4k

48. (0,2, 0)
50. —2j + 5k

En los problemas 51-58, a=(1,-3,2),b=(-1, 1, )y ¢ =
(2, 6, 9). Encuentre el vector o escalar indicado.

51. a+ (b + ¢ 52.2a— (b — ¢
53. b + 2(a — 3¢) 54. 4(a + 2¢) — 6b

55. |a + c| 56. |c||2b]
57. | 2| + s‘b‘ 58. [bla + |a|b
a bl

59. Determine un vector unitario en la direccién opuesta de
a = (10, =5, 10).

60. Encuentre un vector unitario en la misma direccién que
a=1i-—3j+2k

61. Encuentre el vector b que es cuatro veces la longitud de
a =1 — j + ken la misma direccién que a.

62. Encuentre el vector b para el cual |b| = } que es parale-
loaa = (=6, 3, —2) pero tiene la direccién opuesta.

= Piense en ello

63. Mediante los vectores a y b que se muestran en la FIGURA
11.2.10, dibuje el “vector promedio” 3(a + b).
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614 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

das del punto en el sistema de la nave espacial si ésta
efectia un declive, balanceo y desvio del eje en secuen-
cia a través de los dngulos a = 30°, B = 45°, y = 60°.
4 YA P(x,y,2) 0

declive

X
FIGURA 11.2.10  Vectores

del problema 63 3: \(;f_(;
balanceo J
L . . y
64. Emplee la formula de la distancia para demostrar que
m( ™ +x2’y1 +)’2,Z1 + 2
2 2 2
a)

es el punto medio del segmento de recta entre P;(xy, i, 2;) FIGURA 11.2.11 - Nave espacial del problema 65

P5(x5, V5, 20). [Sugerencia: Demuestre que )
y Polbvz, y2. 22)- [Sug d 66. (Para trabajar este problema, debe aprender acerca, o

d(P;,M) = dM, P,)y d(Py, P,) = d(P\, M) + d(M, P,).] estar familiarizado, con la multiplicacién de matrices.)
a) Cada sistema de ecuaciones en el problema 65 puede

escribirse como una ecuacién matricial. Por ejemplo,
65. Como se ilustra en la FIGURA 11.2.11a), una nave espacial el dltimo sistema es

puede efectuar rotaciones denominadas declive, balan-

= Proyectos

ceo y desvio del eje alrededor de tres ejes distintos. Para s R
descubrir las coordenadas de un punto P se recurre a dos Ys | = My| Yk |,
. . <s <R
sistemas de coordenadas: un sistema de coordenada car-
tesiano fijo y tridimensional en el cual las coordenadas de cosy seny 0
P son (x,y,z) y un sistema de coordenada de la nave donde My=|—seny cosy 0 |.Identifique
espacial que se mueve con la rotacién particular. En la 0 0 1| las matrices M,
figura 11.2.11b) se ha ilustrado un desvié del eje (esto es,
una rotacion alrededor del eje z, que es perpendicular al y Mg y escriba los primeros dos sistemas como
plano de la pagina). Cuando la nave espacial efectia un Xp X Xp xp
declive, balanceo y desvio delleje en secuencia a través e | = Mp|y y Y | = Mg|¥r |,
de los dngulos «a, By 7, respectivamente, las coordenadas 2 z % 2
finales del punto P en el sistema de la nave espacial
(x5, v, 25) se obtienen a partir de la secuencia de transfor- b) Verifique que las coordenadas finales (x, ys, z5) en el
maciones: sistema de la nave espacial después del declive, balan-
Xp =X Xz = Xpcos B — zpsenf ceo y desvio del eje se obtienen de
yp =y COSa + zsena YR = Vp Xs X
zp = —ysena + zcosa, 2zZp = xpsenfB + zpcosp, s | = MyMeM,|Y |.
Xg = XgCOSy + ygseny s Z
oL ke ¢) Con (r,y,9=(1,1,1) y a=30°, B=45° y = 60°,
efectie la multiplicacion de matrices indicada en el
Suponga que las coordenadas de un punto son (1, 1, 1) en inciso b) y verifique que su respuesta es la misma que
el sistema de coordenadas fijo. Determine las coordena- en el problema 65.

11.3 Producto punto

I Introduccion En ésta y en la siguiente seccion consideraremos dos tipos de productos entre
vectores que se originaron en el estudio de la mecdnica, la electricidad y el magnetismo. El pri-
mero de estos productos, conocido como producto punto, se estudia en esta seccion.

I Forma de componentes del producto punto El producto punto, definido a continuacidn, se
conoce también como producto interior o producto escalar. El producto punto de dos vecto-
res a y b se denota mediante a - b y es un nimero real, o escalar, definido en términos de las
componentes de los vectores.
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11.3 Producto punto

Definicion 11.3.1 Producto punto de dos vectores

En el espacio bidimensional el producto punto de dos vectores a = {(aj, ay) y b = (by, by) es
a-b= Cllbl + azbz. @)

En el espacio tridimensional el producto punto de dos vectores a = (a;, a,, az)y b = (b, b,, b3)
es

a-b= albl + Clzbz + (13b3. (2)

H]S\[JXe BN Productos punto utilizando (2)
Sia = 10i + 2j — 6k y b = —1i + 4j — 3k, entonces se deduce de (2) que

a-b= (10)(—5) + (2)4) + (—6)(—3) = 21. u

A3\ KBV A Productos punto de los vectores de la base
Puesto que i =(1, 0, 0), j=(0, 1, 0) y k =(0, 0, 1), vemos de (2) que
i-j=ji=0 jk=k-j=0 y k-i=i-k=0. 3)

De manera similar, por (2)

i-i=1, joj=1 y k-k=1. 4 m

I Propiedades EI producto punto posee las siguientes propiedades.

Teorema 11.3.1 Propiedades del producto punto
i) a-b=0sia=00b=20
ii) a-b=>b-a < ley conmutativa
i) a-(b+c)=a-b+a-c « ley distributiva
iv) a-(kb) = (ka)-b = k(a-b), kunescalar
v) a-a=0
vi) a-a=|a|?

DEMOSTRACION  Se prueban los incisos iii) y vi). Las demds pruebas se dejan al estudiante.
Vea el problema 53 en los ejercicios 11.3. Para probar el inciso iii) se deja a = (ay, ay, az),
b =(by, by, b3) y ¢ = (¢}, ¢,, ¢3). Entonces
a-(b+ ¢ = (a. axa) ((by, by b3) + (c1, 2. ¢3))
=(ay, ay, az) - (by + ¢1, by + ¢3, b3 + ¢3)
= ay(by + ¢)) + ayby + ) + az(bs + ¢3)

_ puesto que la multiplicacion de
= ab + aey + by + a0, F ashy + ases <—{nljmems reales es distributiva
= (a\b; + arb, + asb;) + (a;c; + arc, + azc3) respecto a la adicién

=a-b+a-c
Para demostrar el inciso vi) notamos que

a-a=(ay,ayas)-{(a,a,a)=ai +a + a3 = |al® ]

I Forma alterna También puede expresarse el producto punto de dos vectores en términos de
las longitudes de los vectores y del angulo entre ellos.
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616 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

Teorema 11.3.2 Forma alterna del producto punto

El producto punto de dos vectores a y b es

Esta forma mds geométrica es la a-b= ‘a‘ ‘b|COS 0, (5)
que se usa por lo general como
la definicién del producto punto donde 6 es el dngulo entre los vectores tal que 0 = 6 = 7.
en un curso de fisica.
a ¢ DEMOSTRACION Suponga que 6 es el dngulo entre los vectores a = a;i + a»j + azk y
0 b = bii + b,j + bs;k. Entonces el vector
b

c=b—-—a=0Gb—a)i+ (b, — a)j + (b5 — ay)k
FIGURA 11.3.1 El vector ¢ en la (b v > i (bs )

prueba del teorema 11.3.2 es el tercer lado del tridngulo en la FIGURA 11.3.1. Por la ley de los cosenos podemos escribir
le|?> = |b|> + |a|> — 2|a|[blcos & o |a||bcos® = 3(|b|* + |a|> — |c|). (6)
a
% Al emplear la]*> = a} + & + a3, |b|> = b} + b3 + b3,
b
o) y > =[b—al*= (b —a) + by — @)’ + (b — @),
se simplifica el lado derecho de la ecuacién en (6) a a;b; + a,b, + asb;. Puesto que ésta es la
‘\a<\ definicién del producto punto, se observa que |a| |b| cos 6 =a - b. [ |
0
b 1 Angulo entre vectores La FIGURA 11.3.2 ilustra tres casos del dngulo 6 en (5). Si los vectores a
b) y b son paralelos, entonces 6 es el mds pequeiio de los dos dngulos posibles entre ellos. Al resol-
AR
a b
c)

ver para cos 6 en (5) y utilizando después la definicién del producto punto en (2) tenemos una
férmula para el coseno del dngulo entre los dos vectores:

a-b ab, + ab, + asb;
cos O = = . @)
|a[b] ja[[b]

FEVEIEN Angulo entre dos vectores

Determine el dngulo entrea = 2i + 3j + kyb = —i + 5j + k.

FIGURA 11.3.2 El dngulo 6 en el
producto punto

Solucion Tenemos |a| = V14, |b| =\/27 y a-b = 14. En consecuencia, (7) produce

14 1
0= —F——==-V42,
RV RV, B
y porello § = cos™!'(V42/9) =~ 0.77 radianes 0 6 = 44.9°. []

I Vectores ortogonales Si a y b son vectores distintos de cero, entonces el teorema 11.3.2
implica que

i)a-b>0 siysélosi 6 esagudo,
ii) a-b <0 siyso6losi 6 esobtusoy
iii) a-b=0 siysélosi cosf=0.

Sin embargo, en el dltimo caso el tnico ndimero en [0, 277 ] para el cual cos § =0 es 6 = 7/2.
Las palabras ortogonal'y per- - Cuando 6 = /2, se dice que los vectores son ortogonales o perpendiculares. Asi, se llega al

pendicular se usan indistinta- siguiente resultado.
mente. Como regla general se

usard ortogonal al referirse a
vectores y perpendicular cuando

se involucre a una recta 0 a un Teorema 11.3.3 Criterio para vectores ortogonales
plano.

Dos vectores distintos de cero a 'y b son ortogonales si y s6losia-b = 0.

Puesto que 0 - b = 0 para todo vector b, el vector cero se considera ortogonal a todo vector.
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11.3 Producto punto 617

=N]S\Y[JXe "8 Vectores ortogonales

Sia= —3i—j+4kyb = 2i + 14j + 5k, entonces

a-b=(-3)Q2) + (—D4) + 4)S5) = 0.
Del teorema 11.3.3 concluimos que a y b son ortogonales. [ |
I Cosenos directores Para un vector distinto de cero a = a;i + a,j + ask en el espacio tridi-

mensional, los dngulos «, By 7y entre a y los vectores unitarios i, j y Kk, respectivamente, reciben
el nombre de angulos directores de a. Vea la FIGURA 11.3.3. Ahora bien, por (7),

coscz=a7'i cosﬁ=ai.j cos*y=ﬂ
lalli]” lallil’ lallk|’
la cual se simplifica en
_a _ D _ a3
cos a = m’ cos = w’ cosy = w FIGURA 11.3.3 Los angulos

directores de un vector

Afirmamos que cos «, cos 3, cos vy, son los cosenos directores de a. Los cosenos directores de
un vector distinto de cero a son simplemente las componentes del vector unitario a/|a|:
a, a . as
= oAt ok
la| fal”  a]" " [al

= (cos a)i + (cos B)j + (cos y)k.
Puesto que la magnitud de a/|a| es 1, se sigue de la dltima ecuacién que

cos’a + cos’B + cos’y = 1.

A3\ KoM Cosenos directores y angulos directores

Determine los cosenos directores y los dngulos directores del vector a = 2i + 5j + 4k.

Solucién De |a| = V22 + 5+ 42 =45 = 3V/5, observamos que los cosenos directores
son

cosB=i cos y =

3V5

COoOS a = L i
3V5 3V5

Los dngulos directores son

a= cos“(z) ~ .27 radianes o « = 72.7°

3V5
B = COS](3\56) ~(0.73radian o B =41.8°
y Yy = COSI(;@) ~ (093 radidn o 7y = 53.4°. |

Observe en el ejemplo 5 que

2 2 2., — 2 —
Ccos“ a + cos ,B"'COS Y = 5+ 5+ 5 1.

1 Componentes de a sobre b Utilizando la ley distributiva junto con (3) y (4) es posible usar
las componentes de un vector a = a;i + a,j + azk en términos del producto punto:

a1=a-i, a2:a‘j, a3:a‘k. (8)
De manera simbodlica, se escriben las componentes de a como

comp;a = a-i, compja=a-j, compga=a-Kk. ©)]
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618 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

N7
R lal cos 6
.

. b)

FIGURA 11.3.4 Componente de
un vector a sobre un vector b

A continuacién se verd que el procedimiento indicado en (9) contintia para determinar la com-
ponente de un vector a sobre un vector b. Advierta que en cualquiera de los dos casos que se
ilustran en la FIGURA 11.3.4,

comppa = |a|cos 6. (10)
En la figura 11.3.4D), comppa < 0, puesto que 77/2 < 6 = . En este caso, al escribir (10) como

|a|[blcos & _a-b
[b| [b[ *

compya

observamos que comppa = a- <|l:> (11)
En otras palabras:

e Para encontrar la componente de un vector a sobre un vector b, se multiplica a con un
vector unitario en la direccién de b.

[=8]3\"|JEelGN Componente de un vector sobre otro
Seana = 2i + 3j —4kyb =1i + j + 2k. Determine
a) compyay b) comp,b.

Solucién
a) Primero se forma un vector unitario en la direccion de b:

b 1
b| = V6 porloque —+=—=(+j+ 2k).
b porloque 7r= T2+ ] )
Entonces de (11) tenemos
1 3
comppa = 2i +3j —4k)-—=(@{ +j + 2k) = ——.

b) Al modificar (11) de manera correspondiente, tenemos

comp,b = b - <|:>.
N

Entonces |a| = V29 porlo que ﬁ‘ = @(Zi + 3j — 4k),
1 3
mp,b=>G+j+2k)-——Qi +3j —4k) = ——. [ |
y comp, i+ ) 79( 1 J ) V29

I Proyeccion de asobreb Como se ilustra en la FIGURA 11.3.5a), la proyeccion de un vector a en
cualquiera de las direcciones determinadas por i, j, k es simplemente el vector formado al mul-
tiplicar la componente de a en la direccidn especificada con un vector unitario en esa direccion;
por ejemplo,

proy;a = (comp;a)i = (a-i)i = aji,

y asi sucesivamente. La figura 11.3.5b), muestra el caso general de la proyecciéon de a sobre b:

b
proyp,a = (compy,a) <|b| ) (12)
z
| N
“~oa
proyia i
I
I
|
1
I
kA 1 proyja
:j ! /:’ ! vector unitario ib
Vo,
___________,"/ ?(O‘Jha
X a) b)

FIGURA 11.3.5 Proyeccién de un vector a sobre un vector b
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(N3 JHe By A Proyeccion de a sobre b

Determine la proyeccion de a = 4i + j sobre el vector b = 2i + 3j. Grafique.

Solucién Primero se determina la componente de a sobre b. Puesto que [b| = V13, encontra-
mos de (11),

compya = (4 + j) -%(21 +3) = %
Asi, de (12),
(11 1 . o 22, 33,
proy,a = (\/B)(m)(m + 3j) 31 + 3 |

La grafica de este vector se muestra en la FIGURA 11.3.6.

I Proyeccion de a ortogonal sobreb Como se ve en la FIGURA 11.3.7, los vectores a y proypa son
la hipotenusa y un lado del tridngulo rectangulo, respectivamente. El segundo lado del tridngulo
es entonces

a — proypa.

Este es un vector que es ortogonal a b y se le denomina proyeccién de a ortogonal a b.

A3\ Kol N Proyeccion de a ortogonal a b
Seana = 3i — j + Skyb = 2i + j + 2k. Determine la proyeccion de a ortogonal a b.

Solucion Primero se determina la proyeccién de a en b. Puesto que [b| = 3, tenemos por (11)
que

comppa = 3i — j + 5k)~%(2i +j+ 2k) =5,

por lo que, utilizando (12),

_ 1Y, . _ 10, 5., 10
proy,a = (5)<3>(21 +j+ 2k = ER + 3 + 3 k.
Entonces, la proyeccién de a ortogonal a b es
10 5 10 1 8 5
. s s (10, 5., 10,\_ 1. 8. 5 -
a — proypa = (3i — j + 5k) <31+3J+3k) 31 3‘|+3k.

I Interpretacion fisica del producto punto En la seccion 6.8 observamos que cuando una fuer-
za constante de magnitud F' mueve un objeto a una distancia d en la misma direccién de la fuer-
za, el trabajo realizado es simplemente

W = Fd. 13)
Sin embargo, si una fuerza constante F aplicada a un cuerpo actia en un dngulo 6 respecto a la
direccién de movimiento, entonces el trabajo realizado por F se define como el producto de
la componente de F en la direccién del desplazamiento y la distancia |d| que se mueve el cuerpo:

W = (|F|cos 6)d| = |F||d|cos 0.

Vea la FIGURA 11.3.8. Se concluye del teorema 11.3.2 que si F provoca un desplazamiento d de un
cuerpo, entonces el trabajo realizado es

W=F-d.
Note que (14) se reduce a (13) cuando 6 = 0.

(14)

A3\ [JHe BN Trabajo realizado por una fuerza a un angulo

Determine el trabajo realizado por una fuerza constante F = 2i + 4j sobre un bloque que se
mueve de P(1, 1) a Py(4, 6). Suponga que |F| se mide en libras y |d| se mide en pies.

Solucién El desplazamiento del bloque esta dado por
— —> —
d=PP,=0P,— OP =3i+5j
Se concluye de (14) que el trabajo realizado es
W = (2i + 4j) - (3i + 5j) = 26 pies-Ib. ]
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FIGURA 11.3.6 Proyeccién de a
sobre b

a — proypa

proypa
FIGURA 11.3.7  EI vector
a — proy, a es ortogonal a b

Fo ]|

I d |
FIGURA 11.3.8 Trabajo realizado
por una fuerza que actia a un
angulo 6 con la direccién de
movimiento
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m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36.

= Fundamentos

En los problemas 1-12,a=2i —3j+4k,b=—i+2j+5ky
¢ = 3i + 6j — k. Determine el vector o escalar indicado.

1.a-b 2. b-c

3.a-c 4. a-(b + ¢

5. a-(4b) 6. b-(a—¢)
7.a-a 8. (2b) - (3¢)
9.a:-(a+b+o¢ 10. (2a) - (a — 2b)

12. (¢c-b)a

a-b
(22

En los problemas 13-16, determine a - b si el dngulo mas
pequefio entre a y b es como se indica.

13. |a| = 10, |b| = 5,0 = 7/4
14. |a| = 6,[b| = 12,0 = 7/6
15. |a| =2, b| = 3,0 = 27/3
16. |a| = 4,[b| = 1,0 = 57/6

En los problemas 17-20, determine un dngulo 6 entre los vec-
tores indicados.

17. a =3i — k, b = 2i + 2k
18. a=2i+jb=—-3i—4j
19. a=(2,4,0,b=(-1,-14)
20. a = (3, 5,5,b =2, —4,6)

21. Encuentre cudles pares de los siguientes vectores son

ortogonales.

a) (2,0, 1) b) 3i +2j—k
c)2i—j—k d)i—4j+ 6k
e) (1.—1.1) f) (-4.3.8)

22. Determine un escalar ¢ de manera que los vectores dados
sean ortogonales.
a) a=2i—cj+3kb=3i+2j+ 4k
b) a={c,5c\b=(-3,4,0c)

23. Determine un vector v = {xj, y;, 1) que es ortogonal tanto
aa=(3,1,—1)comoab = (=3,2,2).

24. Un rombo es un paralelogramo de dngulos oblicuos con
los cuatro lados iguales. Utilice el producto punto para

demostrar que las diagonales de un rombo son perpen-
diculares.

25. Verifique que el vector
_a-b
laf®

c=Db

es ortogonal al vector a.

26. Determine un escalar ¢ de manera que el dngulo entre
a=i+cjyb=1i+ jsea45°.

En los problemas 27-30, encuentre los cosenos directores y
los angulos directores del vector dado.

27.a=i+2j+3k 28. a = 6i + 6j — 3k
29. a = (1,0, —\3) 30. a=(57,2)

31. Encuentre el angulo entre la diagonal A_i del cubo que se
muestra en la FIGURA 11.3.9 y el borde AB. E:)termine el
angulo entre la diagonal AD y la diagonal AC.

FIGURA 11.3.9 Cubo del problema 31

32. Un avidn se encuentra a 4 km de altura, 5 kilémetros
hacia el sur y 7 kilémetros hacia el este de un aeropuer-
to. Vea la FIGURA 11.3.10. Determine los dngulos directores
del avién.

arriba

aeropuerto

..................

FIGURA 11.3.10  Avién del problema 32

En los problemas 33-36,a =i — j + 3kyb = 2i + 6j + 3k.

Determine el nimero indicado.
33. compya 34. comp,b

35. comp,(b — a) 36. comp,(a + b)

En los problemas 37 y 38, encuentre la componente del vec-
tor indicado en la direccién del origen al punto que se indica.
37. a=4i+ 6j; P@3,10)

38.a=2,1,—-1) P, —1,1)

En los problemas 39-42, determine a) proypa y b) la proyec-
ci6én de a ortogonal a b.

39. a= -5+ 5j,b=-3i +4j

40. a =4i +2j,b= —3i +j

41. a=(—1,-2,7,b = (6, -3, -2)

4. a=(1,1,1),b=(=2,2,—1)

En los problemas 43 y 44, a=4i+3jy b=—-i+j.
Determine el vector indicado.

43. PIOY(a+b)ad

44. Proyeccion de b ortogonal aa — b.
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= Aplicaciones

45.

46.

47.

48.

49.

50.

Un trineo se jala horizontalmente sobre el hielo por me-
dio de una cuerda unida a su frente. Una fuerza de 20 1b
que actda a un angulo de 60° con la horizontal desplaza
el trineo 100 pies. Determine el trabajo realizado.
Se empuja un tren a lo largo de un riel recto con una fuer-
za de 3 000 Ib actuando a un dngulo de 45° en la direc-
cién de movimiento. Determine el trabajo realizado al
mover el tren 400 pies.
Encuentre el trabajo realizado por una fuerza constante
F = 4i + 3j + 5k que mueve un objeto de P(3, 1, —2)
a Py(2, 4, 6). Suponga que |F| se mide en newtons y |d|
en metros.
Un bloque con un peso p se jala a lo largo de una super-
ficie horizontal sin friccién mediante una fuerza constan-
te F de 30 newtons en la direccién dada por un vector d.
Vea la FIGURA 11.3.11. Suponga que |d| se mide en metros.
a) (Cudl es el trabajo realizado por el peso p?
b) ;Cudl es el trabajo efectuado por la fuerza F si
d = 4i + 3j?

P > d
FIGURA 11.3.11

Bloque del problema 48

Una fuerza constante F de magnitud igual a 3 Ib se apli-
ca al bloque que se muestra en la FIGURA 11.3.12. F tiene la
misma direccién que el vector a = 3i + 4j. Determine el
trabajo realizado en la direccién de movimiento si el blo-
que se mueve de P;(3, 1) a P5(9, 3). Suponga que la dis-

tancia se mide en pies.
y

FIGURA 11.3.12 Bloque del problema 49

La molécula de metano CH, consta de cuatro atomos de
hidrégeno que rodean a un solo dtomo de carbén. Como
se ilustra en la FIGURA 11.3.13, los 4tomos de hidrégeno se
ubican en los vértices de un tetraedro regular. La distan-
cia entre el centro de un dtomo de hidrégeno y el centro
del 4tomo de carbono es de 1.10 angstroms (1 angstrom
= 10" m) y el 4ngulo del enlace hidrégeno-carbén-
hidrégeno es 8 = 109.5°. Utilizando tnicamente méto-
dos vectoriales, determine la distancia entre los dos ato-
mos de hidrégeno.

FIGURA 11.3.13  Atomos en la molécula de metano del problema 50
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= Piense en ello

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

Demuestre que si dos vectores distintos de cero a y b son
ortogonales, entonces sus cosenos directores satisfacen

cos a; cos a, + cos B cos B, + cos y; cos y, = 0.

Determine un vector unitario cuyos dngulos directores,
relativos a los tres ejes de coordenadas, son iguales.
Utilice la definicién del producto punto para demostrar
los incisos i), ii), iv) y v) del teorema 11.3.1.

Utilice el producto punto para demostrar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz: |a-b| = |a|b|.

Utilice el producto punto para demostrar la desigualdad
del triangulo: |a + b| = |a| + |b|. [Sugerencia: Consi-
dere la propiedad vi) del teorema 11.3.1.]

Demuestre que el vector n = ai + bj es perpendicular a
la recta cuya ecuacion es ax + by + ¢ = 0. [Sugerencia:
Considere que P(x;, y;) Y Pa(x,, ¥,) son puntos distintos
de la recta.]

Utilice el resultado del problema 56 y la FIGURA 11.3.14 para
demostrar que la distancia d del punto P;(x;, y,) a la recta

ax+ by +c=0esd = |ax, + by, + c|/Va* + b~

P](xls yl)-\\

Py(x3, y2)

X

ax+by+c=0
FIGURA 11.3.14 Distancia de un
punto a una recta en el problema 57

= Proyectos

58.

La luz proveniente de una fuente en el punto S(a, b) se
refleja en un espejo esférico de radio 1, centrado en el
origen, hacia un observador localizado en el punto
O(c, d) como se muestra en la FIGURA 11.3.15. El punto de
reflexién P(x, y) del espejo esférico yace en el plano
determinado por la fuente, el observador y el centro de la
esfera. (El andlisis de espejos esféricos se da, entre otros
lugares, en el estudio del disefio de radares.)

(30}

oS

FIGURA 11.3.15 Espejo del problema 58
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a) Emplee el teorema 11.3.2 dos veces, una vez con el

angulo 6 y una vez con el dngulo ¢, para demostrar
que las coordenadas del punto de reflexién P(x, y)
satisfacen la ecuacion

ax+by—1 eox+dy—1

ay —bx  dx—cy

[Sugerencia: Como se ilustra en la figura, scan Ny T,
respectivamente, un vector normal unitario y una tan-
gente unitaria al circulo en P(x, y). Si N = xi + yj,

(coémo es T en términos de x y y?]

b) Seana =2,b =0,c=0yd = 3. Utilice la relacién

x* + y* = 1 para demostrar que la coordenada x del
punto de reflexién es una raiz de una ecuacién polino-
mial de cuarto grado.

Utilice el método de Newton o un SAC para determi-
nar el punto de reflexion en el inciso b). Quiza tenga
que considerar las cuatro raices de la ecuacién en el
inciso b) para encontrar la que corresponde a una
solucidn de la ecuacién en el inciso a).

Se lee como un determinante
de “dos por dos”.

11.4 Producto cruz

I Introduccion El producto punto, que se presentd en la seccidn anterior, opera tanto en el
espacio bidimensional como en el tridimensional y genera un nzimero. Por otro lado, el produc-
to cruz, que se presenta en esta seccion, sélo estd definido para vectores en el espacio tridimen-
sional y genera otro vector en el espacio tridimensional.

I Determinantes de segundo y tercer orden Los siguientes hechos acerca de los determinan-
tes serdn importantes en la definicién y discusién del producto cruz en esta seccion.

Repaso de determinantes

La definicién de un determinante de segundo orden es el nimero
a, da

= a1b, — ayb;.
b, by 102 201

Un determinante de tercer orden se define en términos de tres determinantes de segundo
orden del modo que sigue:

a, a; a3
bl b2 b3 = a

C1 Cy C3

b,  bs

C G

b, b

¢ G

by b,

(ST

— as

Lo anterior se denomina expansién de determinantes por cofactores del primer renglon.

Aun cuando un determinante es un niimero, es conveniente pensar en él como un arreglo

P cuadrado. Asi, los determinantes de segundo y tercer orden se refieren, respectivamente, como

determinantes 2 X 2y 3 X 3. Hay determinantes de orden superior, pero como no se encontra-
rdn en los siguientes capitulos de este libro no se dardn sus definiciones.

Para encontrar el valor de un determinante de 2 X 2 se calculan los productos de los nime-
ros en las dos diagonales y se restan:

M = a\b, — ab,.

Para un determinante de 3 X 3, el cofactor de una entrada ay; en el primer renglén y la colum-
na j-ésima, j = 1, 2,3, es (—1)'*/ veces el determinante 2 X 2 formado al eliminar el primer
renglén y la j-esima columna. Los cofactores de a;, a, y as son, respectivamente,

b, bs b, b b, b,
G G ¢ C3 ¢ O
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11.4 Producto cruz

Asi:
a a, as a3 ap——y—az ap——ay—a3
bl b2 b3 = a bl b2 b3 - a bl bz b3 + as bl b2 b3
Cq Cy C3 Cq Cy C3 Cq Cy C3 Cq Cy 3
by by by by by by
= a - a + as
Cy C3 Cq C3 Cq Cy

A3\ e BN Un determinante de 2 X 2

-4 =20 _ L e
‘5 3‘—(4)3 (=2)5=-2 [ |
Un determinante de 3 X 3
8 5 4
4 6 2 6 2 4
2 4 6/=8 -5 =8(0) —5(12) + 48) = —28 ®m
L2 3 2 3 -1 3 -1 2

Las siguientes propiedades serdn de utilidad en la discusién que sigue.

Tres propiedades de determinantes

i) Si toda entrada en un renglén (o columna) de un determinante es 0, entonces el
valor del determinante es cero.
ii) Si dos renglones (o columnas) de un determinante son iguales, entonces el valor
del determinante es cero.
iii) Cuando dos renglones (o columnas) de un determinante se intercambian, el deter-
minante que resulta es el negativo del determinante original.

1 Forma de componentes del producto cruz Como se hizo en la discusién del producto punto,
definimos el producto cruz de dos vectores a y b en términos de las componentes de los vectores.

Definicion 11.4.1 Producto cruz de dos vectores

El producto cruz de dos vectores a = {(a;, a,, as) y b = (b, b,, b3) es el vector

aXb = (ab; — asby)i — (a1bs — asb))j + (a\b, — ab)k. (D

Los coeficientes de los vectores basicos en (1) se reconocen como determinantes de 2 X 2,
por lo que (1) puede escribirse como

a dj

b, by

ay as

by by

a  a

b, b,

axXb= jt+ k.

Esta representacion, a su vez, sugiere que es posible escribir el producto cruz como un determi-
nante de 3 X 3:

i j k
aXb= ay a, as|. (2)
by by by

Técnicamente la expresion sobre el lado derecho de la igualdad en (2) no es un determinante, ya que
sus entradas no son todas escalares. De cualquier modo, el “determinante” en (2) se usa simplemen-
te como una manera de recordar la definiciéon de componentes del producto cruz dada en (1).

www.FreelLibros.org
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624 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

FIGURA 11.4.1  Un mneménico
para productos cruz que implican
al,jyk

()3 He &N El producto cruz

Seana = 4i — 2j + Skyb = 3i + j — k. Determine a X b.

Soluciéon Usamos (2) y se desarrolla el determinante utilizando cofactores del primer renglén:

i j k
-2 51. 4 51. 4 =2
axXb=\4 -2 5| = i— J k
1 -1 3 -1 3 1
3 1 -1
= —3i + 19j + 10k. [ |

N[\ oMW Productos cruz de los vectores basicos

Puesto que i =(1, 0, 0), j =(0, 1, 0) y k =(0, 0, 1), advertimos de (2) o la segunda propiedad de
determinantes que

iXi=0, jXj=0y kXk=0. 3)
También por (2)

iXj=k jXk=i, k Xi=j, @)

jXi=-k, kXj=-i, iXk=-j. ]

El producto cruz en (4) se obtiene utilizando la mnemdnica circular que se muestra en la
FIGURA 11.4.1.

I Propiedades El siguiente teorema resume algunas de las propiedades importantes del pro-
ducto cruz.

Teorema 11.4.1 Propiedades del producto cruz

HaxXb=0sia=0 o b=0
ii) aXb=-bXa

iii) a X (b +¢)=(aXb)+ (aX c)<«leydistributiva
iv) (@a+b) Xec=(aXc)+ (b X )<« leydistributiva
y) a X (kb) = (ka) X b = k(a X b), kun escalar
viyaxXa=0

vii) a-(@Xb)=0

viii) b-(a X'b) =0

Advierta en la parte i) del teorema 14.4.1 que el producto cruz no es conmutativo. Como
consecuencia de esta propiedad no conmutativa hay dos leyes distributivas en los incisos iii) y
iv) del teorema.

DEMOSTRACION Los incisos i), ii) y vi) siguen directamente de las tres propiedades de los
determinantes dadas antes. Se demuestra el inciso iii) y se dejan las restantes pruebas al estu-
diante. Vea el problema 60 en los ejercicios 11.4. Para demostrar el inciso iii) dejamos a =
(ay, as, az), b=(by, by, b3)y ¢ = (¢}, 5, c3). Entonces

a) as ay %)

3 . a; as .
i— ‘ jt ‘ k
b2+C2 b3+C3 b]+C] b3+C3 b1+C1 b2+C2
[(a:b; + ayc3) — (asby, + ascy)]i — [(a1bs + aic3) — (ashy + ascy)]j
+[(aib, + ajcy) — (aby + axc)]k
[(a:b; — azby)i — (a1bs — asby)j + (ab, — axb)K]
+ (a5 — asci — (ajcs — aze)j + (ayc, — axcK]
(aXb)+ (aXe). |
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I Vectores paralelos En la seccion 11.1 vimos que dos vectores distintos de cero son parale-
los si y sélo si uno es un miltiplo escalar distinto de cero del otro. Asi, dos vectores son para-
lelos y tienen las formas a y ka, donde a es cualquier vector. Por las propiedades v) y vi) del teo-
rema 11.4.1, el producto cruz de vectores paralelos debe ser 0. Esto se enuncia formalmente en
el siguiente teorema.

Teorema 11.4.2 Criterio para vectores paralelos

Dos vectores distintos de cero a y b son paralelos siy sélosia X b = 0.

=N]S\Y|JNe Y Vectores paralelos

Determine sia = 2i + j — ky b = —6i — 3j + 3k son vectores paralelos.

Solucién Del producto cruz

i j k
I -1 2 -1 2 1
axXb=| 2 I —-1| = i— j k
-3 3 —6 3 -6 -3
-6 -3 3
=0i—-0j+0k=0
y el teorema 11.4.2 concluimos que a y b son vectores paralelos. |

I Regla de la mano derecha Una caracterizacion alterna del producto cruz utiliza la regla de
la mano derecha. Como se observa en la FIGURA 11.4.2a), si los dedos de la mano derecha apun-
tan a lo largo del vector a y después se curvan hacia el vector b, el pulgar dara la direccién de
a X b. En la figura 11.4.1b), la regla de la mano derecha muestra la direccién de b X a.

* axb T mano derecha

a)
FIGURA 11.42 La regla de la mano derecha

Teorema 11.4.3 Forma alterna del producto cruz

Sean a y b dos vectores distintos de cero que no son paralelos entre si. Entonces el producto
cruzdeaybes

a X b = (|a||b|sen 6)n, 5)

donde 6 es el dngulo entre los vectores tal que 0 = # = 7 y n es un vector unitario perpen-
dicular al plano de a y b con direccién dada por la regla de la mano derecha.

DEMOSTRACION Se observa de las propiedades vii) y viii) del teorema 11.4.1 que tanto a como
b son perpendiculares a a X b. Asi, la direccién de a X b es perpendicular al planode ay b, y
puede demostrarse que la regla de la mano derecha determina la direccién apropiada. Resta
demostrar que la magnitud de a X b estd dada por

la X b| = |a]|b|sen 6. (6)
www.FreelLibros.org
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Esta forma mas geométrica se
usa por lo general como la defi-
nicién del producto cruz en un
curso de fisica.

Ibl b

-

b) Triangulo
FIGURA 11.43 El érea de un
paralelogramo

Calculamos por separado los cuadrados de los lados izquierdo y derecho de esta ecuacion utili-
zando las formas de componentes de a y b:
la X b|2 = (abs — ashy)* + (a1by — azhy)* + (arby — axby)’
= @3h3 — 2aybsasb, + a3b3 + alb} — 2a,bsash, + a3b?
+a3b3 — 2a,brasb, + a3b?

la]*[b[*sen’ 6 = |a]*[b[*(1 — cos®6)
= [a’[b|* — [a’|b[*cos®0 = |a[*[b]* — (a-b)’
=(a} + & + &)(B} + b} + B3) — (a\b) + arh, + azhy)?
= a3b3 — 2aybra3h; + a3b3 + a2b3 — 2a,biash; + a3b?

+(1%b% - 2alb1(12b2 + a%b%

(lal[b|sen 6)?

Puesto que ambos lados son iguales a la misma cantidad, deben ser iguales entre si, por lo que
l]a X b|*>=(|al |b| sen 6)*.
Por tltimo, tomando la raiz cuadrada de ambos lados y utilizando el hecho de que Vsen? 6 =
sen 0 puesto que sen = 0 para 0 = 6 = r, tenemos |a X b| =|a| |b|sen 6. [ |
Combinando los teoremas 11.4.2 y 11.4.3 advertimos que para cualquier par de vectoresa 'y b,
ax b =(|a| |b| sen O)n.

I Productos especiales FEl triple producto escalar de los vectores a, by ces a- (b X c¢).
Utilizando las formas de las componentes de las definiciones de los productos punto y cruz, tene-
mos

. . by bi|, |by b3|,  |bi by
a-(bXce)=(aqi+ arj+ ak)- — jt k
G (3 ¢ G (ST
by b by bs by b,
= a, —a + a3 .
G C3 ¢ G i O

Asfi, vemos que el triple producto escalar puede escribirse como un determinante de 3 X 3:
a, a; a
a-(bXc)=|b, by bs. 7
¢ 6 G
Utilizando las propiedades de determinantes puede demostrarse que
a-(bXe¢e)=(@Xbh)-c ®)

Vea el problema 61 en los ejercicios 11.4.
El triple producto vectorial de tres vectores a, by ¢ es

a X (b Xc).
El triple producto vectorial se relaciona con el producto punto por medio de
aX((bbXc)=(a-c)b—(a-b)c. 9)

Vea el problema 62 en los ejercicios 11.4.

I Areas Dos vectores distintos de cero y no paralelos a y b pueden considerarse como los
lados de un paralelogramo. El area A de un paralelogramo es

A = (base)(altura).
De la FIGURA 11.43a), observamos que A = |b|(|a| sen §) = |a| [b| sen 0
0 A = |a X b|. (10)
De igual modo que en la figura 11.4.3b), vemos que el area del triangulo con lados a y b es
A=%|a><b|. (11)
www.FreelLibros.org
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AEETN Area del triangulo

Encuentre el drea del tridngulo determinado por los puntos P(1, 1, 1), P»(2,3,4)y P5(3,0, —1).

—> —
Solucién Los vectores PP, y P,P; pueden considerarse como dos lados del tridngulo. Puesto

que
—> —
PP,=1i+2j+ 3k y P,P;=1—3j — 5k
tenemos
. . i j k
A S T I I T O o e
1 -3 -5
= —i+ 8 — 5k.
De (11) vemos que el drea es
A= 3| + 8 - 5k| = 2Vi0. n

1 Volumen de un paralelepipedo Si los vectores a, b y ¢ no yacen en el mismo plano, enton-
ces el volumen del paralelepipedo con bordes a, b y ¢ que se muestra en la FIGURA 11.4.4 es

V = (area de la base)(altura)

= |b X c[|compy |

1
a~(|b><cb><c>

0 V=la-(b X¢). (12)

= |b X ¢|

Asi, el volumen de un paralelepipedo determinado por tres vectores es el valor absoluto del  figyra 1144 Paralelepipedo
triple producto escalar de los vectores. formado por tres vectores

I Vectores coplanares Los vectores que yacen en el mismo plano se dice que son coplanares.
Se ha visto que si los vectores a, b y ¢ no son coplanares, entonces necesariamente
a- (b X ¢) # 0, pues el volumen de un paralelepipedo con bordes a, b y ¢ tiene volumen dis-
tinto de cero. Enunciado de manera equivalente, esto quiere decir que si a - (b X ¢) = 0, enton-
ces los vectores a, b y ¢ son coplanares. Puesto que lo inverso de este dltimo enunciado también
es cierto (vea el problema 64 en los ejercicios 11.4), ocurre que

a-(bXe)=0 siy solo si a, b y ¢ son coplanares.

I Interpretacion fisica del producto cruz  En fisica una fuerza F que actia en el extremo de un
vector de posicion r, como se muestra en la FIGURA 11.4.5, se dice que produce una torsion 7 defi-
nida por # = r X F. Por ejemplo, si [F| = 20N, |r| = 3.5 my 6 = 30°, entonces de (6),

|7] = (3.5)(20)sen30° = 35 N-m.

Si F y r estdn en el plano de la pagina, la regla de la mano derecha implica que la direccién de T

7 es hacia afuera de la misma, y perpendicular a ella (hacia el lector). FIGURA 1145 Una fuerza
Como podemos advertir en la FIGURA 1146, cuando una fuerza F se aplica a una llave de tuer- ~ 2ctuando en el extremo de un

cas, la magnitud de la torsion 7 es una medida del efecto de rotacién alrededor del punto pivote vector

Py el vector 7 se dirige a lo largo del eje de la tuerca. En este caso 7 apunta hacia adentro de la

pagina.

F

FIGURA 11.46 Una llave que aplica torsion a una tuerca
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628 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

—>
OP NOTAS DESDE EL AULA

Cuando se trabaja con vectores, debe tenerse cuidado de no mezclar los simbolos de los pro-
ductos punto y cruz, esto es, - y X, con los simbolos de la multiplicacién ordinaria, asi como
ser cuidadosos, en especial, en el uso, o falta del mismo, de paréntesis. Por ejemplo, si a, b 'y
¢ son nimeros reales, entonces el producto abc estd bien definido puesto que

abc = a(bc) = (ab)c.

Por otro lado, la expresion a X b X ¢ no esta bien definida puesto que

aX((bXce)#((@XDb)Xe.

Vea el problema 59 en los ejercicios 11.4. Otras expresiones, tal como a - b - ¢, no tienen sen-
tido, incluso si se incluye paréntesis. ;Por qué?

AEIHALERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, encuentre a X b.
l.a=i—jb=3j+5k 2 a=2i+jb=4i—-Kk

a=(1,-3,1,b=(2,0,4)

a=(l,1,1),b=(-5273)

a=2i—j+2kb=-i+3j—-k

a=4i+j—-5kb=2i+3j—-Kk

a=(3,0,3),b=(4,6,0) 8 a=(0,50),b=(2,-3,4)

a= (2,2 —4),b=(-3,-3,6)

10. a = (8,1, —6),b = (1, —2, 10)

En los problemas 11 y 12, encuentre P—llf’2 X Pﬁ%.

11. P1(2, 1, 3), P»(0,3, —1), P3(—1,2,4)

12. P1(0, 0, 1), P5(0, 1, 2), Py(1, 2, 3)

En los problemas 13 y 14, encuentre un vector distinto de cero

que sea perpendicular tanto a a como a b.

13.a=2i+7j—4k,b=i+j—k

14.a=(—1,-2,4,b={4,—1,0)

A L

En los problemas 15 y 16, verifique que a-(a X b) =0y
b-(a X b)=0.

15.a=(5,-2,1),b=(2,0, =7)

16.a =1i —1j — 4k, b = 2i — 2j + 6k

En los problemas 17 y 18,

a) calcule b X ¢ seguidode a X (b X ¢).
b) Verifique los resultados del inciso a) mediante (9) de
esta seccion.

17. a=i—j+ 2k 18. a = 3i — 4k
b=2i+j+k b=i+2j—k
c=3i+j+tk c=—-i+5j+8k

En los problemas 19-36, encuentre el escalar o vector indica-

do sin usar (2), (7) o (9).

19. (2i) X j

21. k X (2i —j)

20. i X (—3K)
22.i %X (j X K)

23. [(2k) X (B X (4j)
25. (i +j) X (i + 5k)
27. k- (j X k)

29. |45 — 53 X j)|

3l. i X (i X j)

33. (i Xi)Xj 34, i-)d Xj)

35. 2§ [i X (j — 3Kk)] 36. (i X k) X (j X1i)

En los problemas 37-44,a X b = 4i — 3j + 6kyc = 2i +
4j — k. Encuentre el escalar o vector indicado.

24. 2i —j + 5k) X i
26. i X k — 2(j X i)
28. i [j X (—K)]
30. (i X j)- (3j X i)
32. (iXj)xi

37. a X (3b) 38. b X a

39. (—a) X b 40. |a X b|

41. (a X b) X ¢ 42. (a X b)-¢c
43. a- (b X ¢) 44. (4a)- (b X ¢)

En los problemas 45 y 46,
a) verifique que el cuadrilatero dado es un paralelogra-
moy
b) determine el drea del paralelogramo.
45. z

22,00
FIGURA 11.4.7 Paralelogramo del problema 45

46. A (=2,0,3)

X

FIGURA 11.4.8 Paralelogramo del problema 46
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En los problemas 47-50, encuentre el drea del tridngulo deter-
minado por los puntos dados.

47. P(1,1,1), Py(1,2,1), P51, 1,2)

48. P(0,0,0), P50, 1, 2), P5(2,2,0)

49. P((1,2,4), P(1, —1,3),P3(—1, —1,2)

50. P(1,0,3), P,0,0,6), P;5(2,4,5)

En los problemas 51 y 52, encuentre el volumen del paralele-
pipedo para el cual los vectores dados son los tres bordes.

S5lLa=i+j,b=—i+4jec=2i+2j+2k
52.a=3i+j+kb=i+4j+kec=i+j+5k

En los problemas 53 y 54, determine si los vectores indicados
son coplanares.

53.a =4i + 6j,b = —2i + 6 —6k,c=%i+3j+%k
54a=i+2j—4k,b=-2i+j+kc=3j—2k

En los problemas 55 y 56, determine si los cuatro puntos indi-
cados yacen en el mismo plano.
55. Pi(1, 1, =2), Py(4, 0, —3), Py(1, =5, 10), P«(—7,2,4)
56. Pi(2, —1,4), Px(—1,2,3), P50, 4, =3), Ps(4, =2,2)
57. Como se muestra en la FIGURA 11.4.9, el vector a yace en el
plano xy y el vector b se ubica a lo largo del eje z positi-
vo. Sus magnitudes son |a| = 6.4y |b| = 5.
a) Emplee (5) para encontrar |a X b|.
b) Utilice la regla de la mano derecha para determinar la
direccién de a X b.
¢) Use el inciso b) para expresar a X b en términos de
los vectores unitarios i, j y k.

Z

60°
X a
FIGURA 11.4.9 Vectores del problema 57

11.5 Rectas en el espacio tridimensional 629

58. Dos vectores a y b yacen en el plano xz de manera que el
angulo entre ellos es 120°. Si |a| = V27 y |b| =8,
encuentre todos los valores posibles de a X b.

= Piense en ello

59. Sia=(1,2,3,b=(4,5,6)y ¢ = (7,38, 3), muestre que
aX((bXe)#(@XDb)Xe

60. Demuestre los incisos iv), v), vii) y viii) del teorema
11.4.1.

61. Demuestrea-(b X ¢) =(a X b)-c.

62. Demuestrea X (b X ¢) = (a-¢)b — (a- b)c.

63. Demuestre a X (b X¢c)+ b X (ecXa)+ cX(axXhb)= 0.

64. Demuestre que si a, b y ¢ son coplanares, entonces
a-(bXce)=0.

= Proyectos

65. Una reticula tridimensional es una coleccién de combina-
ciones enteras de tres vectores basicos no coplanares a, b
y c¢. En cristalografia, una reticula puede especificar las
ubicaciones de dtomos en un cristal. Los estudios de
difraccién de rayos X de cristales utilizan la “reticula
reciproca”, la cual tiene los vectores de la base

b Xc¢
a-(bXe)

_ aXb
c-(aXb)

cXa

A= “b-(cXa)

a) Cierta reticula tiene los vectores de la base a = i,
b=jye= %(i + j + k). Determine los vectores de
la base de la reticula reciproca.

b) La celda unitaria de la reticula reciproca es el parale-
lepipedo con lados A, B y C, en tanto que la celda uni-
taria de la reticula original es el paralelepipedo con
lados a, b y ¢. Demuestre que el volumen de la celda
unitaria de la reticula reciproca es el reciproco del
volumen de la celda unitaria de la reticula original.
[Sugerencia: Empiece con B X C y utilice (9).]

11.5 Rectasenel espacio tridimensional

I Introduccion En la seccion 1.3 vimos que la clave para escribir la ecuacion de una recta en
el plano es la nocién de la pendiente. La pendiente de una recta (o su dngulo de inclinacién) pro-
porciona un indicio de la direccién. Una recta en el plano se determina especificando ya sea un
punto y una pendiente o cualesquiera dos puntos distintos. Basicamente lo mismo es cierto en el

espacio tridimensional.

A continuacién verd que los conceptos de vectores son una ayuda importante en la obten-

cion de la ecuacién de una recta en el espacio.

1 Ecuacion vectorial

Una recta en el espacio se determina especificando un punto Py(xy, ¥, Zo)

y un vector distinto de cero v. A través del punto P, pasa sélo una recta L parale_la) al vector dado.
Suponga que P(x, y, z) es cualquier punto sobre la recta. Sir = OP y ry = OP, son los vecto-
res de posicién de P y P, entonces debido a que r — r es paralelo al vector v existe una esca-
lar ¢ tal que r — 1y, = tv. Esto proporciona una ecuacion vectorial

r=ry,t+1tv

ey
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630 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

Z

y
X

FIGURA 11.5.1 Linea que pasa
por P, paralela a v

z Py, 2) |
P](Xl,th]) -~
Po(xo» Yo» Zo)

FIGURA 11.5.2 Linea que pasa
por Py y P,

de larecta L. Al emplear componentes, r = (x, y, z), Fo = (Xo, Yo, 20} Y V = (a, b, ¢) advertimos que
(1) es igual a

o, y,2) = (xg + at, yy + bt, 7y + ci). 2)

El escalar t se denomina parametro y el vector v distinto de cero recibe el nombre de vector
direccional; las componentes a, b y ¢ del vector direccional v se llaman nimeros direcciona-
les de la recta L. Para cada ntimero real ¢ el vector r en (1) es el vector de posicién de un punto
sobre Ly por ello es posible prever la recta como si se estuviera trazando en el espacio a partir
de la punta en movimiento de r. Vea la FIGURA 115.1.

Cualesquiera dos puntos distintos Py(xg, Yo, Zo) }i},(x,, Vi ﬂ)) en el es&m}:io tridimensional
determinan Unicamente la recta L entre ellos. Si r = OP, ro = OP, y r; = OP, son vectores de
posicion, vemos en la FIGURA 11.5.2 que el vector v = r; — 1y es paralelo al vector r — r;. De tal
manera, r — r; = #(r; —rp) or = r; + #(r; — ry). Debido a que r — r( también es paralelo a
v, una ecuacion vectorial alterna paralarectaesr — ry = #r; — rg) 0

r =ry+ Hr; — ry. 3)

Siescribimos v =r; — ry = (x; — Xo, Y1 — Yo 21 — Z0) = {a, b, ¢) veremos que (3) es lo mismo
que (1). De hecho, r = ry + ((—V) y r = ry + #(kv), con k un escalar distinto de cero, también
son ecuaciones de L.

A\ e MM Ecuacion vectorial de una recta

Encuentre una ecuacién vectorial para la recta que pasa por (4,6, —3) y es paralela a v =
5i— 10j + 2k.

Solucién Con la identificacién x, = 4,y, = 6,z0 = —3,a=5,b=—10y ¢ = 2 obtenemos de
(2) una ecuacion vectorial de la recta:

(x,y,2) = (4,6, =3) + 15, — 10, 2) o (X, y,2) =@ + 51,6 — 101, =3 + 21). [ |

[=8]5\"|JXelF} Ecuacion vectorial de una recta
Encuentre una ecuacién vectorial para la recta que pasa por (2, —1, 8) y (5, 6, —3).

Solucién Si marcamos los puntos como Py(2, —1, 8) y P (5, 6, —3), entonces un vector direc-
cional para la recta que pasa por P,y P; es

vV = ﬁ% :Fﬁl —Uﬁo = <5 -2,6 —(—=1),—-3— 8> = <3’7’_]1>’
De (3) una ecuacién vectorial de la recta es
(x.y,2)=(2,—1,8) + 1(3,7, —11).

Esta es una de las muchas ecuaciones vectoriales posibles de la recta. Por ejemplo, dos ecuacio-
nes alternas son

(,y,2) = (5,6, =3) + 13,7, —11)
(o, y,2) = (5,6, =3) + (=3, =7, 11). m

I Ecuaciones parameétricas Al igualar las componentes en (2) obtenemos
X = xy + at, y =y, + bt, 7 =2z9 + ct. “4)

Las ecuaciones en (4) se llaman ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por P, La recta
L completa, que se extiende indefinidamente en ambas direcciones, se obtiene al permitir que el
parametro t aumente de —oo a co; en otras palabras, el intervalo del pardmetro es (—00, 00). Si
el parametro ¢ se restringe a un intervalo cerrado [, ,], entonces cuando r aumenta (4) define
un segmento de recta que empieza en el punto que corresponde a # y termina en el punto corres-
pondiente a f;.

=A]3\[JNe &N Ecuaciones paramétricas de una recta

Determine las ecuaciones paramétricas de la recta
a) que pasa por (5, 2,4) y es paralelaav=4i+7j— 9Kk, y b) que pasapor (—1,0, 1) y (2, —1, 6).
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11.5 Rectas en el espacio tridimensional

Soluciéon

a) Con las identificaciones xo = 5,y = 2,z0 =4, a=4,b=7y c = —9, vemos de (4)
que las ecuaciones paramétricas de la recta son

x=5+4y=2+"Tt,z=4— 9t
b) Procediendo como en el ejemplo 2, un vector direccional de la recta es
v={_2,-1,6—(=1,0,1) = (3, —L,5).
Con nimeros direccionales a =3, b=—1y ¢ =15, (4) produce
x=—-1+3ty=—-t,z=1+ 5¢. [ |

Si se limita el intervalo del pardmetro en el inciso a) del ejemplo 3, por ejemplo,
—1 =t = 0, entonces

x=5+4, y=2+7Tt, z=4—-9t, —1=t=0

son ecuaciones paramétricas del segmento de recta que empieza en el punto (1, —5, 13) y termi-
naen (5,2, 4).

Repaso del ejemplo 1

Encuentre el punto donde la recta del ejemplo 1 interseca al plano xy.

Solucién Al igualar componentes en la ecuacién vectorial (x, y, z) = (4 + 5t, 6 — 10¢, =3 + 21)
se producen las ecuaciones paramétricas de la recta:

x=4+5, y=6-—10t, z= -3+ 2t.

Puesto que una ecuacién para el plano xy es z = 0, resolvemos z = —3 + 2¢ = ( para ¢. Al susti-
tuir = 3 en las restantes dos ecuaciones se producen x = 4 + 5(%) =Zyy=6- 10(%) = —9.
El punto de interseccién en el plano z es entonces (?, -9, O). [ |

I Ecuaciones simétricas De (4) se observa que es posible eliminar el pardmetro escribiendo

t_x_xo_y_}’o_z_zo

a b c

siempre que cada uno de los tres nimeros direccionales a, b y ¢ sea distinto de cero. Las ecua-
ciones resultantes

X=X Yy~ Yo_2-%

a b - c )

se dice que son ecuaciones simétricas de la recta que pasa por P.
Si uno de los nimeros direccionales a, b o c es cero, empleamos las dos ecuaciones restan-
tes para eliminar el pardmetro ¢. Por ejemplo, sia = 0, b # 0, ¢ # 0, entonces (4) produce

:y_)’O

Z— 2
X =X y t T

c

En este caso,

Yy 27z
B ©®

x = 'x()5

son ecuaciones simétricas de la recta. Puesto que x = x, es una ecuacién de un plano vertical
perpendicular al eje x, la recta descrita por (6) yace en ese plano.

A3\ KN Repaso del ejemplo 3

Determine las ecuaciones simétricas de la recta que se encontré en el inciso a) del ejemplo 3.

Solucion A partir de la identificacion dada en la solucion del ejemplo 3 podemos escribir de
inmediato de acuerdo con (5) que
x—5 y—2 -4
i -7 T 9 "
www.FreelLibros.org
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I

2

2

|

FIGURA 11.5.3 Lineas
perpendiculares

A\ JHeM N Ecuaciones simétricas

Encuentre las ecuaciones simétricas para la recta que pasa por los puntos (5,3, 1) y (2, 1, 1).

Solucién Definimosa =5 —2=3,b=3—1=2yc =1 —1 = 0. De acuerdo con la dis-
cusién precedente se deduce que las ecuaciones simétricas para la recta son
x—5_Y~ 3
3 2

, z=1.
En otras palabras, las ecuaciones simétricas describen una recta en el plano z = 1. [ |

I Rectas perpendicular y paralela La siguiente definicién proporciona una manera de usar los
vectores direccionales de dos rectas para determinar si las rectas son perpendiculares o paralelas.

Definicion 11.5.1 Rectas perpendicular y paralela

Dos rectas L; y L, con vectores direccionales v, y v,, respectivamente, son

i) perpendicularessiv,-v,=0y
ii) paralelas si v, = kv,, para algtn escalar & distinto de cero.

)3\ [N By A Rectas perpendiculares

Determine si las rectas

L: x=-6—t y=20+3, z=1+2¢
Ly x=5+2s, y=-9—-4s, z=1+17s
son perpendiculares.
Solucién Al leer los coeficientes de los parametros ¢ y s, observamos que
v, = —i+3j+ 2k y v, =2i —4j + 7k

son los vectores direccionales de L; y L,, respectivamente. Como v, - v, = =2 — 12 + 14 =0
concluimos que las rectas son perpendiculares. |

A]\" [N l: N Rectas paralelas

Los vectores direccionales de las rectas

L: x=4-2t, x=1+4t, z=3+ 10t

Ly, x=s, y=6-—2s, Z:%—SS

sonv; = —=2i + 4j + 10kyv, =i — 2j — 5k. Como v; = —2v, (o v2=—§vl), concluimos que

las rectas son paralelas. [ |

Advierta que i) de la definicién 11.5.1 no exige que las dos rectas se intersequen para que
sean perpendiculares. La FIGURA 11.5.3 muestra dos rectas perpendiculares L, y L, que no se inter-
secan. En otras palabras, L; puede ser perpendicular a un plano que contiene a L,.

)3\ M BN Repaso del ejemplo 7

Determine si las rectas L; y L, del ejemplo 7 se intersecan.

Solucién Puesto que un punto (x, y, z) de la interseccion es comiin a ambas rectas, debemos tener

—6— t= 5+ 2 2s + t= —11
20 + 3r= —9 — 4s 0 4s + 3t = —29 (7
1+2t= 1+7s —T7s + 2t = 0.
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11.5 Rectas en el espacio tridimensional

Después de esto resolvemos simultdneamente cualquiera de las dos ecuaciones en (7) y usamos
la ecuacidn restante para la verificacion. Al elegir la primera y la tercera, encontramos del siste-
ma de ecuaciones

2s + t= —11

—T7s + 2t = 0
que s = —2yt = —7. La sustitucién de estos valores en la segunda ecuacién en (7) produce la
identidad —8 — 21 = —29. Asi, L, y L, se intersecan. Para encontrar el punto de interseccion,

usamos, por ejemplo, s = —2:
Xx=5+2=2)=1, y=-9-4-2)=-1, z=1+7(-2)=-13.

El punto de interseccién es (1, —1, —13). |

En el ejemplo 9, al no haberse satisfecho las ecuaciones restantes cuando se sustituyeron los
valores s = —2y t = —7, entonces las tres ecuaciones no se satisfarian simultineamente y por
ello las rectas no se intersecarian. Dos rectas L; y L, en el espacio tridimensional que no se inter-
secan y que no son paralelas reciben el nombre de rectas oblicuas. Como se muestra en la FIGU-

633

RA 11.5.4, las rectas oblicuas yacen en planos paralelos.

FIGURA 11.5.4 Rectas oblicuas

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, encuentre una ecuacién vectorial para
la recta que pasa por el punto y es paralela al vector dado.

1. 4,6, -7),v =33 -2

2. (1,8, —2),v=—Ti — 8

3. (0,0,0), v =5i + 9j + 4k
4. (0, —3,10), v = (12, =5, —6)

En los problemas 5-10, encuentre la ecuacion vectorial de la
recta que pasa por los puntos indicados.

5. (1,2,1),(3,5,—2) 6. (0,4,5),(—2,6,3)
7. (3 =3 1).(=3.3. —3) 8. (10,2, —10), (5, —3,5)
9. (1,1, =1, (=4, 1,—1) 10. 3,2,1),(3, 1, —2)

En los problemas 11-16, encuentre ecuaciones paramétricas
para la recta que pasa por los puntos indicados.

11. (2,3,5),(6, —1,8) 12. (2,0,0),(0,4,9)

13. (1,0,0), (3, =2, =7) 14. (0,0,5),(—2,4,0)

15. (4,3,%), (-6, -1 ¢) 16. (—3,7,9), (4, -8, —1)

En los problemas 17-22, encuentre ecuaciones simétricas para

la recta que pasa por los puntos indicados.

17. (1,4, -9), (10,14, -2)  18. (3,0, —3),(1,3,%)

19. 4,2,1),(—17,2,5) 20. (—5,-2,-4),(1,1,2)

21. (5,10, —2), (5,1, —14)  22. (3, —5%).G. % —6)

23. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por (6,4, —2) y que es paralela a la recta x/2 = (1 —y)/
3=(z—5)/6.

24. Encuentre ecuaciones simétricas para la recta que pasa
por (4, —11, —7) y que es paralela a larectax = 2 + 5¢,
y=—-1+14tz=9 -2t

25. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por (2, —2, 15) y que es paralela al plano xz y al plano xy.
26. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta que pasa
por (1, 2, 8) que es
a) paralela al eje x y
b) perpendicular al plano xy.

En los problemas 27 y 28, demuestre que las rectas L; y L,
son las mismas.
27. Ly: r=1(1,1,1)
Ly r=(6,6,6)+ (-3, -3, —3)
28. Li: x=2+3t,y=—-5+6t,z=4— 9t
Ly x=5—-t,y=1—-2t,z=—-5+ 3¢t
29. Dado que las rectas L, y L, definidas por las ecuaciones
paramétricas
L: x=3+2t,y=4—t,z=—1+6¢
L,: x=5—s,y=3+%s,z=5—35
son iguales,
a) encuentre un valor de 7 tal que (—7,9, —31) sea un
punto sobre L; y
b) encuentre un valor de s tal que (—7,9, —31) sea un
punto sobre L,.
30. Determine cuales de las siguientes rectas son perpendicu-
lares y cudles son paralelas.
a) r =(1,0,2) + 19, —12,6)
b) x=1+9,y=12t,z7=2 — 6t
¢) x=2t,y= —3t,z = 4¢

d)x=5+t,y=4t,z=3+§t

2

_ _3. _,_3

e)x—1+t,y—2t,z—2 2t
x+1_y+t6 -3
D~ =" "3
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634 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

En los problemas 31 y 32, determine los puntos de intersec-
cion de la recta dada y los tres planos de coordenadas.

3l. x=4—-2t,y=1+2t,z=9 + 3¢

x—1:y+2:z—4

32. 2 3 2

En los problemas 33-36, determine si las rectas L; y L, se
intersecan. Si es asi, encuentre el punto de interseccion.

3B.L: x=4+t,y=5+tz=-1+2t

Ly, x=6+2s,y=11+4s,z= -3+
4. Li: x=1+t,y=2—tz7=73t

Ly, x=2—-s5,y=1+s5,2=06s
35. Li: x=2—-t,y=3+tz=1+1¢

Ly x=4+s,y=1+s,z=1—35
36. Li: x=3—-t,y=2+tz=8+2t

Ly, x=2+2s,y=-2+3s,z= -2+ 8s

En los problemas 37 y 38, determine si los puntos dados
yacen sobre la misma recta.

37. (4,3,-5), (10, 15, —11), (-1,—7, 0)
38' (15 6’ 6)9 (_119 103 _2)’ (_2’ 73 5)

39. Encuentre ecuaciones paramétricas del segmento de recta
que une los puntos (2, 5,9) y (6, —1, 3).

40. Encuentre ecuaciones paramétricas para el segmento de
recta que une los puntos medios de los segmentos de rec-
ta dados.
x=14+2t,y=2—-t,z=4-3t,1=t=2

—2+4t,y=6+t,z=5+61,—-1=r=1

X

En los problemas 41 y 42, encuentre el angulo entre las rectas
dadas L, y L,. El dngulo entre las dos rectas es el 4ngulo entre
sus vectores direccionales v, y v,.

41. L;: x=4—-t,y=3+2t,z= -2t
Ly, x=5+2s,y=1+3s,2z=5— 06s
Cox—1_yt5 z-1

42. L;: R e —

x+3_ = ,_z

11.6 Planos

En los problemas 43 y 44, las rectas L; y L, yacen en el mismo
plano. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta que pasa
por el punto indicado y que es perpendicular a este plano.

43. L x=3+t,y=-"2+tz=9+1t
Ly x=1—-25,y=5+s,z=-2—15s5; (4,1,6)
Sox—1_y+tl 2

44. L;: 3 - 2 1
_x+4_y_6_z—10. _
Lz. 6 - 4 - 8 ) (1, 150)

En los problemas 45 y 46, demuestre que L, y L, son rectas
oblicuas.

45. L;: x=-3+t,y=T+3t,z=5+2t
Ly, x=4+s,y=8—25,27=10 — 4s

46. L;: x=6+2t,y=06t,z = —8 + 10¢
Ly x=7+8s,y=4—4s,z=3 — 24s

= Piense en ello

47. Suponga que L; y L, son rectas torcidas. Considere que
L,y L, son puntos sobre la linea L, y sean P3y P, pun-
tos sobre la linea L,. Emplee el vector P,P;, ilustrado en
la FIGURA 1155, para demostrar que la distancia mds corta
dentre L, y L, (y en consecuencia la distancia mds cor-
ta entre los planos) es

— — —

_ |P\P5- (PP, X P3Py)|

= — — .
|P\P, X P3P,

P3
L
2 P,
|
1
1

i Py

FIGURA 11.5.5 Distancia entre las dos
rectas oblicuas del problema 47

48. Utilizando el resultado del problema 47, encuentre la dis-
tancia entre las rectas oblicuas del problema 45.

I Introduccion En esta seccion aplicamos métodos vectoriales para obtener ecuaciones de planos.

1 Ecuacion vectorial

La FIGURA 11.6.1a) ilustra el hecho de que hay un nimero infinito de pla-

nos Sy, S», S3,. . . que pasan por un punto dado Py(xy, Yy, Z9)- Sin embargo, como se muestra en
la figura 11.6.1b), si se especifican un punto P, y un vector distinto de cero n, s6lo hay un plano
S que contiene a Py con la normal n, o pﬂendicuhg) al plano. Ademas, si P(x, y, z) representa
cualquier punto sobre el plano, y r = OP, r, = OP,, entonces como se ilustra en la figura
11.6.1¢), r — 1, yace en el plano S. Se concluye que una ecuacion vectorial del plano es

n-(r—ry = 0. ()
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= e
<L), A |
&b Tn/ Py 3 0

r—r, /

a) b) ©)
FIGURA 11.6.1 Un punto Py y un vector n determinan un plano

I Ecuacion rectangular En concreto, si el vector normal es n = ai + bj + ¢k, entonces
(1) produce una ecuacién rectangular o cartesiana del plano que contiene a Py(xy, Yo, Zo):

a(x — xp) + b(y — yo) + c(z — z9) = 0. ()

La ecuacidn (2) se denomina la forma punto-normal de la ecuacién de un plano.

A\ [JXe BN Ecuacion de un plano

Determine una ecuacién del plano que contiene al punto (4, —1, 3) y es perpendicular al vector
n = 2i + 8 — Sk.

Solucién Se concluye de inmediato de (2) con xo =4,y,= —1, z0=3, a =2, b = 8§,
c= —5que
2c—4) +8y+1)—5(:z—-3)=0 o 2x+ 8y — 5z + 15 =0. ]
La ecuacién en (2) siempre puede escribirse como ax + by + ¢z + d = 0 identificando
d = —axy — byy — czy. De modo converso, se probard que una ecuacién lineal
ax + by + cz+d=0, 3

a, b, ¢ no todas cero, es un plano.

Teorema 11.6.1 Plano y vector normal

La gréfica de una ecuacién lineal ax + by + cz + d = 0, a, b, ¢ no todas cero, es un plano
con vector normal n = ai + bj + ck.

DEMOSTRACION Suponga que xo, yo y zo son nimeros que satisfacen la ecuacién dada.
Entonces ax, + by, + czg + d = 0 implica que d = —ax, — by, — cz,. Al sustituir este valor
de d en la ecuacién original obtenemos, después de simplificar,

a(x —x)) + b(y —yo) +clz—2) =0
0, en términos de vectores,
[ai + bj + K] - [(x — xi + (v = yo)i + (z — z9)k] = 0.

Esta ultima ecuacién implica que ai + bj + ck es normal al plano que contiene el punto
(0> Yo 20) Y €l vector

(x = xi + (y = y0)j + z — 29k u

A3\ JHelW A \ector normal a un plano

Al leer los coeficientes de x, y y z en la ecuacion lineal 3x — 4y + 10z — 8 = 0 obtenemos un
vector normal

n =3i —4j + 10k
al plano. |
www.FreelLibros.org
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636 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

(ry—r)) X(r;—ry)

FIGURA 11.6.2 Plano
determinado por tres puntos no
colineales

Desde luego, un multiplo escalar distinto de cero de un vector normal n sigue siendo per-
pendicular al plano.

Tres puntos no colineales Py, P, y P; determinan también un plano S. Para obtener una ecua-
cién del plano, s6lo necesitamos formar dos vectores entre dos pares de puntos. Como se ilustra
en la FIGURA 1162, su producto cruz es un vector normal al plang que contiene estos
vectores; Si P(x, y, z) representa cualquier punto sobre el plano, y r = OP, r; = OP,, r; = OP;,
r; = OP; entonces r — r; (0, de esa manera, r — r, 0 r — I3) estd en el plano. Por consi-
guiente,

[ =) X (@3 —r)]-r—r) =0 “4)

es una ecuacion vectorial del plano S. Se pide al lector no memorizar la dltima férmula. El pro-
cedimiento es el mismo que en (1) con la excepcion de que el vector normal al plano se obtiene
por medio del producto cruz.

SN]\Y[LNe BN FEcuacion de un plano

Encuentre una ecuacién del plano que contiene a (1, 0, —1), (3, 1,4) y (2, =2, 0).

Solucién Se necesitan tres vectores. Al juntar los puntos a la izquierda, como se muestra, se
producen los vectores a la derecha. El orden en el cual se realiza la resta es irrelevante.

(1,0, =1) C .
u =2i+j+ 5k
G, L4
(3, 1,4 c e
v =i+3j+4k
(2,-2,0)
(2,-2,0 . .
w=x—-2i+ (y+2)j+zk
(x, ¥, 2)
i j k
Abhora, uXv=12 1 5| =-11li—-3j+5k
1 3 4

es un vector normal al plano que contiene los puntos dados. En consecuencia, de (1), una ecua-
cion vectorial del plano es (u X v) - w = (. La ultima ecuacion produce

—11x—2)—-3v+2)+5z=0 o —1lx — 3y +5z+ 16 = 0. |

I Planos perpendicular y paralelo La FIGURA 11.6.3 ilustra la validez de la siguiente definicion
respecto a los planos perpendicular y paralelo.

P - - S] Tnz
-
S
P - Jnl 2
A
n/ ln
1
S Sy

a) b)
FIGURA 11.6.3 Planos perpendiculares @); planos paralelos b)

Definiciéon 11.6.1 Planos perpendiculares y paralelos

Dos planos S; y S, con vectores normales n; y n,, respectivamente, son
i) perpendiculares sin; -n, =0y

ii) paralelos si n, = kn,, para algin escalar k distinto de cero.
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N3\ Ko lW'q Planos paralelos

Los tres planos dados por

S 2x—4y+8z=7

Sy x—2y+4z=0

S3: —3x+6y—12z=1
son paralelos, ya que sus respectivos vectores normales

n, = 2i — 4j + 8k

n2:i_2j+4k:%n1

n; = —3i+ 6j — 12k = —%nl
son paralelos. |

I Graficas Las siguientes listas son algunas guias para trazar la gréfica de un plano.

Guias para graficar un plano

e Las graficas de cada una de las ecuaciones x = xo, y = Yo, 2 = 2o, donde xg, Yo Y 2o
son constantes, son planos perpendiculares, respectivamente, a los ejes x, y y z.

e Para graficar una ecuacion lineal ax + by + ¢z + d = 0, encuentre las intersecciones
X, Yy z 0, si es necesario, encuentre la traza del plano en cada plano de coordenadas.

Una traza de un plano en un plano de coordenadas es la linea de interseccién del plano con el
plano de coordenadas.

EJEMPLO 5 HEglDE!

Grafique la ecuacion 2x + 3y + 6z = 18.

Solucion Al dejar:
y =0,z = 0produce x = 9
x=0,z=0producey = 6
x =0,y = 0 produce z = 3.

Como se ilustra en la FIGURA 11.6.4, empleamos las intersecciones x, y y z (9, 0, 0), (0, 6, 0) y
(0, 0, 3) para dibujar la gréafica del plano en el primer octante. [ |

A\ O Grafica

Grafique la ecuacién 6x + 4y = 12.

Solucién En dos dimensiones la gréifica de la ecuacion es una linea con interseccion (2, 0) con
el eje x e interseccion (0, 3) con el eje y. Sin embargo, en tres dimensiones esta recta es la traza
de un plano en el plano de coordenadas xy. Puesto que z no estd especificada, puede ser cual-
quier nimero real. En otras palabras, (x, y, z) es un punto sobre el plano siempre que x y y estén
relacionados por la ecuaciéon dada. Como se muestra en la FIGURA 11.6.5, la grafica es un plano
paralelo al eje z. [ |

EJEMPLO 7 BECENDE!

Grafique la ecuaciéon x + y — z = 0.

Solucién Observe primero que el plano pasa por el origen (0, 0, 0). En este caso, la traza del
plano en el plano xz (y = 0) es z = x, en tanto que su traza en el plano yz (x = 0) es z = y. El
dibujo de estas dos rectas conduce a la gréifica dada en la FIGURA 11.6.6. [ |
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638 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

Dos planos S; y S, que no son paralelos deben intersecarse en una linea L. Vea la FIGURA 11.6.7. El
ejemplo 8 ilustra una manera de encontrar ecuaciones paramétricas para la recta de interseccion.
En el ejemplo 9 vemos cémo encontrar un punto de interseccién (xg, o, Zo) de un plano S'y una
recta L. Vea la FIGURA 11.6.8.

L L

\
FIGURA 11.6.7 Dos planos FIGURA 11.6.8 Interseccién
que se intersecan de una recta y un plano

(A] 5\ |JHeME:N Linea de interseccion

Encuentre las ecuaciones paramétricas de la linea de interseccion x —y + 2z =1y x +y +
z=3.

Soluciéon En un sistema de dos ecuaciones y tres incdognitas, elegimos arbitrariamente una
variable, digamos z = t, y se resuelve para x y y de

x—y=1-2t
x+y=3-—-1

Al resolver el sistema obtenemos

—5_3 _ 4L _
x =2 2t, y—1+2t, zZ=1r

Estas son ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién L de los planos dados. La recta se
muestra en rojo, el planox — y + 2z = l esazul y el planox + y + z = 3 es morado en la FIGU-

FIGURA 11.6.9 Recta L de RA 11.6.9. ]
interseccién de dos planos en el
cjemplo 8 La recta en el ejemplo 8 puede obtenerse de otra manera. Vea el problema 52 en los ejerci-
cios 11.6.
N]=|{Xe}:B Punto de interseccién
Encuentre el punto de interseccién del plano 3x — 2y + z= —5 y la recta x =1 + ¢,

y=—2+ 2tz = 4t.
Solucién  Si (xy, yo, zo) denota el punto de interseccion, entonces debe tenerse
3x0 — 2y9 t 2o = =5 y xXo =1+ ty,y9= —2 + 2ty, 20 = 4ty
para algiin ndmero #,. Al sustituir las tltimas ecuaciones en la ecuacion del plano encontramos que
3(1 + 1) — 2(—2 + 21y + 4ty = —5 o ty = —4.

De las ecuaciones paramétricas de la recta obtenemos entonces xo = —3, yo =—10y zo = —16.
El punto de interseccion es (—3, —10, —16). |

SEIHAGERENEY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-36.
= Fundamentos En los problemas 7-12, determine, si es posible, una ecuacién

En los problemas 1-6, encuentre una ecuacién del plano que de un plano que contenga a los puntos dados.

contenga el punto dado y sea perpendicular al vector que se 7. (3,5,2),(2,3,D, (-1, -1,4)
indica. 8. (0,1,0),(0,1,1), (1,3, —1)

. . . . 9‘ (05 O’ 0)7 (1’ 17 1)7 (3’ 2, _1)
1. 5,1,3); 2i—3j+4k 2.(1,2,5); 4i—2j 10. (0,0.3). (0. —1.0). (0. 0. 6)

3. (6,10,-7); —5i+3k 4.(0,0,0); 6i —j+ 3k 11. (1,2, —1),(4,3,1),(7,4,3)
5. (5,3 -3 6i+8—4k 6.(—1,1,0; —i+j—k 12.(2,1,2),(4, 1,0),(5,0,-5)
www.FreelLibros.org



En los problemas 13-22, determine una ecuacién del plano
que satisfaga las condiciones indicadas.
13. Contiene a (2,3, —5)yesparaleloax + y — 4z =1
14. Contiene al origen y es paraleloa 5x —y + z =6
15. Contiene a (3, 6, 12) y es paralelo al plano xy
16. Contiene a (—7, —5, 18) y es perpendicular al eje y
17. Contiene las rectas x =1+ 3, y=1—+t z=2+ 1t
x=4+4s,y=25,7=3 + s
-1 _y+t1l z-5
-1 6 °

18. Contiene las rectas
r={(1,—-1,5 + «1, 1, =3)

19. Contiene las rectas paralelasx = 1 + t,y = 1 + 21,
z=3+tx=3+s5,y=25,2=—-2+s

20. Contiene al punto (4,0, —6) y la recta x = 3¢, y = 2¢,
7= —2t

21. Contiene a (2,4,8) y es perpendicular a la recta
x=10-3,y=54+1z=6—1

22. Contiene a (1, 1, 1) y es perpendicular a la recta que pasa
por (2,6, —=3)y (1,0, —2)

23. Determine cudles de los siguientes planos son perpen-
diculares y cudles son paralelos.
a)2x—y+3z=1 by x +2y+2z=9
C)x+y—%z=2 d —5x+2y+4z=0
e) —8x—8 +12z=1 f) 2x+y—3z=5

24. Encuentre ecuaciones paramétricas de la recta que con-
tiene a (—4, 1, 7) y es perpendicular al plano —7x + 2y +
3z=1.

25. Determine cudles de los siguientes planos son perpen-
diculares alarectax =4 — 6,y =1 + 91,z = 2 + 3¢.
a) dx +y+2z=1 b)2x —3y+z=4
¢) 10x — 15y — 5z =2 d) —4x + 6y +2z=9

26. Determine cudles de los siguientes planos es paralelo a la
recta (1 —x)/2=(y+2)/4=2z-5.
a) x—y+3z=1 b) 6x — 3y =1
) x—2y+5z=0 d —2x+y—2z=1

En los problemas 27-30, encuentre las ecuaciones paramétri-

cas de la recta de interseccion de los planos dados.

27. 5x —4y — 9z =38 28.x + 2y —z=2
x+4y +3z=4 3x—y+2z=1

29. 4x =2y —z=1 30.2x =5y +z=0
x+y+2z=1 y=0

En los problemas 31-34, encuentre el punto de interseccién

del plano y la recta dados.

31. 2x — 3y +2z=-7, x=1+2t,y=2—t,z= —3¢

R.ox+y+4:=12; x=3-26,y=1+66,z=2—1¢

B.x+y—2z=8 x=1Ly=2,z=1+1¢

4. x —3y+2z=0; x=4+t,y=2+tz=1+5¢

En los problemas 35 y 36, encuentre las ecuaciones paramé-

tricas de la recta que pasa por el punto indicado y que es para-

lela a los planos dados.

5. x+y—4z=2,2x—y+z=10; (5,6, —12)

11.6 Planos 639

36. 2x +z=0,—x+3y+z=1; (-3,5 -1

En los problemas 37 y 38, encuentre una ecuacién del plano
que contiene a la recta dada y que es perpendicular al pla-
no indicado.

37. x=4+3t,y= —t,z=1+ 5t
2—-x_Yy*t2 z-8
3 5 27

x+y+z=7

38. 2x—4y —z+16=0

En los problemas 39-44, grafique la ecuacién dada.

39. 5x +2y +z=10 40.3x +2z=9

41. -y —3z+6=0 42.3x +4y — 22— 12=0
43. —x+2y +z=4 4.3x —y—6=0

45. Demuestre que larectax = =2,y = t,z = —tes

a) paralela pero por arriba del planox +y — z = 1,
b) paralela pero por debajo del plano —3x — 4y + 2z = 8.

46. Sea P(xg, Yo, Zo) un punto sobre el plano ax + by + cz
+ d = 0 y considere que n es un vector normal al plano.
Vea la FIGURA 11.6.10. Demuestre que si P(x;, y;, 21) €s
cualquier punto fuera del plano, entonces la distancia D
desde un punto a un plano estd dada por

D— lax, + by, + cz; + d|

Va2 + b+ ¢

Py(xy, y1,21)

=}
S N—

p

“““ J Py (x> Y0» 20)

FIGURA 11.6.10 Distancia entre un
punto y un plano en el problema 46

47. Emplee el resultado del problema 46 para encontrar la dis-
tancia del punto (2, 1, 4) al planox — 3y + z — 6 = 0.
48. a) Demuestre que los planos x —2y +3z=3y
—4x + 8y — 12z = 7 son paralelos.
b) Encuentre la distancia entre los planos en el inciso a).

Como se muestra en la FIGURA 11.6.11, el angulo entre dos pla-
nos se define como el dngulo agudo entre sus vectores norma-
les. En los problemas 49 y 50, encuentre los dngulos entre los
planos indicados.

FIGURA 11.6.11 Angulo entre dos
planos en los problemas 49 y 50

49. x — 3y + 2z = 14,
50. 2x + 6y + 3z = 13,

—x+y+z=10
dx — 2y + 4z = -7
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640 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

= Piense en ello

51. Sisiempre se ha sentado en una mesa de cuatro patas que
se mece, tal vez haya considerado sustituirla con una

cada plano. Si obtiene una respuesta que difiere de las
ecuaciones en el ejemplo 8, demuestre que las respuestas
son equivalentes.

mesa de tres patas. {Por qué? 53. a) Encuentre una ecuacién del plano cuyos puntos son
52. Vuelva a leer el ejemplo 8. Encuentre las ecuaciones equidistantes de (1, =2,3) y (2, 5, —1).

paramétricas para la recta L de interseccién entre los dos b) Encuentre la distancia entre el plano y los puntos

planos utilizando el hecho de que L yace en ambos pla- dados en el inciso a).

nos y por ello debe ser perpendicular al vector normal de

recta
generadora
plano

FIGURA 11.7.3 La recta en
movimiento sobre C paralela a L
genera un cilindro

11.7 cilindros y esferas

I Introduccién En el espacio bidimensional la grifica de la ecuacién x> + y> = 1 es una cir-
cunferencia centrada en el origen del plano xy. Sin embargo, en el espacio tridimensional es posi-
ble interpretar la grafica del conjunto

{x,y, 2)[x* + y* = 1, z arbitraria}
como una superficie que es el cilindro circular recto que se muestra en la FIGURA 11.7.1b).

x 'y y relacionadas por
. 2
medio de x>+ y =1,
z arbitraria

(X, y,2)

a) Circunferencia en el
espacio bidimensional b) Cilindro circular en el espacio tridimensional

FIGURA 11.7.1 Interpretacién de la ecuacién de una circunferencia
en los espacios bidimensional y tridimensional

De modo similar, ya hemos visto en la seccién 11.6 que la grafica de una ecuacién tal como
y + 2z = 2 es una recta en el espacio bidimensional (el plano yz), pero en el espacio tridimen-
sional la grafica del conjunto

{(x,y,2)|y + 2z = 2, x arbitraria}

es el plano perpendicular al plano yz mostrado en la FIGURA 11.7.2b). Las superficies de este tipo
reciben un nombre especial.

a) Recta en el espacio bidimensional ~ b) Plano en el espacio tridimensional
FIGURA 11.7.2  Interpretacién de una ecuacién de una recta
en los espacios bidimensional y tridimensional

B Cilindro Las superficies ilustradas en las figuras 11.7.1y 11.7.2 se llaman cilindros. Usamos
el término cilindro en un sentido mas general que el de un cilindro circular recto. Especifica-
mente, si C es una curva en un plano y L es una recta no paralela al plano, entonces el conjunto
de todos los puntos (x, y, z) generado al mover una linea que recorra a C paralela a L se denomi-
na cilindro. La curva C recibe el nombre de directriz del cilindro. Vea la FIGURA 11.7.3.

Asi, una ecuacién de una curva en un plano de coordenadas, cuando se consideran tres
dimensiones, es una ecuacién de un cilindro perpendicular a ese plano de coordenadas.

e Silas gréaficas de f(x,y) = c¢1, g(y, 2) = ¢» y h(x, 7) = c3 son curvas en el espacio bidi-
mensional de sus respectivos planos de coordenadas, entonces sus graficas en el espacio
tridimensional son superficies denominadas cilindros. Un cilindro se genera al mover una
linea que recorre la curva paralela al eje de coordenadas que es representada por la varia-
ble que falta en su ecuacion.
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La FIGURA 11.7.4 muestra una curva C definida por f(x, y) = c; en el plano xy y una coleccién de
lineas rojas llamado bastidor que representa diversas posiciones de una linea generadora que
recorre a C mientras se mueve paralela al eje z.

En el siguiente ejemplo comparamos la grafica de una ecuacién en un plano de coordena-
das con su interpretacién como un cilindro en el espacio tridimensional (FIGURAS 11.7.5-11.7.8).
Como en la figura 11.7.2b), s6lo se muestra una parte del cilindro.

[N]5\" [Nl Cilindros

— - = ] y
y—EE7§
<7
a) Curva logaritmica b) Cilindro logaritmico a) Pardbola b) Cilindro parabdlico
FIGURA 11.7.5 Cilindro con bastidor paralelo FIGURA 11.7.6  Cilindro con bastidor paralelo
al eje z al eje x

: T
Yy =cosx
| X
a) Hipérbola b) Cilindro hiperbdlico a) Curva senoidal b) Cilindro senoidal
FIGURA 11.7.7  Cilindro con bastidor paralelo FIGURA 11.7.8  Cilindro con bastidor
al eje y paralelo al eje z m

I Esferas Como la circunferencia, una esfera puede definirse por medio de la férmula de la
distancia.

Definicion 11.7.1 Esfera

Una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) en el espacio tridimensional que son
equidistantes de un punto fijo llamado centro.

Si r denota la distancia fija, o radio de la esfera, y si el centro es P;(a, b, c), entonces un
punto P(x, y, 7) estd sobre la esfera si y s6lo si [d(P;, P)]* = 1% o

(= af + (=B = (M

EJEMPLO 2 BE{If:]

Grafique x> + y* + > = 25.

Solucién Identificamos a =0, b =0, c =0y r> = 25 = 5% en (1), y por ello la grifica de
x? + y? + 22 = 25 es una esfera de radio 5 cuyo centro estd en el origen. La gréfica de la ecua-
cion se ilustra en la FIGURA 11.7.9. [ |

A\ Je N Esfera

Grafique (x — 5)* + (y — 7)* + (z — 6)* = 9.

Solucién  En este caso identificamos a=35,b=7,c=6y r* = 9. De (1) advertimos que la gra-
fica (x — 5)* + (y — 7)* + (z — 6)> = 3% es una esfera con centro (5, 7, 6) y radio 3. Su grafi-
ca yace por completo en el primer octante y se muestra en la FIGURA 11.7.10. |
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fey=c
FIGURA 11.7.4 Bastidor del
cilindro f(x, y) = ¢,

| e =25
FIGURA 11.7.9 Esfera del
ejemplo 2

FIGURA 11.7.10 Esfera del
ejemplo 3
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FIGURA 11.7.11
al plano y = 0 en el ejemplo 4

Esfera tangente

A 5\"|JHeM:W Ecuacion de una esfera

Encuentre una ecuacion de la esfera cuyo centro es (4, —3, 0) que es tangente al plano xz.

Solucién La distancia perpendicular desde el punto dado hasta el plano xz (y = 0), y en con-
secuencia el radio de la esfera, es el valor absoluto de la coordenada y, |—3| = 3. Asi, una ecua-
cién de la esfera es

=4+ O +3)+ =3
Vea la FIGURA 11.7.11. ]

]\ [Nl Centro y radio

Encuentre el centro y radio de una esfera cuya ecuacion es
16x* + 16y* + 16z> — 16x + 8y — 32z + 16 = 0.

Solucién Al dividir entre 16 y completar cuadrados en x, y y z obtenemos

_ 1)2 ( 1)2 el
<x > +y+4 + (z 1)—16.
El centro y radio de la esfera son (% — 1) y +V/5, respectivamente. [ |

I Traza de una superficie En la seccion 11.6 vimos que la traza de un plano en un plano de
coordenadas es la recta de interseccion del plano con el plano de coordenadas. En general, la
traza de una superficie en cualquier plano es la curva formada por la interseccién de la super-
ficie en el plano. Por ejemplo, en la figura 11.7.9 la traza de la esfera en el plano xy (z = 0) es
la circunferencia punteada x> + y*> = 25. En los planos xz y yz, las trazas de las esferas son los

circulos x> + 7z = 25y y* + z? = 25, respectivamente.

SEIHALER WA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-37.

= Fundamentos

En los problemas 1-16, dibuje la grafica del cilindro indicado.
1. y=x 2. 2= -y

3.y =47 4. >+ 2=25

5.9 +72=9 6. z=1y"

7. 2=¢" 8.z=1-¢

9. 2 —x*=4 10. z=coshy

11. 4x> + y* =36 12. x=1—y?

13. z=senx 14.y:é

15. yz =1 16. z = x* — 3x

En los problemas 17-20, dibuje la grafica de la ecuacién indi-
cada.

17. x> +y?+2=9

18. X +y2 + (z — 3% =16

19. x — D>+ (y — 1>+ (z — 1)?
20 b+ 3P+ (y+4)P>+@Ez—-5=4

En los problemas 21-24, encuentre el centro y el radio de la
esfera con la ecuacién dada.

21 >+ Yy + 72+ 8x—6y—4z—-7=0
22. 4+ 4* + 42+ 4x — 122 +9=0

23. >+ Y+ 72— 162=0

24, >+ 4+ 22 —x+y=0

En los problemas 25-32, encuentre una ecuacién de una esfe-
ra que satisface las condiciones dadas.

25. Centro (—1, 4, 6); radio V3

26. Centro (0, —3, 0); diémetro%

27. Centro (1, 1, 4); tangente al plano xy

28. Centro (5, 2, —2); tangente al plano yz

29. Centro sobre el eje y positivo; radio 2; tangente a x> + y*
+2°=36

30. Centro sobre larectax = 2t,y = 3¢,z = 6t,t > 0,auna
distancia de 21 unidades del origen; radio 5

31. El didmetro tiene puntos frontera (0, —4, 7) y (2, 12, —3)
32. Centro (—3, 1, 2); pasando por el origen

En los problemas 33-38, describa geométricamente todos los
puntos P(x,y, z) cuyas coordenadas satisfacen la(s) condi-
cion(es) indicada(s).

B.2+y + @ 1P=41=z7=3

M. 2+ + (- 12 =4z=2

3B+ + =1

3. 0<(x— 1)+ (-2 +@E—-3°<1

37. 1=+ +22=9

38. 1=x>+y"+72=9,z=0
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11.8 Superficies cuadricas 643

11.8 Superficies cuadricas

I Introduccion La ecuacion de la esfera dada en (1) de la seccién 11.7 es s6lo un caso particu-
lar de la ecuacién general de segundo grado en tres variables

AX* + By’ + CZ2 + Dxy + Eyz + Fxz+ Gx + Hy + Iz + J =0, (1)

donde A, B, C,. . ., J son constantes. La gréfica de una ecuacion de segundo grado de la forma
(1) que describe un conjunto real de puntos se dice que es una superficie cuadrica. Por ejem-
plo, tanto el cilindro eliptico x*/4 + y?/9 = 1 como el cilindro parabélico z = y* son superfi-
cies cuddricas. Concluimos este capitulo considerando las seis superficies cuddricas adicionales:
el elipsoide, el cono eliptico, el paraboloide eliptico, el paraboloide hiperbdélico, el hiperbo-
loide de una hoja y el hiperboloide de dos hojas.

I Elipsoide La grifica de cualquier ecuacién de la forma

8]
5]

%

+—=+—=5=1 a>0,b>0,c>0, 2)

2
4
2

QM‘H
a

se llama elipsoide. Cuando a = b = ¢, (2) es la ecuacioén de una esfera centrada en el origen.
Para |y,| < b, la ecuacién

X Z y(z)
PER Rl
a c b

representa una familia de elipses (o circunferencias si a = ¢) paralelos al plano xz que se forman
rebanando la superficie en planos y = y,. Al elegir, a su vez, x = xyy z = z(, encontramos que
las rebanadas de la superficie son elipses (o circulos) paralelos, respectivamente, a los planos yz
y xy. La FIGURA 11.8.1 resume una gréfica tipica de un elipsoide junto con las trazas de la superfi-
cie en tres planos de coordenadas.

traza xz
Plano de coordenadas Traza
2 2
xy (z=0) elipse: x_z y_2 =1
a~ b
P Y
xz (y=0) elipse: St = 1
a> ¢
2 2
. y Z
vz (x=0) elipse: b—z - = 1 traza xy
c
X N traza A4
a) Grafica generada con Mathematica b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas

FIGURA 11.8.1 Elipsoide

I Cono eliptico La grifica de una ecuacion de la forma

=%, a>0,b>0c>0, A3)

recibe el nombre de cono eliptico (o circular si el cono a = b). Para z, arbitraria, planos parale-
los al plano xy rebanan la superficie en elipses cuyas ecuaciones son

La FIGURA 11.8.2 resume una grafica tipica de un cono eliptico junto con las trazas en los planos de
coordenadas.
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644 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

Como veremos en seguida, hay dos tipos de paraboloides: eliptica e hiperbdlica.

traza xz

o

z Plano de coordenadas Traza y
xy (z=0) punto: (0, 0) X
c =2
xz (y=0) rectas: = x
c
vz (x=0) rectas:z=i;y
a) Grafica generada con Mathematica b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas

FIGURA 11.8.2 Cono eliptico

I Paraboloide eliptico La grifica de una ecuacién de la forma

2
ol a>0b>0, )

cZ = bz,

a

se denomina paraboloide eliptico. En la FIGURA 11.8.35) advertimos que para ¢ > 0, los planos z=
Z0 > 0, paralelos al plano xy, cortan la superficie en elipses cuyas ecuaciones son

2
Xy
7 + 7 = CZp.
a b
z Plano de coordenadas Traza
xy (z=0) punto: (0, 0)
2
] |/ xz (y=0) pardbola: ¢z = x—z <=2
— a
T~ z
2 "*J" vz (x=0) pardbola: ¢z = y—z X
a) Grafica generada con Mathematica b b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas

FIGURA 11.8.3 Paraboloide eliptico

I Paraboloide hiperbédlico La graifica de una ecuacién de la forma

o

2
cz = + =, a>0,b>0, 5

QN‘%
S

se conoce como paraboloide hiperbélico. Advierta que para ¢ > 0, los planos z = z,, parale-
los al plano xy, cortan la superficie en hipérbolas cuyas ecuaciones son
2
yoxX_
- — .
a b
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La forma de silla caracteristica de un paraboloide hiperbdlico se muestra en la FIGURA 11.8.4.

Plano de coordenadas Traza
g a
xy (z=0) rectas:y=izx _
2
xz (y=0) pardbola: ¢z = — x_z
b
2
vz (x=0) pardbola: ¢z = >
612 X traza xz

a) Grafica generada con Mathematica
FIGURA 11.8.4 Paraboloide hiperbdlico

Hay dos tipos de hiperboloides: de una hoja y de dos hojas.

I Hiperboloide de una hoja La grifica de una ecuacién de la forma

(S}
o

2

+ =1, a>0b>00c>0, (6)

QN‘X
%<
GN‘N

se llama hiperboloide de una hoja. En este caso, un plano z = z,, paralelo al plano xy, corta la
superficie en secciones transversales elipticas (o circulares si @ = b). Las ecuaciones de estas
elipses son

‘H
RN
)

Z
=1+
C

—+

Q
%[

La elipse mds pequefia, z, = 0, corresponde a la traza en el plano xy. Un resumen de las trazas
y de la gréfica tipica de (6) se proporciona en la FIGURA 11.8.5.

a) Gréfica generada con Mathematica
FIGURA 11.8.5 Hiperboloide de una hoja

I Hiperboloide de dos hojas Como se observa en la FIGURA 11.8.6, una gréfica de

a>0,b>0,c>0, 7

se llama apropiadamente hiperboloide de dos hojas. Para |zy| > c, la ecuacién x*/a* + y*/b* =
z5/c* — 1 describe la curva de interseccion eliptica de la superficie con el plano z = z,.
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traza yz

b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas

Plano de coordenadas Traza
2 2
xy (z=0) elipse: SRR
22
a” b
2 2
xz (y=0) hipérbola: — —=— = 1 traza xy
a~ ¢
2 2
yz (x=0) hipérbola: y_2 - Z_2 =1
b” c traza xz

645

b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas
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a) Grifica generada con Mathematica

Plano de coordenadas

Traza

xy (z=0)

xz (y=0)

vz (x=0)

sin lugar

hipérbola: —

2

2

aZ

/4

C

2
Z

2

R

2

hipérbola: — y—2 +
b c

b) Trazas de superficie en los planos de coordenadas

FIGURA 11.8.6 Hiperboloide de dos hojas

I Variacion de las ecuaciones Al intercambiar la posicion de las variables en las ecuaciones
(2)-(7) no se cambia la naturaleza bésica de una superficie, aunque cambia la orientacién de la
superficie en el espacio. Por ejemplo, graficas de las ecuaciones
2 2 2 2 2 2
X Yy z _ X Yy 4
-S+5=1 y S S+

X =1 8
a b o a » ¢ ®

siguen siendo hiperboloides de una hoja. De manera similar, los dos signos menos en (7) que
caracterizan a los hiperboloides de dos hojas pueden ocurrir en cualquier parte en la ecuacion.
Similarmente,

2 2 2 2
X e y 7
;—F?—Cy y ;-&—?—cx 9)
son paraboloides. Las graficas de ecuaciones de la forma
2 2 2 2
X - _ M z _
Y Y e 1o
son paraboloides hiperbélicos.
]S\ NN Superficies cuadricas
Identifique
a)y =x*+ 7 y b)y=x*—2.

Compare las grificas.

Solucién De las primeras ecuaciones en (9) y (10) cona=1,b=1y ¢ = 1, identificamos la
gréfica de a) como un paraboloide y la grifica de b) como un paraboloide hiperbélico. En el caso
de la ecuacién a), un plano y = y,, yo > 0, corta la superficie en circulos cuyas ecuaciones
son y, = x> + z2. Por otro lado, un plano y = y, corta la grifica de la ecuacién b) en hipérbolas

yo = x> — Z%. Las grificas se comparan en la FIGURA 11.87. [

b4
hipérbola y, <0
circulo yo >0

N
2

a) b)
FIGURA 11.8.7 Superficie del ejemplo 1
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]3| JNe MW B Superficies cuddricas

Identifique
a) 2> -4 +72=0 y b) —2x* + 4y* + 7 = —36.

Solucién
a) De3x* + 122 = )%, se identifica la grifica de un cono eliptico.
b) De 1> — §y> — 32> = 1, se identifica la grdfica como un hiperboloide de dos hojas.
|

I Origen en (h, k, 1) Cuando el origen (0, 0, 0) se traslada a (h, k, I), las ecuaciones de las
superficies cuddricas se convierten en

AV AV 2
(x h)+(y k)+(z )

=1 <« elipsoide

a2 b2 C2
x—h?  -—k?
c(z—10) = 5 + ) 5 < paraboloide
a b
Cc=h -k -l z
5 + - =1 < hiperboloide de una hoja 2
a b c z=4-x"—y" 1 (0,0,4)

etcétera. Es posible que usted tenga que completar el cuadrado para poner una ecuacién de
segundo grado en una de estas formas.

EEEE EE R

\
\
N
/

FAEVETIE] Paraboloide B Ve as

Grafique z = 4 — x> — y~. Ve

Solucion Al escribir la ecuacion como FIGURA 11.8.8 Paraboloide del
ejemplo 3
—@—4 =2ty
reconocemos la ecuacién de un paraboloide. El signo menos enfrente del término en el lado
izquierdo de la igualdad indica que la grafica del paraboloide abre hacia abajo a partir de
(0, 0, 4). Vea la FIGURA 11.8.8. [ |

I Superficies de revolucion En las secciones 6.3 y 6.4 vimos que una superficie S podria
generarse rotando una curva plana C alrededor de un eje. En la discusioén que sigue se encontra-
ran ecuaciones de superficies de revolucion cuando C es una curva en un plano de coordenadas
y el eje de revolucién es un eje de coordenadas.

En aras de la discusion, se va a suponer que f(y, z) = 0 es una ecuacién de una curva C en
el plano yz y que C se rota en torno al eje z de modo que se genera una superficie S. También se
supondrd por el momento que las coordenadas y y z de los puntos sobre C son no negativas. Si
(x, y, z) denota un punto general sobre S que resulta de rotar el punto (0, y,, z) en C, entonces se
advierte de la FIGURA 11.8.9 que la distancia de (x, y, z) a (0, 0, z) es la misma que la distancia de FIGURA 1189 Superficie S de
(0, y0,2)a (0,0, 2); estoes,y, = Vx* + y% Del hecho de que f(yy, z) = 0 llegamos a una ecua-  reyolucién
cion para S:

X

AV +y%z2)=0. (11

Es posible, desde luego, que una curva en un plano de coordenadas se rote en torno a cada
eje de coordenadas. Si la curva C en el plano yz definida por f(y, z) = 0 se rota ahora alrededor
del eje y, puede demostrarse que una ecuacion de la superficie de revolucion resultante es

fl, V&2 + ) =0. (12)

Por dltimo, notamos que si hay puntos (0, y, z) sobre C para los cuales las coordenadas y o z son
negativas, entonces se sustituye Va2 + y* en (11) por =Va2 + y* y Va2 + 22 en (12) por
=Vt + 2

Las ecuaciones de superficies de revolucion generadas cuando una curva en el plano xy o xz
se rota en torno a un eje de coordenadas son andlogas a (11) y (12). Como muestra la siguiente
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648 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

tabla, una ecuacién de una superficie generada al rotar una curva en un plano de coordenadas

alrededor de

= eje \/)ﬁz2
y = €je implica el término Vi + 7
7 = eje Vi +yh

Ecuacion de la curva C | Eje de revolucion | Ecuacion de la superficie S
ey = 0 eje x f(x, i\/m) =0
’ cje y fEVR +20y) =
f) =0 eje x f(x, i\/m) =0
’ eje FEVE +3.2)=0
0.2 = 0 ejey f(y, i\/m) =0
’ eje z A=V +3y42)=0

A\ [N Paraboloide de revolucion

a) Enel ejemplo 1, la ecuacién y = x* + z? puede escribirse como
)= (VR

En consecuencia, de acuerdo con la tabla anterior se advierte que la superficie se gene-
ra al rotar ya sea la pardbola y = x> o la pardbola y = z” en torno al eje y. La superfi-
cie que se muestra en la figura 11.8.7a) se denomina paraboloide de revolucion.

b) En el ejemplo 3, la ecuacién —(z — 4) = x> + y? puede escribirse como

—(z—4) = (V2 + P

La superficie es también un paraboloide de revolucién. En este caso la superficie se
genera al rotar ya sea la pardbola —(z — 4) = x° o la pardbola —(z — 4) = y” alrede-
dor del eje z. [ |

]\ [ Xe Y FElipsoide de revolucion

La gréfica de 4x* + y* = 16 se rota en torno al eje x. Encuentre una ecuacion de la superficie de
revolucion.

Solucién La ecuacién dada tiene la forma f(x, y) = 0. Puesto que el eje de revolucion es el eje
x, vemos de la tabla que una ecuacién de la superficie de revolucién puede encontrarse al susti-

tuir y por +Vy? + 7% Se concluye que
4x2+(i \/y2+zz)2= 16 o 43 + y* + 22 = 16.

La superficie se denomina elipsoide de revolucién. [ |

EJEMPLO 6 Myl

La graficade z = y,y = 0, se rota en torno al eje z. Encuentre una ecuacién de la superficie de
revolucién.

Solucién Puesto que no hay punto sobre la grafica de z = y, y = 0, con coordenada y negati-
va, obtenemos una ecuacién de la superficie de revolucién al sustituir Vx> + y* por y:

7= Va2 + . (13) m

Observe que (13) no es lo mismo que z*> = x> + y* Técnicamente la grifica de (3) es un
cono con dos mantos o un cono completo; las porciones del cono sobre y debajo del vértice se
denominan mantos. Si se resuelve (3) para z en términos de x y y, obtenemos ecuaciones de
conos de un manto. Por ejemplo, al resolver z = x* + y* encontramos que z = Vx> + y* y
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z = —Vx* + y* que son, a su vez, ecuaciones del manto superior y del manto inferior del cono.
Asi, la grafica de (13) es el cono de un manto de la FIGURA 11.8.10a).

—
OP NOTAS DESDE EL AULA

i) La grifica de z = xy también es un paraboloide hiperbdlico. En realidad, es posible
demostrar que la superficie z = xy es congruente con el paraboloide hiperbdlico
z = x> — 1y por medio de una rotacién en sentido contrario a las manecillas del reloj
de los ejes x y y a través de un dngulo de 7/4 radianes en torno al eje z.

ii) EI hiperboloide y el paraboloide hiperbdlico se encuentran a menudo en la ingenieria
arquitecténica. La forma de la torre del puerto de Kobe, Japdn, es un hiperboloide de una
hoja. Durante afios la superficie que se presenta en la FIGURA 11.8.11 se usé en disefios de
techos de casas e incluso de gasolineras. El mas famoso fue la casa Catalano construida
en Raleigh, Carolina del Norte, en 1954. Visite www.trianglemodernisthouses.com/
catalano.htm para encontrar fotos detalladas. Por ultimo, si observa con cuidado las
papas fritas, especialmente las papas fritas Pringles de tamafio uniforme, advertird la
forma de un paraboloide hiperbdlico.

iii) La superficie del espejo de un telescopio reflector se pule para darle forma de un para-
boloide de revolucién.

FIGURA 11.8.10 Cono de un solo
manto a); cono de doble manto
en b)

A

FIGURA 11.8.11  Superficie

z =Xy
Torre del puerto de Kobe, Japon Casa Catalano, 1954 Papas fritas Pringles
AIALERE R Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-37.
= Fundamentos das. Encuentre una ecuacién para C e identifique el eje de
En los problemas 1-14, identifique y grafique la superficie revolucion.
cuddrica. 19. x2 + y2 + Z2 =1 20. —9x2 + 4y2 + 4Z2 = 36
Lty =2 2 R4y 2 y= el 2. 2 -y =sen’z
3.9 + 36" + 427 =36 4. x> +y -7 =—4 En los problemas 23-30, la gréfica de la ecuacién dada se rota
5. 36x — y* 4+ 922 = 144 6. 4x* + 4y* + 22 = 100 en torno al eje que se indica. Encuentre una ecuacién de la
7. yz 152 =42 8. —0x2 + 16y2 = 144z superficie de revolucion.
9. y =4y — 2 10. 92+ x>+ = 0 23. y=12x cjey 24. y = Vz cey
1. x* =y = =4 12. -+ 9> +72=9 25.2=9 -, x=0; ejex
13. y* + 477 = x 4. > +y —7=1 26. z=1+),y=0; ejez
En los problema 15-18, grafique la superficie cuddrica. 27. ¥ — 72 =4; ejex 28. 3x* + 477 = 12; ejez
15. z =3 + x> + y? 16. y + x> + 472 =4 29. z=1Iny; ejez 30. xy =1; ejex
17. x =47+ (y -6 — 22 =1 31. ;Cudl de las superficies en los problemas 1-14 son super-
18. 5x2 + (y — 52 + 52 =25 ficies de revolucién? Identifique los ejes de revolucion de

En los problemas 19-22, la ecuacién indicada es una ecuacién cada superficie.

de una superficie de revolucion obtenida al rotar una curva C 32. Dibuje una gréfica de la ecuacién en el problema 22 para
en un plano de coordenadas alrededor de un eje de coordena- 0=z=27.
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650 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

En los problemas 33 y 34, compare las gréficas de las ecua-
ciones dadas.

33.
34.
35.

36.

37.

2+2=-Vx2+y,@z+2?=x"+)
y—1= \/xz+zz,(y—1)2=x2+z2

Considere el paraboloide

2 2
Z—c=—(xz+zz>, c > 0.
a

a) El 4rea de una elipse x?/A> + y*/B* = 1 es wAB.
Emplee este hecho para expresar el drea de una sec-
cion transversal perpendicular al eje z como una fun-
cibnde z,z = c.

b) Utilice el método de rebanadas (vea la seccion 6.3)
para encontrar el volumen del sélido acotado por el
paraboloide y el plano xy.

a) Utilice el método del rebanadas como en el inciso b)
del problema 35 para encontrar el volumen del elip-
soide

(]
5]
5]

+ =+

QN‘R
%
QN‘N

b) (Cuadl serfa su respuesta en el inciso @) sia = b = ¢?

Determine los puntos donde la recta

x=2_y+t2_ -6
2 -3 32

interseca al elipsoide x*/9 + y*/36 + z%/81 = 1.

= Proyectos

38.

Repaso de secciones cénicas En la introduccién a la
seccion 10.1 se defini6 informalmente una seccién coni-
ca (circulo, elipse, pardbola e hipérbola) como la curva
de interseccion de un plano y un cono de doble manto.
Con el conocimiento recién adquirido de ecuaciones de
planos y conos usted puede demostrar realmente el enun-
ciado anterior. Por simplicidad se considerard un cono de
un solo manto con la ecuacién z = Vx* + y*. Es bastan-
te sencillo ver que un plano z = a,a > 0 paralelo al
plano xy corta al cono en un circulo. Al sustituir z = a en
la ecuacion del cono obtenemos, después de simplificar,
x> + y* = a°. Esta ltima ecuacién es un circulo de radio
a 'y es la ecuacién de la proyeccion sobre el plano xy de
la curva de interseccion del plano con el cono. Suponga
ahora un plano definido por z = b — (b/a)x que pasa por
el cono como se indica en la FIGURA 11.8.12a). Investigue

39.

a) C yace en el plano de interseccién con el cono

/ 1
, plano

cono

(a,0,0)
b) Vista de la seccion transversal
FIGURA 11.8.12 Interseccién de planos con un cono de un manto

cémo demostrar que la curva C de interseccion es ya sea
una pardabola, una elipse o una hipérbola. Considere
casos como los que sugieren las distintas posiciones del
plano que se muestra en la figura 11.8.12b). Es probable
que usted tenga que profundizar un poco respecto a sus
ideas iniciales.

Esferoides

a) Escriba un breve articulo en el que se analice en qué
condiciones la ecuacion

describe un esferoide achatado y un esferoide prolato.

b) Relacione estas dos superficies con el concepto de
una superficie de revolucion.

¢) El planeta Tierra es un ejemplo de un esferoide acha-
tado. Compare el radio polar de la Tierra con su radio
ecuatorial.

d) Proporcione un ejemplo de un esferoide prolato.

Revision del capitulo 11

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-38.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-20, indique si el enunciado que se indica es verdadero (V) o falso (F).
1. Los vectores (—4, —6, 10) y (— 10, — 15, 25) son paralelos.
2. En el espacio tridimensional cualesquiera tres puntos distintos determinan un plano.
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A

o

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.

B. Llene los espacios en blanco

Revision del capitulo 11

Larectax =1+ 5,y =1—2t,z =4 + tyel plano 2x + 3y — 4z = 1 son perpendicu-
lares.

Los vectores distintos de cero a y b son paralelos sia X b = 0.

Sia-b < 0, el 4ngulo entre ay b es obtuso. ____

Si a es un vector unitario, entonces a-a = 1.

Una recta en el espacio tridimensional puede tener muchas ecuaciones vectoriales diferen-
tes.

El punto terminal del vector a — b estd en el punto terminal dea. ____
@Xb)y:-ec=a-bxXe)___

Si a, b, ¢ y d son vectores coplanares distintos de cero, entonces (a X b) X (¢ X d) = 0.

Los planos x +2y —z=5y —2x —4y + 2z =1 son paralelos. ______

Dos rectas perpendiculares Ly y L, se intersecan. ______

La superficie z = x” es un cilindro.

La traza de un elipsoide x*/9 + y*/2 + z2/2 = 1 en el plano yz es un circulo. ___

Los cuatro puntos (0, 1, 2), (1, —1, 1), (3, 2, 6), (2, 1, 2) yacen en el mismo plano. ______
En general, para vectores distintos de cero a y b en el espacio tridimensional,
axXb#bXa. __

La traza de la superficie x* + 9y* + z* = 1 en el plano yz es un circulo. _____

2 + 9y? + 22 = 1 es una superficie de revolucién. ____

Si ay b son vectores ortogonales distintos de cero, entonces [a X b| = |a||b]. _____

Si a es un vector distinto de ceroya-b = a-¢ = 0, entonces b = c.

En los problemas 1-24, llene los espacios en blanco.

1. Lasumade 3i + 4j + 5ky 6i — 2j — 3kes
2. Sia-b = 0, los vectores distintos de cero a y b son
3. (—k) X (5)) = 4. i-iXj =
5. |—12i + 4j + 6k| = 6. kK X (i+2j—3k) =
s Kk
- b
7. = 8 [2 1 5| =
4 3
0 4 -1
9. Un vector que es normal al plano —6x + y — 7z + 10 = Oes

10.

11.

12.
13.

14.

15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.
22,

La esfera mas grande con centro (4, 3, 7) cuyo interior yace enteramente en el primer octan-
te tiene radio r =

El punto de intersecciéon de la recta x — 1= (y +2)/3=(z+ 1)/2 y el plano
x+2y—z=13es

Un vector unitario que tiene la direccién opuesta de a = 4i + 3j — Skes

Si P1P2 = (3,5, —4)y P, tienen coordenadas (2, 1, 7), entonces las coordenadas de Pz son

El punto medio del segmento de recta entre P,(4, 3, 10) y P>(6, —2, —5) tiene coordenadas

Sija| =7.2,|b| =10y el dngulo entre a y b es de 135°, entonces a - b =
Sia=(3,1,0,b =(—1,2,1)y ¢ = (0, —2, 2), entonces a - 2b + 4c) =
Las intersecciones con los ejes x, y y z del plano 2x — 3y + 4z = 24 son, respectivamente,

El dangulo 6 entre los vectoresa =i+ jyb =i — kes

El drea de un tridngulo con dos lados dados pora = (1,3, —1)yb = (2, — 1, 2)es

Una ecuacion de una esfera con centro (—5, 7, —9) y radio V6 es

La distancia del plano y = —5 al punto (4, —3, 1) es

Los vectores (1, 3, ¢) y (=2, —6, 5) son paralelos para ¢ = y ortogonales para ¢ =

www.FreelLibros.org
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652 CAPITULO 11 Vectores y espacio tridimensional

23. La superficie x*> + 2y* + 272 — 4y — 12z = 0 es un(a)

24. La traza de la superficie y = x* — 7> en el plano z = 1 es un(a)

C. Ejercicios

1. Encuentre un vector unitario que sea perpendicularaa =i + jyb =1 — 2i + k.

2. Encuentre los cosenos directores y los dngulos directores del vector a = 3i + 3j — k.

En los problemas 3-6 considere a = (1,2, —=2) y b = (4, 3, 0). Determine el nimero o vector

indicado.

3. comppa 4. proy,b 5. proyp2a 6. proyeccién de a — b ortogonal a b
En los problemas 7-12, identifique la superficie cuya ecuacién se indica.

7. x>+ 4* =16 8. v+ 2r+42=0 9. x>+ 4 —7=-9

10. x> +y* + 22 =10z 11. 92 — x>+ y* =0 12. 2x — 3y =6

13. Encuentre una ecuacién de la superficie de revolucién que se obtiene al rotar la grafica de
x* — y* = 1 alrededor del eje y. Alrededor del eje x. Identifique la superficie en cada caso.
14. Una superficie de revolucion tiene una ecuacién y = 1 + Vx* + z°. Encuentre una ecua-

cién de una curva C en un plano de coordenadas que, cuando se rote alrededor de un eje de
coordenadas, genere la superficie.

15. Sear el vector posicién de un punto variable P(x, y, z) en el espacio y sea a un vector cons-
tante. Determine la superficie descrita por las siguientes ecuaciones vectoriales:
a) r—a)-r=0 b) r—a)-a=0.

16. Use el producto punto para determinar si los puntos (4, 2, —2), (2, 4, =3) y (6,7, —5) son
vértices de un tridngulo rectangulo.

17. Encuentre ecuaciones simétricas para la recta que pasa por el punto (7, 3, —5) que es para-
lelaa(x — 3)/4 = +4)/(=2) = (z — 9)/6.

18. Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta que pasa por los puntos (5, =9, 3) que es
perpendicular al plano 8x + 3y — 4z = 13.

19. Demuestre que las rectas x =1 —2t,y=3f,z=1+ty x=1+2s5,y=—4+s,
z = —1 + s se intersecan y son perpendiculares.

20. Encuentre una ecuacién del plano que contiene a los puntos (0, 0, 0), (2, 3, 1), (1, 0, 2).

21. Encuentre una ecuacién del plano que contiene a las rectas x = ¢,y = 4,z = =2ty x=1
+ty=1+4t,z=3 -2t

22. Determine una ecuacion del plano que contiene a (1, 7, —1) y que es perpendicular a la recta
de interseccionde —x + y — 8z =4y3x —y + 2z = 0.

23. Encuentre una ecuacién del plano que contiene a (1, —1, 2) y que es paralela a los vectores
i—2jy2i+ 3k

24. Encuentre una ecuacion de una esfera para la cual el segmento de recta x = 4 + 2f,
y=T7+3t,z=8+ 61, —1 =t =0, es un didmetro.

25. Demuestre que los tres vectores a=3i+5j+ 2k, b=3i+4j+kyc =4i + 5j + k son
coplanares.

26. Considere el tridngulo recto cuyos lados son los vectores a, b, y ¢ mostrados en la FIGURA
11.R.1. Demuestre que el punto medio M de la hipotenusa es equidistante de los tres vértices
del tridngulo.

B

b
FIGURA 11.R.T  Tridngulo del problema 26
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27.

28.

29.

30.

a) La fuerza F que actia sobre una particula de carga g que se mueve con velocidad v por
un campo magnético B estd dada por F = g(v X B). Encuentre F si v actia a lo largo
del eje y positivo y B actia a lo largo del eje x positivo. Suponga que |v| = vy |B| = B.

b) El momento angular L. de una particula de masa m que se mueve con velocidad lineal v
en un circulo de radio r estd dado por L = m(r X v), donde r es perpendicular a v.
Emplee métodos vectoriales para resolver respecto a v en términos de L, r y m.

Una fuerza constante de 10 N en la direccién de a = i + j mueve un bloque sobre una
superficie sin friccién desde P,(4, 1, 0) hasta P,(7, 4, 0). Suponga que la distancia se mide
en metros. Determine el trabajo realizado.

En el problema 28 calcule el trabajo realizado al mover el bloque entre los mismos puntos
si otra fuerza constante de 50 N en la direccién de b = i actia simultdneamente con la fuer-
za original.

Una bola uniforme de 50 1b de peso se soporta por medio de dos planos sin friccién como
se indica en la FIGURA 11.R.2. Considere que la fuerza ejercida por el plano de soporte S; sobre
la bola es F; y que la fuerza ejercida por el plano S, es F,. Puesto que la bola se mantiene
en equilibrio, se debe tener que w + F; + F, = 0, donde w = —50j. Determine las mag-
nitudes de las fuerzas F; y F,. [Sugerencia: Suponga que las fuerzas F; y F, son normales
a los planos S, y S, respectivamente, y que actdan a lo largo de las lineas que pasan por el
centro C de la bola. Sitte el origen de un sistema de coordenadas bidimensional en C.]

FIGURA 11.R.2 Bola del problema 30
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Capitulo 12

Funciones de valores vectoriales

(i), (1) 2(1))

r(ty) = <xf}>,y(zo), Z(t(y !

X

En este capitulo Una curva en el plano asi como una curva C en el espacio tridimensional pue-
den definirse mediante ecuaciones parameétricas. Al emplear las funciones como componentes
en un conjunto de ecuaciones parametricas, podemos construir una funcion de valores vectoria-
les cuyos valores son los vectores de posicion de los puntos sobre la curva C. En este capitulo
consideraremos el calculo y las aplicaciones de estas funciones vectoriales.

12.1 Funciones vectoriales

12.2 Calculo de funciones vectoriales

12.3 Movimiento sobre una curva

12.4 Curvatura y aceleracion
Revisién del capitulo 12

: 655
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656 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

12.1 Funciones vectoriales

I Introduccion Vimos en la seccién 10.2 que una curva C en el plano xy puede parametrizar-
se mediante dos ecuaciones

x=f®, y=g0, ast=b. (D

En ciencias e ingenierfa muchas veces es conveniente introducir un vector r con las funciones f
y g como componentes:

r(1) = (f(1), g() = f(Hi + g(0)], 2)

donde i = (1, 0)y j = (0, 1). En esta seccion se estudian los andlogos de (1) y (2) en tres dimen-
siones.

I Funciones de valores vectoriales Una curva C en el espacio tridimensional, o una curva
espacial, se parametriza mediante tres ecuaciones

x=f1, y=g0®, z=h1), a=t=Dbh. 3)

Como en la seccion 10.2, la orientacién de C corresponde a valores crecientes del parametro .
Al emplear las funciones en (3) como componentes, el equivalente en el espacio tridimensional
de (2) es

r(t) = (f(), g(0), h(D) = f(Oi + () + h(DKk, 4)

donde i = (1,0,0), j=(0, 1,0y k = (0, 0, 1). Afirmamos que r en (2) y (4) es una funcién de
valores vectoriales, o simplemente una funcién vectorial. Como se ilustra en la FIGURA 12.1.1,
para un nimero dado ¢y, el vector r(ty) es el vector de posicion de un punto P sobre la curva C.
En otras palabras, cuando varia #, podemos visualizar la curva C como si fuera trazada por la
punta de flecha mévil de r(7).

y
(x(ty) ¥ (1)) ((ty) y (). () €
C / r(to):<x(t0)’y(to)v Z([0)>
/ y
F(1y) = (2 (1), ¥ (1) x /
X
a) Espacio bidimensional b) Espacio tridimensional

FIGURA 12.1.1  Funciones vectoriales en los espacios bidimensional y tridimensional

I Rectas Ya se dio un ejemplo de ecuaciones paramétricas visto como una funcién vectorial
de una curva espacial en la seccién 11.5 donde analizamos la recta en el espacio tridimensional.
Recuerde, las ecuaciones paramétricas de una recta L que pasa por un punto Poy(xo, yo, zo) en el
espacio y es paralela a un vector v = (a, b, ), v # 0, son

xX=xytat, y=y,+bt, z=2z9+tct, —00 <t <00,

Estas ecuaciones resultan del hecho de que los vectores r — ry y v son paralelos de modo que
r — ryes un multiplo escalar de v, esto es, r — ry, = #v. En consecuencia, una funcién vectorial
de la recta L estd dada por r(f) = r, + ¢v. Esta dltima ecuacion se expresa en las formas alternas

r(f) = (xo + at, yo + bt, zy + cf)
y r(t) = (xog + ani + (yo + b)j + (zo + cHk.

Siry = (X0, Yo» 20) Y 1 = (X1, y1, 21) son los vectores de posicién de dos puntos distintos Py y Py,
entonces podemos considerar v = r; — ry = {(Xx; — X, V| — Yo, 21 — Zo)- Una funcién vectorial
de la recta que pasa por los dos puntos es r(f) = ry + t(r; — rg) o
r(r) = (1 — Hry + try. 5)
www.FreelLibros.org



Si el intervalo del parametro es cerrado [a, b], entonces la funcién vectorial (5) traza el segmen-
to de recta entre los puntos definidos por r(a) y r(b). En particular, si 0=¢r=1yr =
(1 — Hry + try, entonces la orientacién es tal que r(f) traza el segmento de recta del punto P al
punto P;.

]S\ [N Grafica de una funcion vectorial

Encuentre una funcién vectorial para el segmento de recta del punto Py(3, 2, —1) al punto P,
(1, 4,95).

Solucién Los vectores de posicién correspondientes a los puntos dados son ry = (3,2, —1)y
r, = (1, 4, 5). Entonces, de (5) una funcién vectorial para el segmento de recta es

r() =1 — 03,2, —-1)+ 1,4,5)
0 r(f) = (3 — 24,2 + 2t, =1 + 61),

donde 0 = ¢ = 1. La gréfica de la ecuacién vectorial estd dada en la FIGURA 12.1.2. [ |

]\ |Je WA Grafica de una funcion vectorial

Grafique la curva C trazada por la funcién vectorial
r(f) =2costi +2sentj+tk, t=0.

Solucién Las ecuaciones paramétricas de la curva Csonx=2cos t,y=2sent, z = t. Al eli-
minar el pardmetro ¢ de las primeras dos ecuaciones,

22+ y2 = (2cos 1)’ + (2sent)? = 22,

notamos que un punto sobre la curva est en el cilindro circular x* + y*> = 4. Como se puede ver
en la FIGURA 12.1.3 y la tabla adjunta a la misma, cuando aumenta el valor de ¢, la curva se enrolla
hacia arriba en una espiral cilindrica o una hélice circular.

cilindro
¥+ y2 =4 T
Y

t |0 @2 w 3%w2 2w 5%w/2 3w Tw/2 47w 97w/2

x{2 0 -2 0 2 0 -2 0 2 0

ylo 2 0 -2 0 2 0 -2 0 2

2|0 w2 @ 3w2 27w 5u/2 3w Tw/2 47 9m/2

FIGURA 12.1.3  Grifica de la funcién vectorial del ejemplo 2 |

I Curvas helicoidales La curva en el ejemplo 2 es una de tipos de curvas espaciales conoci-
das como curvas helicoidales. En general, una funcién vectorial de la forma

r(f) = a cos kti + a sen ktj + ctk (6)

12.1 Funciones vectoriales 657

P,(1,4,5)

1P,3.2,-1)

FIGURA 12.1.2  Segmento de recta
del ejemplo 1

describe una hélice circular. El nimero 27r¢/k recibe el nombre de horquilla de una hélice. Una o La hélice definida por (6) se

hélice circular es sélo un caso especial de la funcién vectorial
r(f) = a cos kti + bsen ktj + ctk, @)
que describe una hélice eliptica cuando a # b. La curva definida por
r(f) = at cos kti + bt sen ktj + ctk (8)
se denomina hélice conica. Por tltimo, una curva dada por
r(f) = a senkt cos ti + a sen kt sentj + a cos ktk 9)

se llama hélice esférica. En (6)-(9) se supone que a, b, ¢ y k son constantes positivas.

www.FreelLibros.org
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658 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

X
FIGURA 12.1.5 Circulo en un
plano en el ejemplo 4

2
z2=9—x"

x2+y2: 9

FIGURA 12.1.6 Curva C de
interseccion del ejemplo 5

] 5\"[JHe BN Curvas helicoidales

a) Siintercambiamos, por ejemplo, las componentes y y z de la funcién vectorial (7), obte-
nemos una hélice eliptica que se enrolla lateralmente a lo largo del eje y. Por ejemplo,
con la ayuda de un SAC, la grifica de la hélice eliptica

r(f) = 4 cos ti + tj + 2 sentk

se muestra en la FIGURA 12.1.4a).
b) La figura 12.1.4b) muestra la gréifica de

r(f) = tcosti + tsentj + tk

e ilustra por qué una funcién vectorial de la forma dada en (8) define a una hélice céni-
ca. Para mayor claridad, se ha decidido suprimir la caja que por omision rodea a la sali-
da 3D de Mathematica.

a) Hélice eliptica b) Hélice conica
FIGURA 12.1.4  Curvas helicoidales del ejemplo 3 |

A S\" [N Grafica de una funcion vectorial

Grafique la curva trazada por la funcién vectorial r(f) = 2 cos ti + 2 sen fj + 3k.

Solucién Las ecuaciones paramétricas de la curva son las componentes de la funcién vectorial

Y x=2cost,y=2sent,z=3.Como en el ejemplo 1, observamos que un punto sobre la curva

debe estar sobre el cilindro x> + y? = 4. Sin embargo, puesto que la coordenada z de cualquier
punto tiene el valor constante z = 3, la funcién vectorial r(¢) traza una circunferencia en el plano
3 unidades arriba y paralelo al plano xy. Vea la FIGURA 12.1.5. |

A\ [XelMAN Curva de interseccion de dos superficies

Determine la funcién vectorial que describe la curva C de interseccion del plano y = 2x y el
paraboloide z = 9 — x* — y°.

Solucién Primero parametrizamos la curva C de interseccion haciendo x = ¢. Se deduce que
y=2tyz=9 —t* — (2f)*> = 9 — 5¢2. De acuerdo con las ecuaciones paramétricas

x=t y=2t 7=9 — 5%, —00 << o0,
vemos que una funcién vectorial que describe el trazo del paraboloide en el plano y = 2x esta
dada por
r(t) = ti + 2tj + 9 — 5H)k.
Vea la FIGURA 12.16. ]

[A]5\"|JHeM:M Curva de interseccion de dos cilindros

Encuentre la funcién vectorial que describe la curva C de interseccién de los cilindros y = x*y

ZIXS.

Solucién En el espacio bidimensional, la grifica de y = x? es una parédbola en el plano xy y por
tanto en el espacio tridimensional es un cilindro parabdlico cuya generatriz es perpendicular al
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12.1 Funciones vectoriales 659

plano xy, esto es, paralela al eje z. Vea la FIGURA 12.1.7a). Por otro lado, z = x° puede interpretarse
como un cilindro cubico cuya generatriz es perpendicular al plano xz, esto es, paralelo al eje y.
Vea la figura 12.1.7b). Como en el ejemplo 5, si se dejax = ¢, entonces y = t*y z = ¢°. Una fun-
cién vectorial que describe a la curva C de interseccion de los dos cilindros es entonces

r(t) = ti + }j + 'k, (10)

donde —oc0 < t < 0.

5
0
0 _s 0 ‘0
1
| . 2
= 2 5 3 )
- —
24 x b4
a)y=x2 byz=x )
FIGURA 12.1.7 @) y b) dos cilindros; ¢) curva C de interseccién en el ejemplo 6 |

La curva C definida por la funcién vectorial (10) recibe el nombre de ctibica trenzada. Con
la ayuda de un SAC se ha graficado r(f) = ti + #*j + £’k en la FIGURA 12.1.8. Las partes a) y b)
de la figura muestran dos perspectivas, o puntos de vista, distintas de la curva C de interseccién
de los cilindros y = x? y z = x°. En la figura 12.1.8¢) observamos la naturaleza ctibica de C uti-
lizando una vista en direccion al plano xz. La ctbica trenzada tiene varias propiedades de inte-
rés para los matemadticos y por ello se estudia frecuentemente en cursos avanzados de geometria
algebraica.

0 05 1
1
0.5
0z
-0.5
-1
a) Viendo hacia arriba la curva b) Viendo hacia abajo la curva ¢) Viendo en el plano xz

FIGURA 12.1.8  Cubico trenzado del ejemplo 6

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-38.

= Fundamentos En los problemas 5-8, escriba las ecuaciones paramétricas
dadas como una funcién vectorial r(7).

En los problemas 1-4, encuentre el dominio de la funcién vec-

torial dada. 5. x = sent,y = cos mt, z = —cos’ 7t
1. r(t) = V£ — 9i + 3t , , ,

2. 1(1) = (t + Di + In(1 — A)j 6. x =cos t,y=2sent,z =t

3.r() =ti + %tzj — sen !tk 7.x=e¢',y=ez=¢"

4. r(f) = e i + cos tj + sen 2tk 8. x=—161%y =501,z = 10
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660 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

En los problemas 9-12, escriba la funcién vectorial dada r(f)
como ecuaciones paramétricas.

9. r(t) = £*i + sentj + cos tk

10. r(r) = tsent(i + k)

11. r(t) = Inti + (1 + 1j + 'k

12. r(r) = Ssent sen 3fi + 5 cos 3tj + 5 cos t sen 37k

En los problemas 13-22, grafique la curva trazada por la fun-
cioén vectorial que se indica.

13. r(t) = 2senti + 4costj+tk, t=0

14. r(r) = ti + costj +sentk, t=0

15. r(r) = ti + 2tj + costk, t=0

16. r(r) = 4i + 2 costj + 3 senrk

17. x(t) = (¢', %)

18. r(f) = cosh ti + 3 senh ¢j

19. r(t) = <\/§ sent, V2 sent,?2 cos t>, 0=t=m/2
20. () =ti + £’ + tk

21. r(f) = e'cos ti + e'sentj + e'k

22. r(f) = (tcost, tsent,t?)

En los problemas 23 y 24, grafique la recta cuya funcién vec-
torial se indica.

23. r(t) = (4 — 4ni + (2 — 20j + 3tk
24. r(t) = (2 + 3ni + (3 + 2nj + 5tk

25. Encuentre una funcién vectorial para el segmento de
recta en el espacio bidimensional con orientacién tal que
r(#) traza la recta desde el punto (4, 0) hasta el (0, 3).
Dibuje el segmento de recta.

26. Determine una funcién vectorial para el segmento de
recta en el espacio tridimensional con orientacién tal que
r(f) traza la recta desde el punto (1, 1, 1) hasta (0, 0, 0).
Dibuje el segmento de recta.

En los problemas 27-32, encuentre la funcién vectorial r(7)
que describe la curva C de interseccion entre las superficies
dadas. Dibuje la curva C. Emplee el pardmetro indicado.

27.z=x2+y2,y=x; X =1t
28.x2+y2—z2=1,y=2x; xX=t
29.x2+y2=9,z=9—x2; x=13cost
30. z=x>+y%Lz=1; x=sent
Bl.x+ty+z=1,y=x
32. 3x =2y + z=6,x = 1;

X =1

y=t

En los problemas 33-36, asocie la grafica indicada con una de
las funciones vectoriales en a)-d).

a) r(t) = ti + cos 3tj + sen 3rk

b) r(r) = sen6ti + tj + rk

¢) r(t) = costi + sentj + (1 — senk

d) r(r) = cos’ti + sen’tj + 5k

34.

35.

36.

37.

FIGURA 12.1.9  Gréfica del problema 33

FIGURA 12.1.10  Grifica del problema 34

FIGURA 12.1.11  Gréfica del problema 35

FIGURA 12.1.12  Gréfica del problema 36

Demuestre que los puntos sobre una hélice conica
r(f) = at cos ti + bt sentj + ctKk,

a>0,b > 0,c > 0, yacen sobre un cono eliptico cuya
ecuacion es

2
2 xr 0y
ST at
c a b

www.FreelLibros.org



38.

39.

40.

41.

42.

12.2 calculo de funciones vectoriales

Una variacién de la hélice cénica del problema 37 estd
dada por

r(f) = ti + tcos tj + tsen tk.

a) antes de graficar r(¢) analice la orientacién de la
curva.

b) Utilice un SAC para graficar r(f). Experimente con el
intervalo del pardmetro y el punto de vista de la curva.

La funcién vectorial
r(t) = ae’ cos ti + be" sen tj + celk,

a>0,b>0,c>0,k> 0 describe también a una
hélice conica. Demuestre que los puntos sobre esta héli-
ce cénica yacen sobre un cono eliptico cuya ecuacién
estd dada en el problema 37.

Un caso especial de la curva en el problema 39 estd dado
por

1
2 005t

r() = %eO'OS’ cos ti + > 0051

sentj + e

a) Emplee un SAC para graficar r(f) en relacién con —30
=1 =30.

b) Reexamine la figura 12.1.4b). Luego discuta la dife-
rencia geométrica bdsica entre la hélice cénica en el
problema 37 y la que se da en el problema 39.

Demuestre que los puntos sobre una hélice esférica
r(f) = a sen kt cos ti + a sen kt sentj + a cos ktk

yacen sobre una esfera de radio a > 0.
Un caso especial de la curva en el problema 41 estd dado
por

r(f) = sen kz cos ti + sen kt sen tj + cos krk.

Utilice un SAC para graficar r(f) respecto a k=1, 2, 3, 4,
10, 20 y 0 = t = 27r. Experimente con diferentes pers-
pectivas de las graficas.

43.

44.

12.2 Célculo de funciones vectoriales 661

a) Use un SAC para superponer las graficas de los cilin-
dros z =4 — x*y z = 4 — y? sobre los mismos ejes de
coordenadas.

b) Encuentre funciones vectoriales que describan las dos
curvas de interseccién de los cilindros.

¢) Emplee un SAC para dibujar ambas curvas en el inci-
so b). Superponga las curvas sobre los mismos ejes de
coordenadas. Experimente con la perspectiva hasta
que la visualizacion de las gréficas tenga sentido.

Suponga que r(f) es una funcién vectorial no constante
que define a una curva C con la propiedad |r(?)| = a,
donde a > 0 es una constante. Describa geométricamen-
te a la curva C.

= Problemas con calculadora/SAC

45.

Use un SAC para graficar la funcién vectorial

r(f) = (10 + sen 20¢)cos ti + (10 + sen 20¢)sen zj + cos 27k

46.

para 0 = ¢t = 27. Experimente con diferentes perspecti-
vas de la grafica. Discuta por qué la curva se denomina
una espiral toroidal.

Utilice un SAC para graficar la funcién vectorial

r(f) = cos(arctan kf)cos ti + cos(arctan kt)sen tj
— sen (arctan kr)k

para—107 = ¢t = 107 y k=0.1, 0.2, 03. Experimente con
diferentes perspectivas de la grafica. La curva se conoce
como espiral esférica.

En los problemas 47 y 48, emplee un SAC para graficar la
funcién vectorial dada relativa a los valores indicados de k.
Experimente con diferentes perspectivas de la gréfica.

47.
48.

r(f) = senkt senti + senkt cos tj + sentk; k=24
r(f) = senti + cos tj + In(kt)sentk; k = 11*0, 1

I Introduccion En esta seccidon consideraremos el cdlculo de funciones de valores vectoriales,
en otras palabras, limites, derivadas e integrales de funcién vectorial. Como los conceptos son
similares a los que se discutieron en la seccién 10.3, se recomienda un repaso de esa seccion.

I Limites y continuidad La nocién fundamental de limite de una funcién vectorial r(r) =
(f (), g@), h(0)) se define en términos de los limites de las funciones componentes.

Definicion 12.2.1

Limite de una funcién vectorial

Si 11;111f(t), p;mg(t) y p;mh(t) existe, entonces

limr(r) = (Iim f(#), 1im g(#), 1{m h(?)).
—a t—a t—a t—a

6]

El simbolo # — a en la definicién 12.2.1 puede, desde luego, sustituirse por t = a', t — a_,
t— 00,01 —> —0Q.
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662 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

Como una consecuencia inmediata de la definicion 12.2.1, tenemos el siguiente resultado.

Teorema 12.2.1 Propiedades de los limites

Suponga que a es un nimero real y ymrl(t) y 11’mr2(t) existe. Si ymr] =L,y y’mrz(t) =L,,
—a —a —a —a
entonces

i) }1_1)11 cry(t) = cL,, cunescalar
if) }gn[rl(f) + @] =L, + L,

lll) }l’_I)nrl(t) . 1‘2(1‘) = Ll . L2.

Definicion 12.2.2 Continuidad

Una funcién vectorial r es continua en el ndmero a si

i) r(a) es definido, ii) ll’_r)ralr(t) existe y iii) ll’_r}r}r(t) =r(a).

Equivalentemente la funcién vectorial r(r) = (f(z), g(?), h(z)) es continua en un nimero a si y
solo si las funciones componentes f, g y h son continuas en a. Por brevedad, a menudo afirma-
mos que una funcién vectorial r() es continua en un nimero a si

;gl} r(f) = r(a). )

Escribiendo (2) se supone que las condiciones i) y ii) de la definicién 12.2.2 se cumplen en un
numero a.

I Derivada de una funcion vectorial La definicion de derivada r'(r) de una funcién vectorial
r(¢) es el equivalente vectorial de la definicion 3.1.1. En la siguiente definicién se asume que A
representa a un nimero real distinto de cero.

Definicion 12.2.3 Derivada de una funcién vectorial

La derivada de una funcién vectorial r es

r(t + h) — r(t)

. 3)

r'(f) = lim
( ) h—0

para toda 7 para la cual existe el limite.

La derivada de r también se escribe dr/dr. El siguiente teorema muestra que en un nivel
préctico, se obtiene la derivada de una funcién vectorial diferenciando simplemente sus funcio-
nes componentes.

Teorema 12.2.2 Diferenciacion

Si las funciones componentes f, g y & son diferenciables, entonces la derivada de la funcién
vectorial r(z) esta dada por

r'(n) = (f'(0), g, K@) “
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12.2 Célculo de funciones vectoriales 663

DEMOSTRACION De (3) tenemos
r'(H) = }ll’g(l)% [(f(r + h), g(t + h), h(t + h)) — (f(D), (D), h(1))]
— lim <f(t +h) — f(t)’ gt + h) — g(t)’ h(t + h) — h(t)>

h—0 h h h
_ <1, Fa+h) —f | gt+h) —g) | ht+h) - h(;)>
= \,;m > 1im > 1im
h—0 h h—0 h h—0 h
= (f'(0), g(), W'(1). .

I Curvas suaves Cuando las funciones componentes de una funcién vectorial r tienen prime-
ras derivadas continuas y r'(f) # 0 para toda ¢ en un intervalo abierto (a, b), entonces r se dice
que es una funcién suave y la curva C trazada por r se denomina curva suave.

I Interpretacion geométrica de r'(f)  Si el vector r'(¢) existe y no es 0 en el punto P sobre la
curva C definida por la funcién vectorial r(z), entonces la derivada r'(¢) se define como el vector
tangente a la curva en P. La justificacion de lo anterior es similar a la discusién que llevo a la
definicién 2.7.1 en la seccién 2.7. Como puede verse en las FIGURAS 12.2.1a) y b), para h > 0 el
vector r(r + h) — r(¢) y el mdltiplo escalar

+h) -
Lo+ iy — v = D=0

son paralelos. Suponiendo que el limite
ot + h) —r@

Iim———

h—0 h
existe, entonces los vectores r(¢) y r(t + h) se vuelven cada vez mds cercanos cuando i — 0.
Como sugieren las figuras 12.2.1b) y ¢), la posicién limite del vector [r(t + h) — r()]/h es un
vector sobre la recta tangente en P. También definimos la recta tangente como la recta que pasa
por P que es paralela al vector r'(z).

recta tangente

recta tangente recta tangente

» P

P

r(t+h) —r() r(t+h) —r()

h

L ) . z () c R
e+ h) g r(t+h)
y Y y
X * X
a) Vector secante b) Miltiplo escalar del vector secante ¢) Vector tangente

FIGURA 12.2.1 Vector tangente en P sobre una curva C

A3\ NN El vector r'(t)

Considere la curva C en el espacio bidimensional que es trazada por un punto P cuya posicién
estd dada por r(r) = cos 2ri+sen tj,—m/2 = t = 7r/2. Encuentre la derivada r'(¢) y grafique los
vectores r'(0) y r'(7/6).

Solucion La curva C es suave debido a que las funciones componentes de r(f) = cos 2¢i + sen ¢ j
tienen derivadas continuas y r(r) # 0 sobre el intervalo abierto (— /2, 7/2). De (4),

. . r’ (Z)
r'(r) = —2 sen 2ti + cos tj. 6 y
. . . 1 . \- l"(O)
En consecuencia, r'0) =j y r'(m/6) = —V3i + 5\/3]. .\
|
Para graficar C primero eliminamos el pardmetro de las ecuaciones paramétricas x = cos 2f, ‘ (E’E)

y=sent:

T X

/(1,0)
x=cos2t=coszt—sen2t=1—ZSen2t=1—2y2. X=1-2y"
Puesto que —7/2 <t = 7/2, advertimos que la curva C es la porcién de la pardbola

x = 1 — 2y* sobre el intervalo definido por —1 = x = 1. Los vectores r'(0) y r'(m/6) se dibu-  rgURA 1222 Curva C y
jan tangentes a lacurva Cen (1,0)y (%, %), respectivamente. Vea la FIGURA 12.2.2. B yectores del ejemplo 1
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664 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

N3\ [N BV A Ecuaciones paramétricas

Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva C cuyas ecuaciones para-
métricas son x = t>, y = t* — t, z = —7t en el punto correspondiente a = 3.

Solucién La funcidén vectorial que produce la posicién de un punto P sobre la curva estd dada
porr(f) = #’i + (> — £)j — 7tk. Ahora,

ro=2ti+Q2r—Dj—7k vy r'i3) = 6i +5j — 7k.
El vector r'(3) es tangente a C en el punto P cuyo vector de posicion es
r(3) = 9i + 6j — 21Kk,

esto es, en el punto P(9, 6, —21). Al emplear las componentes de r'(3), advertimos que las ecua-
ciones paramétricas de la recta tangente son

x=9+6t,y=6+5,z=—-21 -7t |

I Derivadas de orden superior Las derivadas de orden superior de una funcién vectorial se
obtienen también diferenciando sus componentes. En el caso de la segunda derivada, tenemos

r'(t) = (f'(), g"@), K'(@)) = f"(Oi + g"(Oj + K" (k. 5)
Vectores r'(t) y r'(t)
Sir(r) = (£* — 2:9)i + 4tj + e 'k, entonces
r'(t) =GB —4ni+4j— e’k
y r'() = (6r — 4)i + e 'k. [ |

En el siguiente teorema se enlistan algunas reglas de diferenciacién para funciones vectoriales.

Teorema 12.2.3 Reglas de diferenciacion

Considere que r, r; y I, son funciones vectoriales diferenciables y f(#) es una funcién escalar
diferenciable.

D e + )] = K0 + £
ii) %[.f(l)l’(t)] = for'@® + f(Or@)
iii) % [r(f(1)] = r'(f())f'(r) (reglade la cadena)

iv) %[rl(t) ROV STORS STG IS SGRS S(0)

V) %[rl(t) X 1ry(f)] = 1r1(f) X r5(0) + i) X 15(t)

DEMOSTRACION DE iv) Sir,(n) = (fi(®), g1(0), hi(D) y r2(2) = (f>(1), g2(), hy(1)), entonces por
(2) de la seccién 11.3 el producto punto es la funcién escalar
(1) - 1) = [iD) fo(1) + g1(Dga(D) + hi(Dhy(2).

Después de usar la regla del producto agrupamos los términos en rojo y los términos que se
muestran en azul:

@) 1) = S AOAD + @ 0gln) + 0o

= fiOf20) + 100 + g1(Dga(®) + g1(1) g2(1) + hy(Dhy(t) + h' (1) ha(1)
= (fi(0), &1(), (D) - (f5(1), g2(2), hs (1) + (f1(0), g1(0), hi(0)) - (fo(D), &>(1), ho(D))
(1) - 13(t) + 1i(0) - 15(0). u

Nota: Puesto que el producto cruz de dos vectores no es conmutativo, el orden en el cual r; y
r, aparecen en la parte v) del teorema 12.2.3 debe observarse estrictamente. Desde luego, en iv)
y v) podemos efectuar el producto punto y el producto cruz primero y después diferenciar el
escalar o la funcién vectorial resultantes.
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12.2 Calculo de funciones vectoriales

1 Integrales de funciones vectoriales Sir(r) = f(1)i + g(¢)j + h(t)k es una funcién vectorial
continua sobre el intervalo [a, b], entonces la integral indefinida de r estd definida por

Jr(t)dt = Uf(t)dt}i + {Jg(t)dt}j + Uh(t)dt}k.

La integral indefinida de r es otro vector R + C, donde C es un vector constante, tal que
R'(f) = r(¢). Debido a la continuidad de las funciones componentes f, g y 4, la integral definida
de r(¢) sobre [a, b] puede definirse como

b n
J r(dr = lim > r(t})At
B n—00 =4

n

[h’m Ef(t}i)At}i + {h’m ig(r}i)At}j + {h’m ih(lﬁ)At}k.
n—00 F=q n—00 F= n—00 =

b
J h(z)dt}k.

b b b
J r(t)dt = Hf(z)dt}i + H g(Hdt

El teorema fundamental del cdlculo, extendido a funciones vectoriales, es

En otras palabras,

it

b
J r(t)dt = R(t)y = R(b) — R(a),

a

donde R es una funcién vectorial tal que R'(r) = r(z).

A3\ Ko lW'M [ntegrales

a) Sir(H) = 64 + 4e %j + 8 cos 4tk, entonces

Jr(t)dt = H6t2dt}i + U4e2’dt}j + “8 cos 4tdt}k

=28 + ¢ li+ [—2e% +c,]j + [2sendt + 5]k
=20% — 2¢7%j + 2 sen4tk + C,

donde C = c¢ji + ¢,j + c3k. Las componentes ¢y, ¢, y c3 del dltimo vector son cons-
tantes reales arbitrarias.

b) Sir() = (4t — 3)i + 12¢% + 0 2 k, entonces

+ 27

1 1
J r(tdt = (21> — 30i + 4% + 2 tan” ! tk]
-1

—1

. . ™ I T T
(—1+4J+2-4k) (51 4j — 2 4k)

= —6i + 8j + k. n

I Longitud de una curva espacial En la seccion 10.3 vimos que la férmula de la longitud de
arco para una curva suave C en el espacio bidimensional definida por las ecuaciones paramétri-
casx = f(t),y = g(t),a =t = b, es

b b
L= J VISOP + 1801 dr = J (g)z ! @)26”‘

De manera similar, si C es una curva suave en el espacio tridimensional definida por las ecua-
ciones paramétricas

x=f@t), y=gt), z=h{t), a=t=bh,

entonces como hicimos en la seccién 10.3 podemos construir una integral definida utilizando /(@ &@. /@)
una trayectoria poligonal, como se ilustra en la FIGURA 12.2.3, para llegar a la integral definida

dt dt dt

665

(f(b), g(b), h(b))

FIGURA 12.2.3  Aproximacién de

b b 2 v \2 2 la longitud de C (azul) por medio
L= J \/[f’(t)]2 + [g'(l‘)]2 + [h'(t)]zdt = J \/<dx) + <y) + <d2> dt (6)  de la longitud de una trayectoria

poligonal (rojo)
www.FreelLibros.org



666 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

Revise (5) en la seccion 6.5.

Es particularmente facil encon-
trar una parametrizacién de lon-
gitud de arco de una recta

r(f) = ry + tv. Vea el problema
49 en los ejercicios 12.2.

>

>

que define la longitud L de la curva entre los puntos (f(a), g(a), h(a)) y (f(b), g(b), h(b)). Si la
curva C se traza por medio de una funcién suave de valores vectoriales r(f), entonces su longi-
tud entre el punto inicial en t = a y el punto terminal en t = b puede expresarse en términos de
la magnitud de r'(7):

b
L= J [r'(2)|dt. @)

En (7), [r'(1)| es
KO = VIFOr + 01> o  [FOl = VIFOP + [0 + [K©)]

dependiendo de si C estd en el espacio bidimensional o tridimensional, respectivamente.

I Funcion de la longitud de arco La integral definida

o) = f )i ®)

se llama la funcién de longitud de arco para la curva C. En (8) el simbolo u es una variable de
integracién sustituta. La funcién s(7) representa la longitud de C entre los puntos sobre la curva
definida por los vectores de posicién r(a) y r(¢). Muchas veces es util parametrizar una
curva suave C en el plano o en el espacio en términos de la longitud de arco s. Al evaluar (8) se
expresa s como una funcién del pardmetro 7. Si podemos resolver esa ecuacion para t en térmi-
nos de s, entonces es factible expresar r(7) = (f(7), g(t)) o r(z) = (f (1), g(t), h(t)) como

r(s) =(x(s), y(s)) o x(s) ={x(s), y(s), 2(s)).

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento para determinar una parametrizacién de lon-
gitud de arco r(s) para una curva C.

][N l:N Una parametrizacion de longitud de arco

Encuentre una parametrizacién de longitud de arco de la hélice circular del ejemplo 2 de la sec-
cion 12.1:

r(f)=2costi+2sentj+tk.

Solucién De r'(f) = —2 sen ti + 2 cos tj + k se encuentra |r'(r)| = V/5. Se deduce de (8) que
la longitud de la curva empezando en r(0) hasta un punto arbitrario definido por r(z) es

s = Jr\deu = \Eu]t = V51
o 0

Al resolver s = \/5¢ para ¢ se encuentra que ¢ = s/\/5. Al sustituir respecto a ¢ en r(f) obtene-
mos una funcién vectorial de la hélice como una funcién de la longitud de arco:

r(s) = 2 cos—=i + 2 sen + 2k )

Vi AR

Las ecuaciones paramétricas de la hélice son entonces

s
2 sen

s [ J—
\f YT ENNs fT s

x =2cos—~—

Advierta que la derivada de la funcién vectorial (9) respecto a la longitud de arco s es

r'(s) = senfl + 70057‘] + Lk

\f V5 V5T V5T Vs

y su magnitud es

_ s 4 os 1L 5
[r'(s)| = \/sen\6+5 S\@+5 5 1.

El hecho de que |r'(s)| = 1 indica que r'(s) es un vector unitario. Esto no es coincidencia. Como
hemos visto, la derivada de una funcién vectorial r(f) con respecto al pardmetro ¢ es un vector
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12.2 Célculo de funciones vectoriales 667

tangente a la curva C trazada por r. Sin embargo, si la curva C se parametriza en términos de la

longitud de arco s, entonces:

 La derivada r'(s) es un vector tangente unitario.

(10)

Para ver por qué esto es asi, recuerde que la forma de la derivada del teorema fundamental del
célculo, teorema 5.5.2, muestra que la derivada de (8) con respecto a ¢ es

ds
7Ol

Y

Sin embargo, si la curva C es descrita por una parametrizacién de longitud de arco r(s), enton-

ces (8) muestra que la longitud s de la curva de r(0) a r(s) es
s = J |r'(u)| du.
0

Como %s = 1, la derivada de (12) con respecto a s es

d _ .
dss—|r(s)\ 0

En Ia siguiente seccién veremos por qué (10) es importante.

e'(s)] = 1.

12)

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-39.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, evalde el limite dado o enuncie que éste
no existe.

L. lim [£i+ Y + k]
1—>

2. 11'%{“"; 2 -2+ tn tk]
1—

3. lim P —15—12""-2
CiSINt—17t+17 -1

2t e—t

4. lim(—5— —%— tan"'s
>0\ DX 4 £ 2"+ 5

En los problemas 5 y 6, suponga que

}1’_1)111'1(0 =i—2j+k y y_r)nrz(t) =2i + 5j + 7k.
Encuentre el limite dado.
5. }f_r)n[—4r1(t) + 3r,(0) ] 6. }f_r)nrl(t) - 1,(7)

En los problemas 7 y 8, determine si la funcién vectorial indi-
cada es continuaen ¢ = 1.

1
— (2 _ P : _
7. r(t) = (t 20i + Py + In(t — Dk

8. r(r) = sen 7rti + tan mtj + cos wtk

En los problemas 9 y 10, encuentre los dos vectores indicados
para la funcién vectorial dada.

9.1(H) = (3t — Di + 44 + (57 — nk; r'(1),

0.1

10. r(t) = i+3B2+nj+1—-0’k; r'(0),

1+5¢ 0.05

r(1.1) — r(1)

r(0.05) —r(0)

En los problemas 11-14, determine r'(¢) y r"(¢) para la funcién
vectorial dada.

1. r(f) = Insi + %j, £>0
12. r(t) = (tcost — sent, t + cos f)

13. r(r) = (te*, 1, 48> — 1)
14. r(r) = *i + 3§ + tan ' 1k
En los problemas 15-18, grafique la curva C que es descrita

por r(t) y grafique r'(¢) en el punto correspondiente al valor
indicado de .

15. r(r) =2 costi + 6sentj, t= /6
16. r() =i+ 4, r=—1
4
17. r(t) = 2i + ¢j + k; t=1
® Iy e

18. r(r) = 3 costi + 3sentj + 2tk; t= w/4

En los problemas 19 y 20, encuentre ecuaciones paramétricas
de la recta tangente a la curva dada en el punto correspondien-
te al valor que se indica de t.

PR IR - A
19.x—t,y—2t,z 3t, t=2
20, x=£ —1t,y= 61 =+ D% =1
’ YTt ’

En los problemas 21 y 22, determine un vector tangente uni-
tario para la curva dada en el punto correspondiente al valor
que se indica de t. Encuentre ecuaciones paramétricas de la
recta tangente en este punto.

21. r() = tefi + (£ + 20)j + (£ — Dk;
22. r(t) = (1 + sen 37)i + tan 2¢j + tk;

t=20

t=1
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668 CAPITULO 12 Funciones de valores vectariales

En los problemas 23 y 24, encuentre una funcién vectorial de
la recta tangente a la curva dada en el punto correspondiente
al valor que se indica de .

23. r(f) = (cost,sent, t); t= /3
24, (1) = (6e % e, €M) t=0

En los problemas 25-30, determine la derivada indicada.
Suponga que todas las funciones vectoriales son diferenciables.

d , 4.
25. 2 [x() X r(0)] 26. Lx(@) - (rx ()]
27. %[r(t) -(F() X r"()]  28. %[rl(t) X (ry(f) X 13(0)) ]

29, %[rl(Zt) + 15(1/9)] 30. %[ﬁr(ﬁ)]

En los problemas 31-34, evalde la integral dada.

2
31. J (ri + 3% + 4°K)dt

-1

4
32. J (V2t + 1i — Vitj + sen mtk)dt
0

33. J(re’i —e ¥+ te"K)dt 34. Jl ! G+ tj + ’k)dt

+
En los problemas 35-38, encuentre una funcion vectorial r(7)
que satisfaga las condiciones indicadas.

35. r'(H) = 6i + 66 + 3r°k; r(0)=i-—2j+k

36. r'(r) = rsen % — cos 2tj; r(0) = 3i

37. () = 12¢i — 3r %+ 2k; r'()=j,r(l) =2i — k

38. r"() = sec’ti + cos tj — sen rk;
r0) =i+j+kr0) = —j+ 5k

En los problemas 39-42, encuentre la longitud de la curva tra-
zada por la funcién vectorial dada en el intervalo que se indica.

39. r(f) =acosti +asentj+ ctk; 0=1t=2m
40. r(t) =ti + tcostj +tsentk; O0=r=w

41. r(r) = e'cos 2ti + e'sen2tj + e'k; 0=1t= 37w
2. r() =3+ V3j+irk, 0=r=1

En los problemas 43-46, emplee (8) y la integraciéon de u = 0
a u = t para determinar una parametrizacion de longitud de
arco r(s) para la curva dada. Verifique que r’'(s) es un vector
unitario.

43. r(f) = 9senti + 9 cos tj

44. r(t) = Scosti + 12tj + 5 sentk

45. r(r) = (1 +20i + (5 — 3nj + (2 + 40k
46. r(r) = e’ cos ti + e’ sentj + k

= Piense en ello

47. Suponga que r es una funcién vectorial diferenciable
para la cual |r(f)| = ¢ para toda ¢. Demuestre que el vec-
tor tangente r'(f) es perpendicular al vector de posicién
r(f) para toda .

48. Si v esun vector constante y r(7) es integrable sobre [a, b],
demuestre que fabv ‘r(Hdt = v - f:r(t)dt.

49. Suponga que r(f) = r, + v es una ecuacion vectorial de
una recta, donde ry y v son vectores constantes. Utilice
la funcién de longitud de arco s = [ 5|r’(u)| du para

demostrar que una parametrizacion de longitud de arco
. v

de la recta estd dada por r(s) = r, + sm. Demuestre

que r'(s) es un vector unitario. En otras palabras, para

obtener una parametrizacion de longitud de arco de una

recta sélo se necesita normalizar al vector v.

50. Emplee los resultados del problema 49 para encontrar
una parametrizacién de longitud de arco de cada una de
las siguientes rectas.

a) r() = (1 + 31,2 — 45 =(1,2) + 1(3, —4)
by r=(1+11+2:,10 — 1)

12.3 Movimiento sobre una curva

I Introduccion

Suponga que una particula o cuerpo se mueve a lo largo de la curva C de mane-

ra que su posicién en el tiempo ¢ estd dada por la funcién de valores vectoriales

r(t) = f(OHi + g(nj + h(k.

Podemos describir la velocidad y la aceleracion de la particula en términos de derivadas de r(7).

1 Velocidad y aceleracion

Sif, g y h tienen segundas derivadas, entonces los vectores

V(@) =) = f'(0i + gOj + KOk (1)

a() = r"(n) = f'(0i + "0 + KOk 2)

se denominan la velocidad y la aceleracién de la particula, respectivamente. La funcién escalar
vl = P = VIS0 + [0 + (K101 3)

es la rapidez de la particula. La rapidez se relaciona con la longitud de arco. De (7) de la sec-
ci6én 12.2 observamos que si una curva C es trazada por una funcién de valores vectoriales suave
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12.3 Movimiento sobre una curva

r(f), entonces su longitud entre el punto inicial en t=a y el punto terminal en ¢ = b esta dada por
L= fab|r’(t)\ dr. En vista de (1) y (3), esto es lo mismo que

b
L= J [v(?)| dr. “4)

Si P(xy, y1, 21) es la posicién de la particula sobre la curva C en el tiempo #;, entonces en
vista de la discusion en la seccién 12.2 acerca de la interpretacién geométrica de r'(f) conclui-
mos que

e v(t;) es tangente a la curva C en P.
Se hacen comentarios similares para curvas trazadas por la funcion vectorial r(f) = f(1)i + g(1)j.

AN BN Grafica de la velocidad y la aceleracion

La posicién de una particula en movimiento estd dada por r(f) = i + tj + %tk. Grafique la
curva C definida por r(7) y los vectores v(2) y a(2).

Solucién Puesto que x = %, y = t, la trayectoria de la particula estd por arriba de la pardbola
x = y* que yace en el plano xy. Cuando 7 = 2, el vector de posicién r(2) = 4i + 2j + 5k indi-
ca que la particula estd en el punto P(4, 2, 5) sobre C. Ahora,

vty =r'(t) =2ti +j + ék y a() =r"(t) = 2i

2
.., S .
de modo que v2Q) =4i+j+ Ek y a(2) =2i
Estos vectores se ilustran en la FIGURA 12.3.1. [ |

Si una particula se mueve con una rapidez constante ¢, entonces su vector de aceleracion es
perpendicular al vector de velocidad v. Para ver lo anterior, advierta que

v2P=c> o v-v=~Ch

Diferenciamos ambos lados con respecto a ¢, y con la ayuda del teorema 12.2.3iv) obtenemos

d . vdv o, dv
E(V'V)—V dt+dt v =2v dt—O.
dv
Entonces, VT 0 0 a(®)-v(r) =0 paratodat. (&)

A\ [N PN Grafica de la velocidad y la aceleracion

Suponga que la funcién vectorial del ejemplo 4 de la seccidén 12.1 representa la posicion de una
particula que se mueve en una 6rbita circular. Grafique los vectores de velocidad y aceleracion
ent = /4.

Solucion La funcién de valores vectoriales
r(f) = 2 costi + 2sentj + 3k

es el vector de posicion de una particula que se mueve en una 6rbita circular de radio 2 en el
plano z = 3. Cuando ¢ = 7/4, la particula estd en el punto P(\/2, V2, 3). En este caso,

v(t) = r'(f) = —2 senti + 2 cos tj
y a(t) =r"(r) = —2 cos ti — 2 sentj.

Puesto que la rapidez |v(r)| = 2 es constante para todo tiempo 7, se sigue de (5) que a(¢) es per-
pendicular a v(f). (Verifique lo anterior.) Como se muestra en la FIGURA 12.3.2, los vectores

V(ﬂ-> = —2sen—i + 2 cos—j = —V2i + V2j

4 4 4

m . T e .
y a(4> = —2cos i — 2 senj V2i — V2j
se dibujan en el punto P. El vector v(7/4) es tangente a la trayectoria circular en tanto que
a(m/4) apunta a lo largo de un radio hacia el centro del circulo. [ |
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FIGURA 12.3.1 Vectores de
velocidad y aceleracion del
ejemplo 1
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FIGURA 12.3.2 Vectores de
velocidad y aceleracion del
ejemplo 2
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670 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

I Aceleracion centripeta Para el movimiento circular en el plano, descrito mediante r(f) =
ro cos wii + 1y sen wtj, ry y o constantes, es evidente que r’ = —«’r. Esto significa que el vec-
tor aceleracion a(f) = r”(z) apunta en la direccion opuesta a la del vector de posicion r(f). Afirma-
mos entonces que a(?) es la aceleracion centripeta. Vea la FIGURA 12.33. Siv = |v(1)| y a = |a(?)],
se deja como ejercicio demostrar que a = v?/r. Vea el problema 17 en los ejercicios 12.3.

I Movimiento curvilineo en el plano Muchas aplicaciones importantes de las funciones vecto-
riales ocurren en la descripcién del movimiento curvilineo en un plano. Por ejemplo, los movimien-
El proyectil se dispara o lanza  Jp tos planetarios y de proyectiles se efectian en un plano. Al analizar el movimiento de proyectiles

en vez de autoimpulsarse. En el halfsticos de corto alcance, se empieza con la aceleracién de la gravedad escrita en forma vectorial
andlisis del movimiento de balis-

tica de largo alcance, debe a() = —gj
tomarse en cuenta la curvatura
de 1a Tierra. Si, como se ilustra en la FIGURA 12.3.4, se lanza un proyectil con una velocidad inicial v = v cos 6i
+ v sen 0j, desde una altura inicial s, = s,j, entonces
V(1)) . .
v() = | (—ghdr = —gtj + C,,
donde v(0) = v, implica que C, = v,. Por tanto,
v(ty) v(t) = (vycos 0)i + (—gt + vy sen 0)j.

Al integrar de nuevo y utilizar r(0) = s, se obtiene

FIGURA 12.3.3 Vector de
aceleracion centripeta a

. 1
r(t) = (vgcos )i + [ 2gt + (vg sen O)t + sp |j-
Por consiguiente, las ecuaciones paramétricas para la trayectoria del proyectil son

x(t) = (vycos O)t, y(t) = —%gtz + (v sen O)t + . (6)

=
—

o

Vo

AN Vea (3) de la seccion 10.2.

—(50 a0 Existe un interés natural en determinar la altura maxima H y la distancia horizontal R maxi-
I ma, o alcance, a la que llega el proyectil. Como se muestra en la FIGURA 12.3.5, estas cantidades
son los valores maximos de y(f) y x(#), respectivamente. Para calcular estos valores se determi-
FIGURA 12.3.4  Proyectil balistico ~ nan los tiempos #; y 1, > 0 para los cuales y'(t;) = 0y y(z,) = 0, respectivamente. Luego

(vysenf)j

SoJd

X

H = Yméx = y(tl) y R = Xmax = X(lz). (7)
y y
H
l X
I X X
a) Altura maxima H b) Alcance R

FIGURA 12.35 Altura y alcance maximos de un proyectil

]S\ NeBEN Movimiento de proyectiles

Un obts es lanzado desde el nivel del suelo con una rapidez inicial de 768 pies/s a un angulo de
elevacion de 30°. Encuentre

a) la funcidn vectorial y las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del obus,
b) la altura maxima alcanzada,

¢) el alcance del obis y

d) larapidez en el impacto.

Solucién
a) En términos de vectores, la posicion inicial del proyectil es s, = 0 y su velocidad ini-
cial corresponde a

vy = (768 cos 30°)i + (768 sen 30°)j = 384V/3i + 384j. ®)
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Al integrar a(f) = —32j y utilizar (8), se obtiene

v() = (384V3)i + (=32t + 384)j.

Al integrar (9) y emplear s, = 0 se encuentra la funcién vectorial
r(f) = (384V31)i + (— 161> + 3841)j.

Por consiguiente, las ecuaciones paramétricas de la trayectoria del obts son
x() = 384\V3t, y(t) = — 161> + 384t

b) De (10) advertimos que dy/dt = 0 cuando
=32t +384 =0 0

t=12.

12.3 Movimiento sobre una curva 671

C))

(10)

Entonces, de acuerdo con la primera parte de (7), la altura maxima H alcanzada por el

obus es

H = y(12) = —16(12)* + 384(12) = 2 304 pies.

¢) De (6) vemos que y(#) = 0 cuando
—16t(t —24) =0 0
De la segunda parte de (7), el alcance R del obus es

t=0,tr=24

R = x(24) = 3841/3(24) =~ 15 963 pies.

d) De (9) obtenemos la rapidez de impacto del obus:

v(24)| = V/(384V3)? + (—384)> = 768 pies/s. n

r(f) NOTAS DESDE EL AULA

En la pdgina 667 vimos que la tasa de cambio de la longitud de arco dL/dt es la misma que
la rapidez |v(r)| = |r'(¢)|. Sin embargo, como veremos en la siguiente seccién, no se deduce
que la aceleracion escalar d*L/dt* es 1a misma que |a(f)| = |r"(¢)|. Vea el problema 18 en los
ejercicios 12.3.

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-39.

= Fundamentos

En los problemas 1-8, r(#) es el vector de posicién de una par-
ticula en movimiento. Grafique la curva y los vectores de
velocidad y aceleracién en el tiempo indicado. Encuentre la
rapidez en ese tiempo.

1.

10.

11.

S I AN N

r() =i+ i'j, =1

r(r) = i + t%j; r=1
r(f) = —cosh 2¢ti + senh2tj;, =20

. () =2costi + (1 +send)j, t=m/3
) =2+ (- 1% +rk =2
r) =ti+tj+7k; t=2
r)=ti+ 1 +rk =1
r) =ti+ 5 +rk; t=1

Suponga que r(f) = #’i + (£ — 21)j + (> — St)k es el vec-

tor de posicion de una particula en movimiento.

a) (En qué puntos la particula pasa por el plano xy?

b) ;Cuales son su velocidad y aceleracion en los puntos
del inciso a)?

Suponga que una particula se mueve en el espacio de mane-

ra que a(¢) = 0 para todo tiempo ¢. Describa su trayectoria.

Un obts se lanza desde el nivel del suelo con una rapidez

inicial de 480 pies/s a un dngulo de elevacién de 30°. En-

cuentre:

12.

13.

14.

15.

16.

a) una funcién vectorial y las ecuaciones paramétricas
de la trayectoria del obuis,

b) la altura méaxima alcanzada,

¢) el alcance del obus y

d) larapidez en el impacto.

Vuelva a trabajar el problema 11 si el obus se lanza con

la misma rapidez inicial y el mismo dngulo de elevacién

pero desde un acantilado a 1 600 pies de altura.

Un automévil se empuja con una rapidez de 4 pies/s

desde un escarpado acantilado frente al mar que tiene una

altura de 81 pies. Encuentre la rapidez a la cual el auto-

movil golpea el agua.

Un pequefio proyectil se lanza desde el nivel del suelo

con una rapidez inicial de 98 m/s. Encuentre los dngulos

posibles de elevacién de manera que su alcance sea de

490 m.

Un mariscal de campo de futbol americano lanza una

“bomba” de 100 yardas a un dngulo de 45° con respecto

a la horizontal. ;Cudl es la rapidez inicial del bal6n en el

punto de lanzamiento?

Un mariscal de campo lanza un balén de futbol con la

misma rapidez inicial a un dngulo de 60° desde la hori-

zontal y después a un dngulo de 30° desde la horizontal.

Muestre que el alcance del balén es el mismo en cada

caso. Generalice este resultado para cualquier angulo de

lanzamiento 0 < 0 < /2.
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672 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

17.

18.

Suponga que r(tf) = ro cos wti+ rg sen wt j es el vector de
posicién de un objeto que se estd moviendo en un circu-
lo de radio ry en el plano xy. Si |v(f)| = v, muestre que
la magnitud de la aceleracién centripeta es a = |a(f)| =
v?/ry.

El movimiento de una particula en el espacio tridimen-
sional se describe mediante la funcién vectorial

r(f) =bcosti + bsentj+ ctk, t=0.

a) Calcule |v(7)|.

b) Calcule la funcién de longitud de arco s(f) = [ é |v(u)
du y verifique que ds/dt es la misma que el resultado
del inciso a).

¢) Verifique que d*s/dt* # |a(t)|.

= Aplicaciones

19.

20.

21.

Se lanza un proyectil desde un cafién directamente a un
blanco que se deja caer desde el reposo en forma simul-
tdnea cuando se dispara el cafién. Demuestre que el pro-
yectil golpeard al blanco en el aire. Vea la FIGURA 12.36.
[Sugerencia: Suponga que el origen estd en la boca del
cafién y que el dngulo de elevacioén es 6. Sir, y r, son los
vectores de posicién del proyectil y el blanco, respectiva-
mente, ;hay algtn tiempo en el cual r, = r,?]

FIGURA 12.3.6 Cafi6n y blanco
del problema 19

Para dar abasto a las victimas de un desastre natural, se de-
jan caer simplemente equipo sélido y resistente asi como
paquetes de suministros de alimentos/medicinas desde
aviones que vuelan horizontalmente a baja rapidez y altu-
ra. Un avién de suministros viaja horizontalmente sobre
un blanco a una altura de 1 024 pies y una rapidez cons-
tante de 180 mi/h. Emplee (2) para determinar la distancia
horizontal que recorre un paquete de suministros con rela-
cién al punto desde el cual se dejé caer. (A qué angulo de
la linea visual a debe soltarse el paquete de suministro
para que dé€ en el blanco indicado en la FIGURA 12.3.77

e

paquete de
SUMINistro 1 024 pies

blanco
FIGURA 12.3.7 Avi6n de suministro del problema 20

El peso efectivo w, de un cuerpo de masa m en el ecua-
dor de la Tierra se define mediante w, = mg — ma, don-
de a es la magnitud de la aceleracion centripeta dada en
el problema 17. Determine el peso efectivo de una perso-
na de 192 1b si el radio de la Tierra es de 4 000 mi, g =
32 pies/s®> y v = 1 530 pies/s.

22,

23.

24.

25.

26.

217.

Considere un ciclista que viaja sobre una pista circular
plana de radio rq. Si m es la masa combinada del ciclista
y la bicicleta, llene los blancos de la FIGURA 12.3.8. [Suge-
rencia: Refiérase al problema 17 y a fuerza = masa X
aceleracion. Suponga que las direcciones positivas son
hacia arriba y a la izquierda.] El vector resultante U da
la direccién a la cual el ciclista debe inclinarse para evi-
tar caer. Encuentre el angulo ¢ respecto de la vertical al
cual el ciclista debe inclinarse si su rapidez es de
44 pies/s y el radio de la pista es de 60 pies.
fuerza ejercida por

(0, __ )lapista = el opuesto

del peso combinado

de la bicicleta
y la persona

resultante
U=(_._)

fuerza centripeta

(,0)

FIGURA 12.3.8 Ciclista del problema 22

Emplee el resultado que se obtuvo en (6) para demostrar
que la trayectoria de un proyectil balistico es parabdlica.
Se lanza un proyectil con una rapidez inicial v, desde el
suelo a un dngulo de elevacién 6. Emplee (6) para demos-
trar que la altura y el alcance maximos del proyectil son

v§ sen” O v} sen 26
H=—F7— y R=——"—
2g g
respectivamente.

La velocidad de una particula que se mueve en un fluido
se describe por medio de un campo de velocidades v =
vii + voj + vsk, donde las componentes vy, v, y v; son
funciones de x, y, z y el tiempo ¢. Si la velocidad de la par-
ticula es v(r) = 6r%xi — 41y%j + 2t(z + 1k, determine
r(?). [Sugerencia: Emplee separacion de variables. Vea la
seccion 8.1 o la seccion 16.1.]
Suponga que m es la masa de una particula en movimien-
to. La segunda ley del movimiento de Newton puede
escribirse en forma vectorial como
d dp

F =ma = E(mV) = E’
donde p = mv se denomina el momento lineal. El
momento angular de la particula respecto al origen se
define como L. = r X p, donde r es el vector de posicién.
Si el movimiento de torsién de la particula alrededor del
origenes 7 = r X F = r X dp/drt, demuestre que 7 es la
tasa de cambio en el tiempo del momento angular.
Suponga que el Sol se localiza en el origen. La fuerza
gravitacional F ejercida sobre un planeta de masa m por
el Sol de masa M es

F = —k%Tu.
r
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F es una fuerza central, esto es, una fuerza dirigida a lo
largo del vector de posicion r del planeta. Aqui k es la
constante gravitacional (vea la péagina 369), r = |r|,
u = (1/r)r es un vector unitario en la direccién de r, y el
signo menos indica que F es una fuerza atractiva, esto es,
una fuerza dirigida hacia el Sol. Vea la FIGURA 12.3.9.

a) Emplee el problema 26 para demostrar que el momen-
to de torsidén que actia sobre el planeta debido a esta
fuerza central es 0.

b) Explique por qué el momento angular L del planeta es
constante.

Planeta

) m

FIGURA 12.3.9 Vector de fuerza
central F del problema 27

= Piense en ello

28. Un cafion lanza una bala horizontalmente como se indica

en la FIGURA 12.3.10.

a) Cuanto mayor es la cantidad de pélvora que se utiliza,
tanto mayor resulta la velocidad inicial v, de la bala
de cafién y mayor la distancia a la que llega. Con
argumentos matematicos sélidos explique la razén.

b) Si se ignora la resistencia del aire, explique por qué la
bala de cafién siempre alcanza el suelo en el mismo
tiempo, independientemente del valor de la velocidad
inicial vy > 0.

¢) Si la bala de cafién se suelta simplemente desde la
altura s, que se indica en la figura 12.3.10, muestre
que el tiempo en el que golpea el suelo es el mis-
mo que el tiempo en el inciso b).

W Bala de cafién
¥ que se deja caer :
é

12.4 Curvaturay aceleracion 673

= Proyectos

29. En este proyecto usted empleard las propiedades de las

secciones 11.4 y 12.1 para demostrar la primera ley de
Kepler del movimiento planetario.

» La 6rbita de un planeta es una elipse con el Sol en un
foco.

Se supone que el Sol es de masa M y estd ubicado en el
origen, r es el vector de posicién de un cuerpo de masa m
que se mueve bajo la atraccién gravitacional del Sol y
u = (1/r)r es un vector unitario en la direccién de r.

a) Emplee el problema 27 y la segunda ley del movi-
miento de Newton F = ma para demostrar que
dr_ kM
dr* 2
b) Utilice el inciso a) para demostrar que r X r” = 0.
¢) Utilice el inciso b) para demostrar que %(r X v)=0.

d) Se deduce del inciso ¢) que r X v = ¢, donde ¢ es un
vector constante. Demuestre que ¢ = r’(u X u’).

e) Demuestre que %(u -u) = 0 y consecuentemente
u-u =0.
f) Utilice los incisos a), d) y e) para demostrar que

%(v X ¢) = kM %l
g) Después de integrar el resultado en el inciso f) res-
pecto a ¢, se deduce que v X ¢ = kMu + d, donde d
es otro vector constante. Efectie el producto punto en
ambos lados de esta tltima expresiéon con el vector
r = ruy utilice el problema 61 de los ejercicios 11.4
para demostrar que

kM
"1 ¥ (d/kM) cos 0

donde ¢ = |¢|,d=|d|y 6 es el dngulo entred y r.

h) Explique por qué el resultado del inciso ¢) prueba la
primera ley de Kepler.

i) En el perihelio (vea la pagina 595), los vectores r y v
son perpendiculares y tienen magnitudes r, y v, res-
pectivamente. Emplee esta informacién y los incisos

FIGURA 12.3.10 Cafién del problema 28 d)y g) para demostrar que ¢ = rovgy d = roug — kM.

12.4 curvatura y aceleracion

I Introduccion Sea C una curva suave en el espacio bidimensional o tridimensional que es tra-
zada por la funcién de valores vectoriales r(f). En esta seccién consideraremos con mayor deta-
lle el vector aceleracién a(f) = r"(¢), introducido en la seccion anterior. Sin embargo, antes de
hacer esto, es necesario examinar una cantidad escalar llamada curvatura de una curva.
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674 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

FIGURA 12.4.1  EI vector tangente
cambia con respecto a la longitud
de arco

O

Gran curvatura k

Pequeiia curvatura k
FIGURA 1242 Curvatura de un
circulo en el ejemplo 1

B Curvatura Sir(7) define a una curva C, entonces se sabe que r'(7) es un vector tangente en un
punto P sobre C. En consecuencia,

r/(t) 0
0]

es una tangente unitaria. Sin embargo, es necesario recordar del final de la seccién 12.2 que si
C es parametrizada por una longitud de arco s, entonces la tangente unitaria a la curva también
estd dada por dr/ds. Como vimos en (11) de la seccién 12.3, 1a cantidad |r'(r)| en (1) se relacio-
na con la funcién de longitud de arco s por medio de ds/dt = |r'(f)|. Puesto que la curva C es
suave, se sabe de la pagina 667 que ds/dt > 0. Por consiguiente, mediante la regla de la cadena,

dr _ drds
dt  ds dt

1 dr _dr/dt YD)
Y porero ds ~ ds/dt ~ ¥0)
Suponga ahora que C es como se ilustra en la FIGURA 12.4.1. Conforme s aumenta, T se mueve a
lo largo de C cambiando direccién pero no longitud (siempre es de longitud unitaria). A lo largo
de la parte de la curva entre P, y P, el vector T varfa poco en direccién; a lo largo de la curva
entre P, y P;, donde C se dobla obviamente en forma mds pronunciada, el cambio en la direc-
cion de la tangente T es mas pronunciado. Utilizaremos la fasa a la cual el vector unitario T cam-
bia de direccién respecto a la longitud de arco como un indicador de la curvatura de una curva
suave C.

T() =

= T(@). (2)

Definicion 124.1 Curvatura

Sea r(¢) una funcién vectorial que define a una curva suave C. Si s es el pardmetro de lon-
gitud de arco y T = dr/ds es el vector tangente unitario, entonces la curvatura de C en un
punto P se define como

_ |41t
K ds

: 3)

El simbolo « en (3) es la letra griega kappa. Ahora, puesto que las curvas a menudo no se
parametrizan por medio de la longitud de arco, es conveniente expresar (3) en términos de un
parametro general ¢. Al emplear de nuevo la regla de la cadena, es posible escribir

dT _dTds consecuentemente dr _ dydr,
i~ dsdr Y ds — dsldi
En otras palabras, la curvatura definida en (3) produce
T'()]
K(f) = “)
D= o)

(A" |JHe Bl Curvatura de un circulo

Encuentre la curvatura de un circulo de radio a.

Solucién Un circulo puede describirse por medio de una funcién vectorial r(f) = a cos i +
a sen tj. En este caso, de r'(f) = —a senti+a costj y |r'(f)] = a obtenemos
r'(n) . . , . .
T@) = 0] = —senti + costj y T(f) = —costi— sentj.
Por consiguiente, de acuerdo con (4) la curvatura es
) = T _ Vcos*t + sen’t _ 1 5)
[r'(5)] a a
El resultado en (5) muestra que la curvatura en un punto sobre un circulo es el reciproco del
radio del circulo e indica un hecho que concuerda con nuestra intuicién: un circulo con un radio
pequefio se curva mas que uno con un radio mas grande. Vea la FIGURA 12.4.2. |
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I Componentes tangencial y normal de la aceleracion Suponga que una particula se mueve en
el espacio bidimensional o tridimensional sobre una curva suave C descrita por la funcién vec-
torial r(f). Entonces la velocidad de la particula sobre C es v(f) = r'(f), en tanto que su rapidez
corresponde a ds/dt = v = |v(7)|. Entonces, (1) implica v(r) = vT(z). Diferenciando esta dltima
expresion con respecto a ¢ obtenemos la aceleracion:

dT  dv
ar) = v i + i T. ©6)
Ademds, con ayuda del teorema 12.2.1iii) se deduce de la diferenciaciéon de T-T = 1 que
T - dT/dt = 0. Por consiguiente, en un punto P sobre C los vectores T y d'T/dt son ortogona-
les. Si |dT/dt| # 0, entonces el vector

T'(n
)|
es una normal unitaria a la curva C en P con direccién dada por d'T/dt. El vector N se denomi-

na vector normal principal, o simplemente normal unitaria. Sin embargo, puesto que la cur-
vatura es k(f) = |T'(¢)|/v, se sigue de (7) que dT/dt = kvN. Entonces, (6) se convierte en

N() =

(N

N+
a(t) = kv°N + d T. (®)
Escribiendo (8) como
a(t) = aNN + aTT (9)

advertimos que el vector aceleracién a de la particula en movimiento es la suma de dos vectores
ortogonales ayN y a;T. Vea la FIGURA 12.4.3. Las funciones escalares

ar = dv/dt y ay = kv?

se llaman componentes tangencial y normal de la aceleracién, respectivamente. Note que la com-
ponente tangencial de la aceleracion resulta de un cambio en la magnitud de la velocidad v, mien-
tras que la componente normal de la aceleracion proviene de un cambio en la direccion de v.

I La binormal Un tercer vector definido por el producto cruz
B(r) = T(t) X N(1) (10)

recibe el nombre de vector binormal. Los tres vectores unitarios T, N y B forman un conjunto
de mano derecha de vectores mutuamente ortogonales denominado triedro mévil. El plano de
T y N se denomina plano osculante, el plano N y B se dice que es el plano normal, y el plano
de T y B es el plano de rectificacion. Vea la FIGURA 12.4.4.

Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T, N, B pueden considerarse como un
sistema de coordenadas de mano derecha mévil, ya que

B(r) = T(r) X N(9), N(@) = B@) X T, T = N(@) X B(®).

Este sistema de coordenadas moévil se conoce como marco TNB.

A3\ Ko lW N Determinacionde T, Ny B

En el espacio tridimensional la posicién de una particula en movimiento estd dada por la funcién
vectorial r(f) =2 cos fi + 2 sen #j + 37k. Encuentre los vectores T(¢), N(r) y B(#). Determine la
curvatura k(t).

Solucién Puesto que r'(f) =—2 sen ti+2 cos tj + 3Kk, [r'(r)] = V13, y por ello de (1) adver-
timos que una tangente unitaria es

T(t) = re = —Lsen o+ Lcos tj + ik
ORYE Vi3 T
Después de esto, se tiene
2 2 2
T'(f) = ——=cos ti — sen tj T = ——
0= T im sy TO= 3
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a;T

AV

ayN

S e

X

FIGURA 1243 Componentes del
vector aceleracion

o Literalmente, las palabras
“plano osculante” significan
“plano del besador”.

Plano” N
osculante

FIGURA 12.4.4 Triedro mévil y
plano osculante
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120

10
b4

25 0
52.5x

FIGURA 1245 Hélice y plano
osculante del ejemplo 3

Por consiguiente, (7) produce la normal principal
N(f) = —cos ti — sen tj.

De tal manera, de (10) la binormal es

i j k
B(r) = T(r) X N(r) = —Lsent Lcos t 3 (11)
V13 V13 V13
—cos t —sen t 0
3 . 3 . 2
= ﬁsen tH— \/ﬁcos tj + ﬁk.

Por tltimo, al emplear |T'(¥)| = 2/V13 y |[r'(r)] = V13, encontramos de (4) que la curvatura
en cualquier punto es la constante

_2/\/3_ 2
k() = NGE _ﬁ' |

El hecho de que la curvatura (f) en el ejemplo 2 es constante no es una sorpresa, ya que la
curva definida por r(#) es una hélice circular.

=H]\" (Xl Planos osculante, normal y de rectificacion

En el punto correspondiente a t = 7r/2 sobre la hélice circular del ejemplo 2, encuentre una
ecuacion de

a) el plano osculante,
b) el plano normal y
¢) el plano de rectificacion.

Solucién De r(7/2) = (0, 2, 37/2) el punto en cuestién es (0, 2, 377/2).
a) De (11) un vector normal al plano osculante en P es
3 2
i+——=%k
V13 V13
Para encontrar una ecuacién de un plano no se requiere una normal unitaria, por lo que

en lugar de B(7/2) es un poco mds simple usar (3, 0, 2). De (2) de la seccién 11.6, una
ecuacién del plano osculante es

B(7/2) = T(m/2) X N(7/2) =

3

3(x—0)+0(y—2)+2< —77T>:0 o 3x+ 2z =3m

b) En el punto P, el vector T(7/2) = ﬁ(—Z, 0, 3) 0 (=2, 0, 3) es normal al plano que
contiene N(7/2) y B(7/2). Consecuentemente, una ecuacién del plano normal es

—2(x—0)+0(y—2)+3<z—32”>=0 o  —4x + 67 = 9.
¢) Por dltimo, en el punto P, el vector N(r/2) = (0, —1, 0) es normal al plano que contie-
ne T(7/2) y B(7/2). Una ecuacién del plano de rectificacién es
3

O(x—0)+(—1)(y—2)+0(z—2)=O 0 y=2. u

En la FIGURA 12.4.5 se presentan porciones de la hélice y del plano osculante del ejemplo 3. El
punto (0, 2, 377/2) se indica en la figura mediante el punto rojo.

I Férmulas para ar, ay y la curvatura Efectuando primero al producto punto y después el pro-
ducto cruz, para el vector v = vT con el vector de aceleracion (9), es posible obtener féormulas
explicitas que impliquen ar, r' y r” para las componentes tangencial y normal de la aceleracién
y la curvatura. Observe que

v-a=aywT -N) + a;vT-T) = av
o i
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produce la componente tangencial de la aceleracion:

dv_ve-a_rO Y0

ar=—-= = p . (12)
Todr | r'(0)]
Por otro lado,
v X a = ay(wT X N) + a;(vT X T) = ayvB.
— —
B 0
Puesto que |B| = 1, se concluye que la componente normal de la aceleracién es
X a|  [r@®) Xr'@)
g = kvt = Y _ : : (13)
! vl r'(@)]
Resolviendo (13) para la curvatura k, obtenemos
X r'(H) X r'(t
K(t):\v a| _ Ir'e o[ (14)

[v[° r@)f’

N3\ Ko lW'q Determinacion de ar, ayy k

La curva trazada por r() = i + 3%j + 3’k es una variacién de la curva ciibica trenzada que se
discuti6 en la seccion 12.1. Si r(¢?) es el vector de posicion de una particula que se mueve sobre
una curva C, encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracion en cualquier
punto sobre C. Encuentre la curvatura.

Soluciéon De
V() = r(0) =i + 1j + ’k
a(n) =r"(r) =j + 2tk
encontramos v-a =t + 22 y [v| = V1 + ¢* + t*. Por consiguiente, de (12) obtenemos

g4 _ r+ 27
T_ - .
dt N1+ 72+ o
i j ok
En este caso, vxa=1[1 t #l=rfi—-2j+k
0 1 2

y [v X a| = V¢ + 4 + 1. Por tanto, (13) produce

, Vit +4r + 1
ay = KU = —F———.
V1i+e++*

Por ultimo, de (14) encontramos que la curvatura de la cibica trenzada estd dada por

© (" + 47 + )'? .
H=—""F5 1+,
‘ (1 + 2+ 12

I Radio de curvatura El reciproco de la curvatura, p = 1/k, se denomina radio de curvatu-
ra. El radio de curvatura en un punto P sobre una curva C es el radio de un circulo que “enca-
ja” en la curva mejor que cualquier otro circulo. El circulo en P se denomina circulo de curva-
tura y su centro es el centro de curvatura. El circulo de curvatura tiene la misma recta tangente
en P que la curva C, y su centro yace sobre el lado concavo de C. Por ejemplo, un automévil que
se mueve sobre una pista curva, como se ilustra en la FIGURA 12.4.6, puede considerarse en cual-
quier instante como si se moviera sobre un circulo de radio p. En consecuencia, la componente
normal de su aceleracién ay = kv* debe ser la misma que la magnitud de su aceleracién centri-
peta a = v*/p. Por tanto, k = 1/p y p = 1/k. Conociendo el radio de curvatura, es posible
determinar la rapidez v a la cual el automdvil puede superar la curva peraltada sin patinarse.
(Esta es esencialmente la idea en el problema 22 en los ejercicios 12.3.)
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r(f) NOTAS DESDE EL AULA

Al escribir (6) como

_ dsdT | s

a0 = ar dr

observamos que la llamada aceleracién escalar dzs/ dr’, referida en las Notas desde el aula de
la seccidn 12.3, es vista ahora como la componente tangencial a; de la aceleracion a(z).

AR PAY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40.

= Fundamentos
En los problemas 1 y 2, para la funcién de posicién dada,
encuentre la tangente unitaria T(z).
1. r(f) = (tcost — senf)i + (rsent + cos H)j + ’k, t > 0
2. r(f) = e'cos ti + e'sentj + V2e'k
3. Use el procedimiento descrito en el ejemplo 2 para deter-
minar T(¢), N(r), B(r) y k(¢) en relacién con el movimien-
to sobre una hélice circular general que se describe me-
diante r(f) = a costi+asentj + ctk.

4. Emplee el procedimiento descrito en el ejemplo 2 para mos-
trar en el cibico trenzado del ejemplo 4 que en t = 1:

— 1 : 3 = — 1* I —
T() = \/§(l +jt+ k), N(1) \/Q(l k),
I . V2
B(l) = —%( i+2j—Kk), «(l)= 3

En los problemas 5 y 6, encuentre una ecuacioén de

a) el plano osculante,

b) el plano normal y

¢) el plano de rectificacion para la curva espacial dada en
el punto que corresponde al valor indicado de 7.

t=m/4
t=1

5. La hélice circular en el ejemplo 2;

6. El cubico trenzado del ejemplo 4;

En los problemas 7-16, r(#) es el vector de posicion de la par-
ticula en movimiento. Encuentre las componentes tangencial
y normal de la aceleracién en el tiempo .

7. () =i+ tj + °k

8. r(t) =3 costi + 2sentj + tk
9. r() =i+ ( — Dj + 2’k
10. r(r) = )i — £j + 'k
11. r(H) = 24 + £
12. () = tan"'ri + 3In(1 + £%)j
13. r(r) = Scos ti + 5 sentj
14. r(f) = cosh ti + senh ¢j

15. r( =e¢ i+ j+ k)
16. r(r) = ti + 2t — 1)j + (4r + 2)k
17. Encuentre la curvatura de una hélice eliptica que se des-

cribe mediante la funcién vectorial r(f) =a cos fi + b sen tj
+ctk,a>0,b > 0,c > 0.

18. a) Encuentre la curvatura de una 6rbita eliptica que se
describe mediante la funcién vectorial r(f) = a costi
+bsentj+ck,a> 0,b>0,c > 0.

b) Demuestre que cuando a = b, la curvatura de una
6rbita circular es la constante k = 1/a.

19. Demuestre que la curvatura de una linea recta es la cons-

tante k = 0. [Sugerencia: Utilice (1) de la seccién 11.5.]

20. Encuentre la curvatura de la cicloide que se describe
mediante

r(f) = a(t — senHi + a(l — cos f)j,a > O ent = .
21. Considere que C es una curva plana trazada por r(¢) = f ()i

+ g(0)j, donde fy g tienen segundas derivadas. Demuestre
que la curvatura en un punto estd dada por

o 00 — g W]
(L 1> + (g1

22. Demuestre que si y = f(x), la férmula para la curvatura
en el problema 21 se reduce a

. |F”(.x) | '
[1+ (Fx)*1"?

En los problemas 23 y 24, utilice el resultado del problema 22
para encontrar la curvatura y el radio de curvatura de la curva
en los puntos indicados. Decida en cudles puntos la curva es
“mds angulosa”.

23. y=x% (0,0),(1,1)

4. y=x% (-1.-1.(5)

25. Dibuje la gréfica de la curvatura y = k(x) para la pardbo-
la del problema 23. Determine el comportamiento de

y = k(x) cuando x — *00. En otras palabras, describa
este comportamiento en términos geométricos.
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= Problemas con calculadora/SAC
26. En el ejemplo 4 se demostrd que la curvatura para r(f) =
fi +31%j + 3°k estd dada por
(' +4r + D'
k() =
(1 + 12+ 1"

a) Utilice un SAC para obtener la grifica de y = k(7)
con —3 =t =3.

b) Utilice un SAC para obtener '(7) y los niimeros criti-
cos de la funcién y = «(?).

Revision del capitulo 12

Revision del capitulo 12 679

¢) Encuentre el valor maximo de y = «(#) y aproxime los
puntos correspondientes sobre la curva trazada por

r(r).

= Piense en ello

27. Suponga que (¢, F(c)) es un punto de inflexion de la gra-
fica de y = F(x) y que F" existe para toda x en algiin
intervalo que contenga a C. Analice la curvatura cerca de

(c, F(c)).

28. Demuestre que |a(t)|* = ay + aji.

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-10, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F).

1. Una particula cuyo vector de posicion es r(r) = cos ti -+ cos 7j +\/2 sen rk se mueve con

rapidez constante.

2. Un circulo tiene curvatura constante.

3. El vector binormal es perpendicular al plano osculante.

4. Sir(?) es el vector de posicion de una particula en movimiento, entonces el vector veloci-
dad v(r) = r'(¢) y el vector aceleracién a(f) = r”(f) son ortogonales.

5. Si s es la longitud de arco de una curva C, entonces la magnitud de velocidad de una parti-

cula en movimiento sobre C es ds/dr.

6. Si s es la longitud de arco de una curva C, entonces la magnitud de la aceleracion de una

particula sobre C es d’s/dt.

7. Si la binormal estd definida por B = T X N, entonces la normal principal es N = B X T.

8. Si %f_r)nrl(t) =2i+jy %f_r)nrz(t) = —i + 2j, entonces li_l)nrl(t) “1,(1) =0.

9. Sir(¢) y ro(¢) son integrables, entonces f:[rl(t) r(0)dt = [[ :rl(t)dt] [ f:rz(t)dt].

dr

10. Si r(¢) es diferenciable, entonces %|r(t)|2 =2r() - i

B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1-10, llene los espacios en blanco.

1. La trayectoria de una particula en movimiento cuyo vector de posicion es r(f) = (£ + 1)i +

4j + r*k yace en el plano

2. La curvatura de una linea recta es k =

Para la funcién vectorial r(f) = (1, 1, 3t°),

3.r'() = , 4. r'(1) =
5. k(1) = , 6. T(1) =
7. N(1) = , 8. B(l) =

y en el punto correspondiente a f = 1 una ecuacién del
9. plano normal es , ¥ una ecuacion del

10. plano osculante es
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680 CAPITULO 12 Funciones de valores vectoriales

C. Ejercicios
1.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

Encuentre la longitud de la curva que traza la funcién vectorial
r(f) =senti+ (1 —cosnj+tk 0=r=n.

El vector de posicién de una particula en movimiento estd dado por r(f) = 5 + (1 +1)j +
7tk. Ya que la particula empieza en un punto correspondiente a ¢ = 0, encuentre la distancia
que la particula recorre hasta el punto correspondiente a = 3. ;En qué punto la particula
habr recorrido 80V/3 unidades a lo largo de la curva?

Encuentre las ecuaciones paramétricas para la recta tangente a la curva trazada por
r() = =34 +4Vi+ 1j+ (t — 2k

en el punto correspondiente a ¢ = 3.

Dibuje la curva trazada por r(f) = fcos ti + tsentj + tk.

Dibuje la curva trazada por r(f) = cosh ti + senhzj + tk.

Dado que

ri=rti+2j+k y @) =—ti+ 3+ @+ 1Kk,
calcule la derivada %[r,(t) X 1,(f)] de dos maneras diferentes.

Dado que
ri(f) =costi —sentj +4°k y r1(t) = i + sentj + e’k

calcule %[rl(t) - 15(#)] de dos maneras diferentes.

Dado que ry, r, y r; son diferenciables, encuentre %[rl(t) < (rp(1) X 1r3(0)].

Sobre una particula de masa m actiia una fuerza continua de magnitud 2, que tiene direccién
paralela al eje y positivo. Si la particula empieza con una velocidad inicial v(0) =i + j + k
desde (1, 1, 0), encuentre el vector de posicion de la particula y las ecuaciones paramétricas
de su trayectoria. [Sugerencia: F = ma.]

El vector de posicién de una particula en movimiento es r(f) = i + (1 — £)j.
a) Dibuje la trayectoria de la particula.

b) Dibuje los vectores de velocidad y aceleracién en r = 1.

¢) Encuentre la rapidez en r = 1.

Encuentre la velocidad y la aceleracion de una particula cuyo vector de posicion es r(f) =
6ti + 1j + t°k cuando ésta pasa por el plano —x + y + z = —4.

La velocidad de una particula en movimiento es v(f) = —10ti + (3t* — 41)j + k. Si la par-
ticula empieza en =0 en (1, 2, 3), ;cudl es su posicién en ¢ = 2?

La aceleracion de una particula en movimiento es a(f) =\/2 sen ti + \/2 cos tj. Dado que
la velocidad y la posicién de la particula en t = 7/4 son v(7w/4) = —i + j + ky r(w/4) =
i+ 2j + (w/4)k, respectivamente, ;cudl es la posicién de la particula en ¢ = 37/4?

Dado que r(r) = 3%i + 33j — 3%k es el vector de posicién de una particula en movimien-
to, encuentre las componentes tangencial y normal de la aceleracién en el tiempo 7. Deter-
mine la curvatura.

Suponga que la funcién vectorial del problema 5 es el vector de posicién de una particula
en movimiento. Encuentre los vectores T, N y B en # = 1. Determine la curvatura en este
punto.
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13

De

rivadas parciales

X

a

] (x, y, z) donde z = f(x, y)
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1
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1
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dominio de z = f(x, y)

pendiente = -2

planoy =1

21,4971

=9 —x"—y
/A X

\planox: 2

X pendiente = —4 (2, 1, 0)

En este capitulo Hasta este punto de nuestro estudio del célculo, s6lo hemos considerado
funciones de una sola variable. Previamente se consideraron conceptos de funciones de una
sola variable, como limites, tangentes, maximo y minimo, integrales, etc., extendidos también a
funciones de dos o mas variables. Este capitulo se dedica fundamentalmente al calculo
diferencial de funciones de multiples variables.

13.1
13.2
13.3
13.4
13.5
13.6
13.7
13.8
13.9
13.10

Funciones de varias variables
Limites y continuidad

Derivadas parciales

Linealizacion y diferenciales

Regla de la cadena

Derivada direccional

Planos tangentes y rectas normales
Extremos de funciones multivariables
Método de minimos cuadrados
Multiplicadores de Lagrange
Revision del capitulo 13
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682 CAPITULO 13 Derivadas parciales

dominio
de f

FIGURA 13.1.1
ejemplo 2

y=—x

Dominio de f del

X

13.1 Funciones de varias variables

I Introduccion Recuerde que una funcién de una variable y = f(x) es una regla de correspon-
dencia que asigna a cada elemento x en el subconjunto X de los nimeros reales, denominado el
dominio de f, uno y sélo un nimero real y en otro conjunto de niimeros reales Y. El conjunto
{y|y =f(x), x en X} se llama rango de f. En este capitulo consideraremos el célculo de funcio-
nes que son, en la mayoria de las veces, funciones de dos variables. Es probable que el lector ya
tenga conocimiento de la existencia de funciones de dos o mds variables.

)3\ MRl Algunas funciones de dos variables

a) A = xy, area de un rectdngulo

b) V = @rr?h, volumen de un cilindro circular

¢) V= 1ar’h, volumen de un cono circular

d) P = 2x + 2y, perimetro de un rectangulo [ |

I Funciones de dos variables La definicion formal de una funcién de dos variables se presen-
ta a continuacion.

Definicion 13.1.1 Funcién de dos variables

Una funcién de dos variables es una regla de correspondencia que asigna a cada par ordena-
do de niimeros reales (x, y) en el subconjunto del plano xy uno y s6lo un nimero z en el con-
junto R de nimeros reales.

El conjunto de pares ordenados (x, y) se llama dominio de la funcién y el conjunto de valo-
res correspondientes de z recibe el nombre de rango. Una funcién de dos variables suele escri-
birse z = f(x, y) y se lee “fde x, y.” Las variables x y y se denominan variables independientes
de la funcién y z es la variable dependiente.

I Funciones polinomiales y racionales Una funcién polinomial de dos variables consiste en
la suma de potencias x™y", donde m y n son enteros no negativos. El cociente de dos funciones
polinomiales se denomina funcién racional. Por ejemplo,

Funciones polinomiales:
fl,y) =xy — 5x2+9 y flx,y) = 3xy2 — 5x2y + X3

Funciones racionales:

1 x4y2

I Xy = —"
xy = 3y y Sy Xy + 35 + 2x

El dominio de una funcién polinomial es el plano xy completo. El dominio de una funcién racio-
nal es el plano xy, excepto aquellos pares ordenados (x, y) para los cuales el denominador es cero.
Por ejemplo, el dominio de la funcién racional f(x, y) = 4/(6 — x* — y?) consiste en el plano xy,
excepto aquellos puntos (x, y) que yacen en la circunferencia 6 — x> —y* =0 0 x*> + y* = 6.

Dominio de una funcién de dos variables
a) Dado que f(x,y) =4 + Vit — yz, encuentre f(1, 0), f(5, 3) y f(4, —2).

b) Dibuje el dominio de la funcioén.

fx,y) =

Solucién
a) f1,00)=4+V1I—-0=5
F5,3)=4+V25 -9 =4+16 =8
A4 -=4+V16— (-2 =4+ VI2=4+2V3
b) El dominio de fconsiste en todos los pares ordenados (x, y) para los cuales x> — y*> = 0

0 (x — y)(x + y) = 0. Como se ilustra en la FIGURA 13.1.1, el dominio consiste en todos
los puntos sobre las rectas y=xy y=—x, y es la regién sombreada entre ellas. [ |
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13.1 Funciones de varias variables 683
[=N])"|J¥elER Funciones de dos variables
a) Una ecuacién de un plano ax + by + cz = d, ¢ # 0, describe una funcién cuando se
escribe como
d a b d a b
== ——x-= o X,¥) == — —X— —
IE T AT fay) == x=
Puesto que z es un polinomio en x y y, el dominio de la funcién consiste en el plano xy
completo.
b) Un modelo matematico para el drea S de la superficie de un cuerpo humano es una fun-
cién de su peso w y altura h:
S(w, h) = 0.1091w**#h07%, ]
I Graficas La grafica de una funcién z = f(x, y) es una superficie en el espacio tridimensio-
nal. Vea la FIGURA 13.1.2. En la FIGURA 13.1.3 la superficie es la grifica de la funcién polinomial
7= 2% — 2y2 + 9. 4 Recgerde: lfl gréﬁca de esta
funcién polinomial es un
paraboloide hiperbdlico.
ZI (x,y, z) donde z = f(x, y)
i \9
‘ ) ey
/ (x, y): J
X
dominio de z = f(x, y)
FIGURA 13.1.2 La grifica de una FIGURA 13.1.3  Grifica de una funcién
funcién de x y y es una superficie polinomial
]\ JXeM:¥ Dominio de una funcidn de dos variables
A partir de la discusion de superficies cuadricas de la seccién 11.8 usted puede reconocer que la gra-
fica de una funcién polinomial f(x, y) = x> + 9y* es un paraboloide eliptico. Puesto que f se defi-
ne para todo par ordenado de nimeros reales, su dominio es el plano xy completo. Del hecho de que
x> = 0yy* = 0, podemos afirmar que el rango de f estd definido por la desigualdad z = 0. [ |
]3| XN Dominio de una funcidn de dos variables z
2=Ng—x2—y2

En la seccién 11.7 vimos que x> + y* + z2 = 9 es una esfera de radio 3 centrada en el origen.
Al resolver para z, y tomar la raiz cuadrada no negativa, obtenemos la funcién

7=V9 —x* —y? 0 fx,y) = V9 — x* — 2

La grafica de f es el hemisferio superior que se ilustra en la FIGURA 13.1.4. El dominio de la fun-
cion es un conjunto de pares ordenados (x, y) donde las coordenadas satisfacen

P -

Yoo

9-x*—y"=0 0 4y =0.
Esto es, el dominio de f consiste en la circunferencia x> + y* = 9 y su interior. La inspeccién de  ejemplo 5
la figura 13.1.4 muestra que el rango de la funcion es el intervalo [0, 3] sobre el eje z. |

En ciencia a menudo se encuentran las palabras isotérmico, equipotencial e isobarico. El
prefijo iso proviene de la palabra griega isos, la cual significa igual o lo mismo. Entonces, dichos
términos se aplican a lineas o curvas sobre las cuales es constante la temperatura, el potencial o
la presion barométrica.

NS\ [JNe BN Funcion potencial

El potencial electrostatico en un punto P(x, y) en el plano debido a una carga puntual unitaria en

el origen estd dado por U = 1/Vx* + y% Si el potencial es una constante, digamos U = c,
donde ¢ es una constante positiva, entonces

1
— = 0o x2+y2=7.
X2+ ¢
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684 CAPITULO 13 Derivadas parciales

y Asfi, como se ilustra en la FIGURA 13.1.5, las curvas de equipotencial son circulos concéntricos que
rodean a la carga. Note que en la figura 13.1.5 es posible tener una percepcion del comporta-
miento de la funcién U, especificamente donde ésta crece (o decrece), al observar la direccién

/ \ creciente de c. ]
ﬁ N x I Curvas de nivel En general, si una funcién de dos variables estd dada por z = f(x, y), enton-

&yjcz 1 ces las curvas definidas por f(x, y) = ¢, para una c¢ apropiada, reciben el nombre de curvas de

nivel de f. La palabra nivel proviene del hecho de que podemos interpretar f(x, y) = ¢ como la
c=1 proyeccioén sobre el plano xy de la curva de interseccion o traza de z = f(x, y) y el plano (hori-

potencial  zontal o de nivel) z = ¢. Vea la FIGURA 13.1.6.
creciente

FIGURA 13.1.5 Curvas z
equipotenciales del ejemplo 6

superficie

z=f(x,y)

y valores

O crecientes
X

de
f,y)y=c f

X
a) b)
FIGURA 13.1.6  Superficie en a) y curvas de nivel en b)

(A 5\"|JHe VA Curvas de nivel

Las curvas de nivel de una funcién polinomial f(x, y) = y*> — x? son la familia de curvas defini-
das por y> — x> = ¢. Como se muestra en la FIGURA 13.1.7, cuando ¢ > 0 o ¢ < 0, un miembro
de esta familia de curvas es una hipérbola. Para ¢ = 0, obtenemos las rectas y =xy y = —x.

X

a)
FIGURA 13.1.7  Superficie y curvas de nivel del ejemplo 7 u

En la mayoria de los casos la tarea de graficacion de curvas de nivel de una funcién de dos
variables z = f(x, y) es considerable. Usamos un SAC para generar las superficies y curvas de
nivel correspondientes de la FIGURA 13.1.8 'y FIGURA 13.1.9.

b)

)

—_

FIGURA 13.1.8 Grifica de f(x, y) = 2 sen xy en a); curvas de nivel en b)
www.FreelLibros.org



13.1 Funciones de varias variables

FIGURA 13.1.9 Grifica de f(x, y) = ¢ * sen y en a); curvas de nivel en b)

Las curvas de nivel de una funcién f también reciben el nombre de lineas de contorno. A
nivel practico, los mapas de contorno son usados més a menudo para desplegar curvas de igual
elevacion. En la FIGURA 13.1.10 podemos observar que un mapa de contornos ilustra los diversos seg-
mentos de una columna que tienen una altura dada. Esta es la idea de los contornos de la FIGURA
13.1.11,* los cuales muestran el espesor de la ceniza volcanica alrededor del volcan El Chichén, en
el estado de Chiapas, México. El Chichdn hizo erupcién el 28 de marzo y el 4 de abril de 1982.

Bahia de Campeche

600

500

400 L km MEXICO

300

200

100 grosor (en mm) de la ceniza
0 pies I —— compactada con Iluvia

mapa de contornos de una colina alrededor del volcan El Chichén

FIGURA 13.1.10 Mapa de contornos FIGURA 13.1.11 Mapa de contornos que muestra

la profundidad de la ceniza alrededor del volcdn

I Funciones de tres o mas variables Las definiciones de funciones de tres o mds variables son
simplemente generalizaciones de la definicion 13.1.1. Por ejemplo, una funcién de tres varia-
bles es una regla de correspondencia que asigna a cada triada ordenada de nimeros reales
(x, y, ) en un subconjunto del espacio tridimensional, uno y sélo un nimero w en el conjunto R
de los niimeros reales. Una funcién de tres variables suele denotarse por medio de w = f(x, y, z)
o w = F(x,y,z). Una funcién polinomial de tres variables consiste en la suma de potencias
¥"y"z*, donde m, n y k son enteros no negativos. El cociente de dos funciones polinomiales se
llama funcién racional.

Por ejemplo, el volumen V'y el drea de la superficie S de una caja rectangular son funciones
polinomiales de tres variables:

V=1xyz y S = 2xy + 2xz + 2yz.

*Adaptado con permiso de la revista National Geographic.
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686 CAPITULO 13 Derivadas parciales

La ley de Poiseuille establece que la tasa de descarga, o tasa de flujo, de un fluido viscoso (como
la sangre) a través de un tubo (como una arteria) es

R*
0= kf(Pl - P2

donde k es una constante, R es el radio del tubo, L es su longitud, y p; y p» son las presiones en

los extremos del tubo. Este es un ejemplo de una funcién de cuatro variables.

Nota: Puesto que se requieren cuatro dimensiones, no es posible graficar una funcién de tres

variables.

(A | Xel: W Dominio de una funcién de cuatro variables
El dominio de la funcién racional de cuatro variables

2x + 3y + 2

_x2_y2_z2

f,y.2) = 4

es el conjunto de puntos (x, y, z) que satisface x> + y* + z> # 4. En otras palabras, el dominio
de fes todo el espacio tridimensional salvo los puntos que yacen sobre la superficie de una esfe-
ra de radio 2 centrada en el origen. [ |

Una eleccion de palabras P 1 Superficies de nivel Para una funci6n de tres variables, w = f(x, y, z), las superficies defini-

desafortnada, pero comdin, das por f(x, y, z) = ¢, donde ¢ es una constante, se llaman superficies de nivel de la funcién f.
puesto que las superficies de

nivel suelen no estar a nivel. .. .
]S\ [Nl Algunas superficies de nivel

a) Las superficies de nivel del polinomio f(x, y, z) = x — 2y + 3z son una familia de pla-
nos paralelos definidos por x — 2y + 3z = c¢. Vea la FIGURA 13.1.12.

b) Las superficies de nivel del polinomio f(x, y, z) = x*> + y* + z* son una familia de esfe-
ras concéntricas definidas por x> + y* + z2 = ¢, ¢ > 0. Vea la FIGURA 13.1.13.

¢) Las superficies de nivel de una funcién racional f(x, y, z) = (x*> + y*)/z estdn dadas por
(* + y)/z = cox* + y* = cz. Algunos miembros de esta familia de paraboloides se
presentan en la FIGURA 13.1.14.

X c=-—1
FIGURA 13.1.12  Superficies de FIGURA 13.1.13  Superficies de FIGURA 13.1.14  Superficies
nivel en a) del ejemplo 9 nivel en b) del ejemplo 9 de nivel en c) del ejemplo 9 |
m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-40.
= Fundamentos 5. fls) =8 — 22 +8st 6. flu,v) = —"——
En los problemas 1-10, encuentre el dominio de la funcién In@” +v)
dada. tan 6 + tan
ada 7. g(r,s) = Vs — 1 8.g(0,q’>)=—¢
1 foy) = Xy 2 fly) = (F — 92 1 — tan 0 tan ¢
Iy X2+ EEANES Y 9. Hu,v,w) = V2 + v + w? — 16
_ N o, _\/25—162—)12
3. [l y) = 5 4. fy)=x"—yVa+ty 10 fx,y,0)=—_—"<c

y+x z=35
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En los problemas 11-18, relacione el conjunto de puntos dados
en la figura con el dominio de una de las funciones en a)-h).

a) fx,y) = Vy — x* b) f(x,y) = In(x — ")

¢) fo,y) = Vi +Vy —x d) flx,y) = \/ﬁ —1
e) f(x,y) = Vxy f) flx,y)=sen '(xy)

4 4 2 2 _
X'+ y Vx-+y 1
X, y) = h) fx,y)=—————
g) fx.y) o ) v —x
11. VY 12. y
X
X
FIGURA 13.1.15 Grifica
del problema 11 FIGURA 13.1.16  Grafica
del problema 12
13. YI - 14.
X

FIGURA 13.1.17  Grifica
del problema 13 ’

FIGURA 13.1.18  Grifica
del problema 14

15. y

R et

FIGURA 13.1.19  Gréfica
del problema 15

.
<

FIGURA 13.1.20 Grifica
del problema 16

17. 18. Y

X
FIGURA 13.1.22  Grifica

del problema 18

FIGURA 13.1.21
del problema 17

Grifica

En los problemas 19-22, dibuje el dominio de la funcién dada.
19. fx,y) = Vx = Vy

20. f(x,y) = V(I =) — 4)

21 f(x,y) = VIn(y —x + 1)

22. f(x,y) = eVl

13.1 Funciones de varias variables 687

En los problemas 23-26, determine el rango de la funcién
dada.

23. f(x,y) = 10 + x> + 2y?
25. f(x,y,z) =sen(x + 2y + 3z)

24, fx,y)=x+ty
26. f(x,y,z) =7 — &~

En los problemas 27-30, evalie la funcién dada en los puntos
indicados.

27. f(x,y) = Jy(Zt — Ddt; (2,4),(—1,1)

X

X2

28. f(x,y) =1
S, y) Ny

(3,0), (5, —5)

¥
29. f(x,v,2) = (x + 2y + 32)%

1 1 1

30. Fix,y,2) = — +— + —;
2y 2

(-1,1,-1),2,3, —2)
(V3 V2 VB (54

En los problemas 31-36, describa la grafica de la funcién

dada.
3. z=x 32. 7=

33.z=Vx'+) 4. z=VI+x+)y
35. z = V36 — x* — 3y 36. z=—-V16 —x*—y

En los problemas 37-42, dibuje alguna de las curvas de nivel
asociadas con la funcién dada.

37. f(x,y) = x + 2y 38. f(x,y) =y —x
39. f(x,y) = Vx* =y — 1 40. f(x,y) =V36 — 4x> — 9y°

41. f(x,y) = &% 42. f(x,y) = tan"'(y — x)

En los problemas 43-46, describa las superficies de nivel pero
no grafique.

43. f(x,y,2) = §x* + 12°
4. f,y, 2= — 1>+ (y —2?%+ (z—3)

45. f(x,y,2) =x>+3y> + 62> 46. G(x,y,2) =4y — 2z + 1
47. Grafique alguna de las superficies de nivel asociadas con
f,y,2) =x*+y* —Zparac=0,c>0yc < 0.

48. Dado que

_x2 y2 Z
f(x’yaz) - 16 + 4 + 9’

encuentre las intersecciones x, y y z de las superficies de
nivel que pasan por (—4, 2, —3).

= Aplicaciones

49. La temperatura, presiéon y volumen de un gas ideal en-
cerrado estan relacionadas por medio de 7 = 0.01PV, don-
de T, Py V se miden en kelvins, atmdsferas y litros, respec-
tivamente. Dibuje las isotermas 7'= 300 K, 400 K y 600 K.

50. Exprese la altura de una caja rectangular con una base
cuadrada como una funcién del volumen y de la longitud
de un lado de la caja.

51. Una lata de refresco se construye con un costado lateral de
estafio y una tapa y fondo de aluminio. Dado que el costo
es de 1.8 centavos por unidad cuadrada de la tapa, 1 centa-
vo por unidad cuadrada del fondo y 2.3 centavos por uni-
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688 CAPITULO 13 Derivadas parciales

dad cuadrada del costado, determine la funcién de costo
C(r, h), donde r es el radio de la lata y 4 es su altura.

52. Una caja rectangular cerrada va a construirse con 500 cm?®

de carton. Exprese el volumen V como una funcién de la
longitud x y el ancho y.

53. Como se muestra en la FIGURA 13.1.23, una tapa conica des-

cansa sobre la parte superior de un cilindro circular. Si la
altura de la tapa es dos tercios de la altura del cilindro,
exprese el volumen del sélido como una funcién de las
variables indicadas.

]

h

|

—r—|

FIGURA 13.1.23  Cilindro con tapa cénica del problema 53

54. A menudo una muestra de tejido es un cilindro que se corta

oblicuamente, como se muestra en la FIGURA 13.1.24. Exprese
el espesor ¢ del corte como una funcién de x, y y z.

FIGURA 13.1.24 Muestra de tejido del problema 54

55. En medicina a menudo se emplean férmulas para el drea

de la superficie (vea el ejemplo 3b) para calibrar dosis de
farmacos, puesto que se supone que la dosis del fadrmaco
Dy el area de la superficie S son directamente proporcio-
nales. La siguiente funcién simple puede utilizarse para
obtener una estimacién rdpida del drea superficial del
cuerpo de un humano: S = 2ht, donde / es la altura (en
cm) y ¢ es la maxima circunferencia de musculo (en cm).
Estime el area de la superficie de una persona de 156 cm
de altura con una circunferencia de musculo maxima de
50 cm. Estime su propia drea superficial.

= Proyectos

56. Factor de enfriamiento Durante su investigacion del

invierno de 1941 en el Antértico, el doctor Paul A. Siple

57.

ided el siguiente modelo matematico para definir el fac-
tor de enfriamiento del viento:

Hw,T) = (10Vv — v + 10.5)33 — T),

donde H se mide en kcal/mzh, v es la velocidad del viento
en m/s y T es la temperatura en grados Celsius. Un ejem-
plo de este indice es: 1 000 = muy frio, 1 200 = implaca-
blemente frio y 1400 = congelamiento de la carne
expuesta. Determine el factor de enfriamiento en —6.67 °C
(20 °F) con una velocidad de viento de 20 m/s (45 mi/h).
Escriba un breve informe que defina con precision el fac-
tor de enfriamiento. Encuentre al menos otro modelo
matematico para el factor de enfriamiento del viento.
Flujo de agua Cuando el agua fluye de un grifo, como
se muestra en la FIGURA 13.1.25a), se contrae a medida que se
acelera hacia abajo. Eso ocurre debido a que la tasa de flujo
0, la cual se define como la velocidad por el drea de la sec-
cién transversal de la columna de agua, debe ser constante
en cada nivel. En este problema suponga que las secciones
transversales de la columna de fluido son circulares.

a) Considere la columna de agua que se muestra en la
figura 13.1.25b). Suponga que v es la velocidad del
agua en el nivel superior, V es la velocidad del agua en
el nivel inferior a una distancia / unidades por debajo
del nivel superior, R es el radio de la seccién transver-
sal en el nivel superior y r es el radio de la seccién
transversal en el nivel inferior. Muestre que la tasa de
flujo Q como una funcién de ry R es

B 7r*R*\/2gh
VR A

donde g es la aceleracién de la gravedad. [Sugerencia:
Empiece expresando el tiempo ¢ que tarda la seccién
transversal del agua en caer una distancia % en térmi-
nos de u y V. Por conveniencia considere la direccién
positiva hacia abajo.]

b) Determine la tasa de flujo Q (en cm’/s) si g = 980
cm/s’, h=10cm, R = lecmyr=0.2cm.

\

FIGURA 13.1.25 El agua fluye por el grifo del problema 57

a)

13.2 Limites y continuidad

I Introduccion En el caso de funciones de una variable, en muchos casos es factible hacer un
juicio acerca de la existencia de lf_r)n f(x) a partir de la grafica de y = f(x). También se aprove-
X a

cha que lim f(x) existe siy s6lo si lim f(x) y lim f(x) existe y son iguales al mismo nimero L,
x—a x—a x—a

en cuyo caso lim f(x) = L. En esta seccion veremos que la situacién es mas dificil en la consi-
xX—a

deracidn de limites de funciones de dos variables.
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I Terminologia Antes de proceder con la discusion sobre limites es necesario introducir cier-
ta terminologia relativa a conjuntos que se utilizard en este apartado, asi como en las secciones
y capitulos que siguen. El conjunto en el espacio bidimensional

(| = x> + (v — y)* < & (1)

consiste en todos los puntos en el interior de, pero no en, un circulo con centro (x,, yo) y radio
6 > 0. El conjunto (1) se denomina disco abierto. Por otro lado, el conjunto

{Ce I = x0)* + (v = y0)* = &%} 2
es un disco cerrado. Un disco cerrado incluye todos los puntos en el interior de y en un circulo
con centro (xy, yo) y radio 6 > 0. Vea la FIGURA 13.2.1a). Si R es cierta region del plano xy, enton-
ces un punto (a, b) se dice que serd un punto interior de R si hay algin disco abierto centrado
en (a, b) que contiene sélo puntos de R. En contraste, afirmamos que (a, b) es un punto fronte-
ra de R si el interior de cualquier disco abierto centrado en (a, b) contiene tanto puntos en R como
puntos en no R. La regién R se dice que serd abierta si contiene puntos no frontera y cerrada si
contiene todos sus puntos frontera. Vea la figura 13.2.15). Se dice que una regién R estd acotada
si puede estar contenida en un rectdngulo suficientemente grande en el plano. La figura 13.2.1¢)
ilustra una regién acotada; el primer cuadrante ilustrado en la figura 13.2.1d) es un ejemplo de
una regién no acotada. Estos conceptos se llevan de manera natural al espacio tridimensional. Por
ejemplo, el andlogo de un disco abierto es una bola abierta. Una bola abierta consiste en todos
los puntos en el interior, pero no en, una esfera con centro (x,, y,) y radio 6 > 0:

ey, 2| = x0)* + O = ) + (2 — 20) < & 3

Una regidn en el espacio tridimensional estd acotada si puede estar contenida en una caja rectan-
gular suficientemente grande.

y y y y
< at N N
/ 4 4 /\\ -
/ 6,’ \ ’ A R
/! p A puntof—Yy R
e 1
I s ; frontera*s_ | -
1 ~
\ (xo, yo) / 3 punto
\ . .
\ 4 1 interior
N 4 7
N v’
~ ad
X X X X

a) Disco abierto

FIGURA 13.2.1

b) Region cerrada ¢) Region acotada d) Regién no acotada

Varias regiones en el espacio bidimensional

I Limites de funciones de dos variables Analizar un limite dibujando la grifica de z = f(x, y)
no es conveniente ni es una rutina posible para la mayor parte de las funciones de dos variables.
Por intuicién sabemos que f tiene un limite en un punto (a, b) si los valores de la funcién f(x, y)
se acercan a un nimero L conforme (x,y) se acerca a (a, b). Escribimos f(x, y) — L como
(x,y)—(a, b), 0

lim  f(x,y) = L.

(x, y)—(a, b)

Para tener un poco més de precision, ftiene un limite L en el punto (a, b) si los puntos en el espa-
cio (x, y, f(x, y)) pueden hacerse arbitrariamente cercanos a (a, b, L) siempre que (x, y) sea sufi-
cientemente cercano a (a, b).

La nocién de (x, y) “aproximandose” a un punto (a, b) no es tan simple como para funcio-
nes de una variable donde x — a significa que x puede acercarse a a sélo desde la izquierda y
desde la derecha. En el plano xy hay un niimero infinito de maneras de aproximarse al punto

(a, b). Como se muestra en la FIGURA 13.2.2, para que ( 1)1_1)1(1 » f(x, y) exista, requerimos ahora
X,y a,

que f se aproxime al mismo niimero L a lo largo de cualquier trayectoria o curva posible que
pase por (a, b). Si se pone lo anterior de manera negativa:
* Si f(x, y) no se aproxima al mismo nimero L por dos trayectorias diferentes 4)
a (a, b), entonces ( 1)1II(1 N f(x, y) no existe.
x, y)—(a,

1)13(1 . f(x, ¥) que sigue se supondrd que la funcién festd definida en todo
X,y a,
punto (x, y) en un disco abierto centrado en (a, b) pero no necesariamente en el propio (a, b).
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FIGURA 13.23 Grifica de la
funcion del ejemplo 2

I NI

— > <« — > <«
T (a, ) / T¥\(a b)
| * | *
a) Alo largo de las rectas b) Alo largo de ¢) Alo largo de toda curva
horizontal y vertical toda recta que que pasa por (a, b)
que pasan por (a, b) pasa por (a, b)

FIGURA 13.2.2 Tres de muchas maneras de aproximar el punto (a, b)

)3\ [JHe BN Un limite que no existe

2 3 2
P Y .
Demuestre que  lim ———— no existe.
€ 3)>0,0x2 + 2y72

Solucién La funcién f(x,y) = (x> — 3y*)/(x* + 2)*) se define en todas partes excepto en
(0, 0). Como se ilustra en la figura 13.2.2a), dos maneras de aproximarse a (0, 0) son a lo largo
del eje x (y = 0) y alo largo del eje y (x = 0). Eny = 0 se tiene

-0 _
(x, 0) (0 O)f(x ) (x, 0)4)(0 O)X + 0
donde x = 0,
0— 3y 3
O _— _—
©, <o 0>f( » = (0, v)»(o 00 + zy 2
En vista de (4), concluimos que el limite no existe. [ |

=A]5\" /Kol Un limite que no existe

Demuestre que

lim ——— i
() 30,0) 2 + y2 no existe.

Solucién En este caso los limites a lo largo de los ejes x y y son los mismos:

fx,0) = 9-0 £0.y) = 0y

x, 0) (0 0) (x, 0)—>(0 0) x2 , ))—>(0 0) 0, y)—>(0 O)y

Sin embargo, esto no significa que . %nr(lo 0 f(x, y) exista, ya que no se ha examinado foda tra-

yectoria a (0, 0). Como se ilustra en la figura 13.2.2b), ahora intentaremos cualquier recta que
pase por el origen dada por y = mx:
2

fe,y) = m

Iim = .
(x, ))—><0 0) €N=0.0x2 + m22 1 + m?

Puesto que 1 Jim f(x, y) depende de la pendiente m de la recta sobre la cual se hace la apro-

ximacién al orlgen, concluimos que el limite no existe. Por ejemplo, eny = xy eny = 2x, tene-
mos, respectivamente,

2 2 1

. X
X, X - 5 X, Iim ———=—
J 0 = X2+ X2 Y e y)»(o 0>f (s %) = =002 + x2 2
2x? 2x* 2
X,2X) = ————— Iim X, 2x lim ——— ==
s ) X2+ 4x2 Y (6, 9)—(0, 0>f ( )= »—=>0,0x2 4 442 5

Una gréfica generada por computadora de la superficie se presenta en la FIGURA 13.2.3. Si tiene en
mente que el origen estd en el centro de la caja, debe tener claro por qué diferentes trayectorias
a (0, 0) producen diferentes valores del limite. [ |

(A3 [N BN Un limite que no existe
3

Demuestre que

. y%l_r)r(lo’ 020 + 2 i no existe.
Solucién Sea f(x, y) = x*y/(x° + y%). Se le pide al lector demostrar que a lo largo del eje x, el
eje y, cualquier recta y = mx, m # 0 que pasa por (0, 0), y a lo largo de cualquier pardbola
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1)1rr(10 0 f(x, y)=0. Si bien esto constituye verdaderamen-

te un nimero infinito de trayectorias al origen, el limite sigue sin existir, ya que y = x°:

y = ax* a # 0, que pasa por (0, 0)

6 6
fe, ¥y = lim = im =

[ |
@ )=0.0x0 + x0  (.»)—(0.02y°

=

flx,y) = lim

(x, v)—>(0 0) (x, »)—(0, 0)
I Propiedades de limites En los siguientes dos teoremas se mencionan las propiedades de
Iimites para funciones de dos variables. Estos teoremas son las contrapartes en dos variables
de los teoremas 2.2.1, 2.2.2 y 2.2.3.

Teorema 13.2.1 Tres limites fundamentales

i) Iim ¢ =c,
(x, y)—(a, b)

ii Iim x=a
) (x, y)—(a, b) y

1, ofe ) =

iy lim
(x, y)—

¢ una constante

y=2>

Iim
(x, \)—)(a b)

Ii )
wHE Y

Teorema 13.2.2 Limite de una suma, producto, cociente

lim  f(x,y)y lim g(x, y) existe.

Suponga que (a, b) es un punto en el plano ue
p g que (a, b) p planoxyy que = lim L

Si . v)»(a b)f(x y) =L, y( )H( b)g(x y) = L,, entonces
P lim [f(x,y) £ glx,y)] = L, = Ly,
(x, y)—(a, b)
i) . ‘l)lfga ,)f(x Vg, y) = Lil,, y
. Jixy) L
iii) =~ L, #0.

m b
y)—@b glx,y) L,

N5\ [N Limite de una suma

Evalte . 1111(12 N flx+y2).

Solucion De ii) del teorema 13.2.1 advertimos primero que

lim x=2 lim 3.
(. )=>(2.3) y o3 Y T

Entonces de las partes i) y ii) del teorema 13.2.2 sabemos que el limite de una suma es la suma de
los limites y el limite de un producto es el producto de los limites siempre que exista el limite:

lim (x+y)= lm x+ lim y
(x, )—(2,3) (. y)—(2.3) (. y)—(2.3)
= lim x+ lim vy lim vy
(x, y)—(2,3) (x, )—>(2,3) (x, )—>(2,3)
=2+3-3=1L1 [ |

I Uso de coordenadas polares En algunos casos las coordenadas polares pueden ser de utili—

dad en la evaluacién de un limite de la forma oy 111‘1(10 0)f(x y).Six=rcosf,y=rsenfyr’=

2+ yz, entonces (x, y) — (0, 0) si 'y sélo si r — 0.

A3\ JHe N Uso de coordenadas polares
10xy*

Evalie lim
(x5 »—0,0 x2 4 y
Solucion Al sustituir x = r cos 6, y = r sen 6 en la funcién, obtenemos

10xy?

)c2+y2 r

_ 1073 cos 0 sen’0
2
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FIGURA 13.2.4 Funcién con una
discontinuidad infinita en (0, 0)

Puesto que lin&r cos 6 sen” § = 0, concluimos que
r—
) 10xy?

im ———=0. [ |
6 0)=0,0 x2 + y?

En el ejemplo 8 examinaremos de nuevo el limite del ejemplo 5.

I Continuidad Una funcién z = f(x,y) es continua en (a,b) si f(a, b) estd definida,

o yl)lil(la » f(x, y) existe y el limite es el mismo que el valor de la funcién f(a, b); esto es,
S, y) =fla, b). ()

Si fno es continua en (a, b), se afirma que es discontinua. La grafica de una funcién continua
es una superficie sin quiebres. De la gréfica de la funcién f(x, y) = 1/(9x* + y*) en la FIGURA 13.2.4
vemos que ftiene una discontinuidad infinita en (0, 0), esto es, f(x, y) — 0 como (x, y) — (0, 0).
Una funcién z = f(x, y) es continua sobre un region R del plano xy si fes continua en cualquier
punto en R. La suma y el producto de dos funciones continuas también son continuas. El
cociente de dos funciones continuas es continuo, excepto en el punto donde el denominador es
cero. Ademds, si g es una funcién de dos variables continuas en (a, b) y F es una funcién de una
variable continua en g(a, b), entonces la composicion f(x, y) = F(g(x, y)) es continua en (a, b).

lim
(x.y)—>(a, b)

]S\ [JNe NN Funcion discontinua en (0, 0)
4 4

X
La funcién f(x, y) = Tyz es discontinua en (0, 0), ya que f(0, 0) no estd definida. Sin embargo,
XT Ty

como puede observarse en el siguiente ejemplo, f tiene una discontinuidad removible en (0, 0). H

=]\ [JNeMWA Funcion continua en (0, 0)

La funcién f definida por

R it . 00
fay ={2 s, &N700
0, (x,y) = (0,0)

es continua en (0, 0), ya que f(0,0) =0y
@Yy
lim

lim ———— =
@)=0.0x2 + 32 ©)—>0,0) x2+y?

fex, y) = £, 0).

x4—y4

= lim (> —y)=0"—-0=0.
(x, y)IL?O, 0)(x Y )

Por consiguiente, advertimos que  lim
(x, y)—=(0, 0)
Con la ayuda de un SAC vemos en la FIGURA 13.25 dos perspectivas diferentes (ViewPoint en
Mathematica) de la superficie definida por z = f(x, y). Note en los incisos a) y b) de la figura
13.2.5 la orientacién del eje x y del eje y.

v

SRR

XL
CRRRRKS
PN

58
%
o

%
%

N
AN
\{‘
'O
K59

KKK
XXX

a) Viendo hacia abajo sobre la superficie b) Viendo ligeramente hacia abajo y hacia el eje x
FIGURA 13.2.5 Grifica de la funcién del ejemplo 7 |
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I Funciones polinomiales y racionales En la seccién 13.1 vimos que una funcién polinomial
de dos variables consiste en la suma de potencias x"y", donde m y n son enteros no negativos, y
que el cociente de dos funciones polinomiales recibe el nombre de funcién racional. Las fun-
ciones polinomiales, como f(x, y) = xy, son continuas por todo el plano xy. Las funciones racio-
nales son continuas salvo en puntos donde el denominador es cero. Por ejemplo, la funcién racio-
nal f(x, y) = xy/(y — x) es continua salvo en puntos sobre la recta y = x. En la FIGURA 13.26 se
han ilustrado las gréficas de tres funciones que son discontinuas en puntos sobre una curva. En
los incisos @) y ¢) de la figura 13.2.6, la funcién racional es discontinua en todos los puntos sobre
la curva obtenida igualando a 0 el denominador. En la figura 13.2.6b) la funcién logaritmica es
discontinua donde x> + y* — 4 = 0, esto es, sobre el circulo x> + y* = 4.

a) Discontinua en x2 + y2 =6  b) Discontinua en x2 + y2 = 4 ¢) Discontinuaen y = —% x? +%

FIGURA 13.2.6 Tres funciones discontinuas

I Funciones de tres o mas variables Las nociones de limite y continuidad para funciones de
tres 0 mds variables son extensiones naturales de las que acaban de considerarse. Por ejemplo,
una funcién de tres variables w = f(x, y, z) es continua en (a, b, c) si

lim  f(x,y,2) = f(a, b, ¢).

i
(x,y,2)—>(a, b, ¢)

La funcién polinomial en tres variables f(x, y, z) = xy°z’ es continua a través del espacio tridi-

mensional. La funcién racional

xy2

)c2+y2+(z—1)2

S, y.2) =

es continua salvo en el punto (0, 0, 1). La funcién racional

_ x + 3y
foey,2) = 2x + 5y +z

es continua excepto en los puntos (x, y, z) sobre el plano 2x + 5y + z = 0.
1 Definicion formal de un limite La discusién anterior conduce a la definicion formal del 1imi-

te de una funcién z = f(x, y) en un punto (a, b). Esta definicion £-6 es andloga a la definicién
2.6.1.

Definicion 13.2.1 Definicién de un limite

Suponga que una funcién f de dos variables se define en cualquier punto (x, y) en un disco
abierto centrado en (a, b), salvo posiblemente en (a, b). Entonces

Iim f(x,y)=L

(x, y)—(a, b)

significa que para toda € > 0, existe un nimero 6 > 0 tal que

lf,y) — L| < e siempre que 0< \/(x —a)+ (y—aP<3é.
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694 CAPITULO 13 Derivadas parciales

)

z=f(xy)

P =

B . )

Ve

X

& "&
v “(a. g)x »

0<yG—aPF O —BE<b®

FIGURA 13.2.7 Cuando

(x,y) # (a, b) es un disco abierto,
f(x, y) estd en el intervalo
(L—¢& L+ e

Como se ilustra en la FIGURA 13.2.7, cuando f tiene un limite en (a, b), para un € > 0, sin que
importe cudn pequefio, es posible encontrar un disco abierto de radio & centrado en (a, b) de
modo que L — & < f(x,y) < L + & para todo punto (x, y) # (a, b) dentro del disco. El disco
abierto con radio 6 > 0y su centro (a, b) eliminado se definen mediante la desigualdad

0<Vix—al+(y—a)P<s.

Como se menciond antes, los valores de f'son cercanos a L siempre que (x, y) sea cercano a (a, b).
El concepto de ““suficientemente cercano” se define mediante el nimero 6.

()3 [ Hel¥: N Repaso del ejemplo 5

10xy?

Demuestre que  lim =
que . )50.0) 2 +y?

Solucion De la definicién 13.2.1, si € > 0 estd dado, se desea determinar un ndmero 6 > 0
tal que

10xy?

s 2—0‘ <eg siempreque 0 < Vi’ +y? <38,
X y

La ultima linea es lo mismo que
10]x[y?
X2+ y?

<e siempreque 0 < Vx*+ )y <34,

Como x* = 0, puede escribirse y* = x> + y’y

10x]y?
x* + y2

Asf, = 10[x| - 5
X

2

i S = 10[x] = 10Vx2 = 10V + 2.
y

De modo que si se elige 6 = ¢/10, tenemos

=10Vx? +y2<10 — ==

10xy?
x? +y

-0

Por la definicién 13.2.1, esto demuestra

xyz

lim
(6 0)=0.0x2 + 2

= 0. |

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41.

= Fundamentos

En los problemas 1-30, evalie el limite dado, si existe.

1.

2 2
+
(x, y)l—>(5. _1)()( )

3 5x% + y2

1m P
=000 x? 4 12
Bt e

lim ————
=D x4 y?
i
(x, ))H(O O)x + y

lim x3y2(x + y)3

(x, y)—(1,2)

1. i < 2. lim Y
" en0.0x + y+1 " 50,0 X+
2
xT =y . Xy .
. i 13. lim 14. Iim  cos(3x +
2 (x,y%gI}Z,l) X—y =23 + 32 @ )=, w/4) Bx+y)
4x* + y? X2 —=3y+1 X
4. gim 15 m So2FL e g
@N=>1.2) 16x* + y =00 x + 5y — 3 x, »)»(0 0x* 4+ 5y*
2% — x+2 X2
6. lim ——2 17, 1im o 18, lim 2
@ 0=0.0x= + 2y (5 y)—>(4,3) xX—y EN=1L0 3 3

Oxy” —x—y+1
8. lim ) 19.  lim VoA
6 0)=0,0 x2 + (o D 42 4 V= 2x—2y+2
X -3
10.  lim Y 20. S

<x>%—>(o x4y —6y+9
www.FreelLibros.org
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x3y + )cy3 — 3x% — 3y2

21. Iim
(x,y)—(0,0) X2+
y3 + 248
22. Iim ———
©N=>(22x + 5xy°
-1
sen” (x/y)
23.  lim In(2x* — %) 24. im _7/
(6, )=, 1) @»=>01,2 cos H(x — )
2 272 2 2
x° — sen(3x° + 3
25 qim &) R e
@»=>0.0 x2 + y? €0)=0.00  x2 44?2
6x x> =y
27, lim 2 28, Ifm 2
(x, y)—(0, 0) )C2 + y2 (x, y)—(0, 0) X2 + y2
29, x 30. Y

lim
(€)=(0.0) x2 4 y?
En los problemas 31-34, determine dénde es continua la fun-
cién indicada.

31. f(x,y) = VxcosVx +y
33, f(x,y) = tan§

lim
€ 3)=0,0 x2 + y?

32. f(x,y) = yze'/x-v

34. f(x,y)=1In (4x> + 9y2 + 36)

En los problemas 35 y 36, determine si la funcién indicada es
continua en los conjuntos dados en el plano xy.

_Jxt+y, x=2
35. f(x,y) = {O, <2
a) x> +y' <1 b) x=0 c)y>x

Xy

36. foo,y) = ————
Vx~+y — 25

a) y=3 b x|+ <1 ¢ x-27+y<l

13.3 Derivadas parciales

I Introduccion La derivada de una funcién de una variable y =

un cociente de diferencia

dy _ ot )~ £
dx hl—r>I(1) h ’

13.3 Derivadas parciales 695

37. Determine si la funcién f definida por

6X2y3
fy) = @@ + )P (x,y) # (0,0)
0, (x, y) = (0, 0)
es continua en (0, 0).
38. Muestre que
Xy
fy = |22 4 op ®V7O0
0, (x,y) = (0,0)

es continua en cada variable por separado en (0, 0), esto
es, que f(x, 0) y (0, y) son continuas en x =0y y =0,
respectivamente. Demuestre, sin embargo, que f es no
continua en (0, 0).

= Piense en ello

En los problemas 39 y 40, emplee la definicién 13.2.1 para
demostrar el resultado indicado; esto es, encuentre 6 para un
& > (0 arbitrario.

x2y2

) 3x%y )
39. | . lim
6, 0)=0,0 x2 + 2

im ——— = 40
6 0)=0,02x% + 2y?

=0

41. Determine si existen puntos en los cuales la funcién

L_)ﬁ #F X
fay = x—y ?
3%, y=x

es discontinua.

42. Utilice la definicién 13.2.1 para demostrar que ( 1)111(1 "
X, y)—(a,
y =b.

f(x) estd dada por el limite de

Exactamente de la misma manera, podemos definir la derivada de primer orden de una funcién

de dos variables z = f(x, y) con respecto a cada variable.

Definicion 13.3.1 Derivadas parciales de primer orden

en un punto (x, y) es

oz _

Si z = f(x, y) es una funcion de dos variables, entonces la derivada parcial con respecto a x

. S+ hy) = fx )
= lim
Ix  h—0 h

y la derivada parcial con respecto a y es
d

Z i f(xd""h) _f(x’)’)
—— = l1im

ay h—0 h

siempre que exista el limite.

ey

2
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696 CAPITULO 13 Derivadas parciales

I Calculo de una derivada parcial En (1) observe que la variable y no cambia en el proceso
del limite, en otras palabras, y se mantiene fija. De manera similar, en la definicidn del limite (2)
la variable x se mantiene fija. Las dos derivadas parciales de primer orden (1) y (2) representan
entonces las fasas de cambio de f con respecto a x y y. En un nivel prictico tenemos las siguien-
tes guias simples.

Guias para la diferenciacion parcial

Por reglas de la diferenciacion ordinaria se entienden las reglas formuladas en el capi-
tulo 3: reglas del multiplo constante, suma, producto, cociente, potencia y de la cadena.

e Para calcular dz/dx, emplee las leyes de la diferenciacién ordinaria mientras trata a y
como una constante.

e Para calcular dz/dy, emplee las leyes de la diferenciacién ordinaria mientras trata a x
como una constante.

R]\" [ Mol N Derivadas parciales

Siz = 4x’y* — 4x* + y® + 1, encuentre

b) g—;

az

a) 0x

Soluciéon

a) Diferenciamos z con respecto a x mientras y se mantiene fija y se tratan a las constan-
tes de la manera usual:
y es constante
0z

P (12x%)y% — 8x + 0 + 0 = 12x%? — 8x.

b) Abhora tratando a x como constante, obtenemos

X es constante

2 2
Jz

aiy = 4x3(2y) -0+ 6y5 +0= 8x3y + 6y5. [ |

I Simbolos alternos Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy a menudo se representan por medio
de simbolos alternos. Si z = f(x, y), entonces

oz _ 9 _

_ 9z _ o _
ax  ox w= N

ay  dy Y=l

Simbolos como d/dx y d/dy se denominan operadores de diferenciacién parcial y denotan la
operacion de tomar una derivada parcial, en este caso con respecto a x y y. Por ejemplo,

%(xz—y2)=a%x2—%y2=2x—0=2x
y iex"ﬁ =& ix4y5 = &4 iy5 = ex4y5x4(5y4) = 5x4y4€x4y5
dy dy ay '

El valor de una derivada parcial en un punto (x,, y,) se escribe de diversas maneras. Por ejem-
plo, la derivada parcial de z = f(x, y) con respecto a x para (x,, yy) se escribe como

a9z
ox

3z

0z
ax s a(xo, yo) 0 filx0, Yo)-

’
(0, Yo) X=X, Y=o
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N3\ KoV A Empleo de la regla del producto
Si f(x, y) = x°y'° cos(xy?), encuentre Sy

Solucién Cuando x se mantiene fija, observe que

producto de dos
funciones de y

/_Jﬁ
fx,y) = x°y'" cos(xy?).

Por consiguiente, por las reglas del producto y de la cadena la derivada parcial de f con respec-
to ay es,

S y) = X[y U(=sen (xy?)) - 2xy + 10y - cos (xy”)]

= —2x%" sen(xy?) + 10x%° cos(xy?). [

N 5\" [N Una tasa de cambio

La funcién S = 0.1091w"**h%7 relaciona el drea superficial (en pies cuadrados) del cuerpo de
una persona como una funcién del peso w (en libras) y la altura & (en pulgadas). Encuentre
dS/dw cuando w = 150 y h = 72. Interprete.

Solucion La derivada parcial de S respecto a w,

% = (0.1091)(0.425)w 7072,

evaluada en (150, 72) es
as

W {(150,72)

= (0.1091)(0.425)(150)%575(72)*7% ~ 0.058.

La derivada parcial 9S/dw es la tasa a la cual el drea superficial de una persona de altura fija h,
como un adulto, cambia con respecto al peso w. Puesto que las unidades para la derivada son
pies*/libra y 9S/dw > 0, advertimos que el aumento de 1 Ib, mientras que / esta fija en 72,
produce un aumento en el drea de la piel de aproximadamente 0.058 = # pie”. |

I Interpretacion geométrica Como advertimos en la FIGURA 13.3.1a), cuando y es constante, diga-
mos y = b, la traza de la superficie z = f(x, y) en el plano y = b es la curva azul C. Si definimos
la pendiente de una secante a través de los puntos P(a, b, f(a, b))y R(a + h, b, f(a + h, b)) como

fla + h,b) — fla,b)  fla + h,b) — f(a,b)
(a+h)—a B h

) (a, b)
z=f(x,y) z \

|
I
1
|
|
1
1
1
1
1
i
deepp—>y M.
/1 L *@+hb0) ! [
plano . plano~ ¢

i
ar ¢
X y=b (a, b, 0) X x=a (a,b,0) (a, b+ h,0)
a) b)

FIGURA 13.3.1 Las derivadas parciales dz/dx y dz/dy son pendientes de la recta tangente a la curva C de inter-
seccion de la superficie y el plano paralelo a los ejes x o y.

www.FreelLibros.org
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698 CAPITULO 13 Derivadas parciales

pendiente = -2

(2,1,4)—

X pendiente = -4 (2, 1, 0)

FIGURA 13.3.2 Pendientes de las

rectas tangentes del ejemplo 4

9z . fla + h,b) — f(a, b)
tenemos — = lim .
X @ py =0 h

En otras palabras, es posible interpretar dz/dx como la pendiente de la recta tangente en el punto
P (para la cual el limite existe) sobre la curva C de interseccién de la superficie z = f(x, y) y el
plano y = b. A su vez, una inspeccién de la figura 13.3.1D) revela que dz/dy es la pendiente de
la recta tangente en el punto P sobre la curva C de interseccion entre la superficie z = f(x, y) y
el plano x = a.

1=A]5\" Mo l¥'N Pendientes de rectas tangentes

Paraz =9 — x> — yz, encuentre la pendiente de la recta tangente en (2, 1, 4) en

a) elplanox =2 y b) elplanoy = 1.

Solucién
a) Al especificar el plano x = 2, se mantienen todos los valores de x constantes. Por con-
siguiente, calculamos la derivada parcial de z con respecto a y:

az

oy = —2y.

. a
En (2, 1, 4) la pendiente es af)

(2,1

©-y* b) Enelplanoy = 1, y es constante y por ello encontramos la derivada parcial de z con

respecto a x:

. a
En (2, 1, 4) la pendiente es afi

2.0

Vea la FIGURA 13.3.2. |

Si z = f(x, y), entonces los valores de las derivadas parciales dz/dx y dz/dy en un punto
(a, b, f(a, b)) también se denominan pendientes de la superficie en las direcciones x y y, res-
pectivamente.

I Funciones de tres o mas variables Las tasas de cambio de una funcién de tres variables
w = f(x, y, z) en las direcciones x, y y z son las derivadas parciales dw/dx, ow/dy y ow/dz, res-
pectivamente. La derivada parcial de f respecto a z se define como

ow . ey, z+h) — flxy,2)
— = lim )
0z h—0 h

3)

siempre que el limite exista. Para calcular, por ejemplo, dw/dx, se deriva con respecto a x de la
manera usual mientras se mantienen constantes fanto y como z. De esta manera se extiende
el proceso de diferenciacion parcial a funciones de cualquier nimero de variables. Si

u = f(xy, xo, . . ., x,) es una funcién de n variables, entonces la derivada parcial de f con respec-
to a la variable i-ésima, i = 1, 2, ..., n, se define como
ou o fGxg, Xy By L) — (X, X, LX)
— = lim . 4)
axi h—0 h

Para calcular du/dx; se deriva con respecto a x; mientras se mantienen fijas las n — 1 variables
restantes.

=8]3\7|JXe BN Empleo de la regla del cociente

2 2

. ow
Siw = 5 5» encuentre ——.
+ z (4

y
www.FreelLibros.org



Solucion Se emplea la regla del cociente mientras se mantiene constante x y y:
w (PN -6 D2 2:( + )
az (y2 + Z2)2 (y2 + Z2)2

A3\ KoMl Tres derivadas parciales

. —3 . .
Sif(x,y, f)=e > cos 4x sen 6y, entonces las derivadas parciales con respecto a x, y y ¢ son, a
su vez,

fi(x, v, 1) = —4e ™ sen 4x sen 6y,
£,(x, v, 1) = 6™ cos 4x cos 6y,

y filx, v, t) = —3mwe ™ cos 4x sen 6y. n

1 Derivadas de orden superior y mixtas Para una funcién de dos variables z = f(x, y), las deri-
vadas parciales dz/dx y dz/dy son ellas mismas funciones de x y y. En consecuencia, se pueden
calcular las derivadas parciales de segundo orden y de orden superior. De hecho, se encuen-
tra la derivada parcial de dz/dx con respecto a y, y la derivada parcial de dz/dy con respecto a x.
Los tdltimos tipos de derivadas parciales se denominan derivadas parciales mixtas. En resumen,
las segundas, terceras derivadas parciales y la derivada parcial mixta de z = f(x, y) estdn defini-
das por:

Derivadas parciales de segundo orden:

Pz _ 0 (o Pz _ 90z
ox?  Ox \0x y ay*> 9y \dy

Derivadas parciales de tercer orden:

B_a(i) 00
ox® 0x \ gx? Y ay’ 9y \ay?

Derivadas parciales de segundo orden mixtas:

i’z _ a0z i’z _ ooz
axdy  dx \dy y dydx  dy\dx /)

diferenciar T diferenciar T
primero con primero con
respecto a y respecto a x

Observe en el resumen que hay cuatro derivadas parciales de segundo orden. ;Cudntas deri-
vadas parciales de tercer orden de z = f(x, y) hay? Las derivadas parciales de orden superior para
z = f(x, y) y para funciones de tres o mds variables se definen de manera similar.

I Simbolos alternos Las derivadas parciales de segundo y tercer orden también se denotan
mediante fy,, f,,, fu €tcétera. La notacién de subindice para las derivadas parciales de segundo
orden mixtas es f;, 0 fi,.

Nota El orden de los simbolos en los subindices de las parciales mixtas es justamente lo opues-
to al orden de los simbolos cuando se usa la notacién de operador de diferenciacion parcial:

_py o (02 _ 0%
fy = Uy = ady (8x> N dy dx

gy o 0 (0z)_ 9%
y S = (e = ax (ay> N dx dy

I lgualdad de parciales mixtas Aunque no se demostrar4, el siguiente teorema enuncia que
bajo ciertas condiciones es irrelevante el orden en el cual se efectia una derivada parcial de
segundo orden mixta; esto es, las derivadas parciales mixtas f,, y f;, son iguales.

www.FreelLibros.org
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700 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Teorema 13.3.2 Igualdad de parciales mixtas

Sea f una funcién de dos variables. Si las derivadas parciales f,, f,, fi, ¥ f,x son continuas en
algun disco abierto, entonces

S =Fix

en cada punto sobre el disco.

Vea el problema 68 en los ejercicios 13.3.

A3\ [JNelVA Derivadas parciales de segundo orden

Siz = x2y2 — y3 + 3x* + 5, encuentre

7 9z 7z Iz 0%z
ay —, — b —. — ¢ :
ox? ox ) Al A Y ) dx dy

Solucién De las primeras derivadas parciales

9z _ 2 3 92 _ 5o a5
P 2xy" + 12x7  y ay 2x7y — 3y
obtenemos:
7z 9oz 5 ) Pz 0 [z
—_— = — | = + —_—= | — ) =
a) ol ox ( ox 2y 36x° y b o\ 12x,

9’z d <82> 2 9%z d <6zz>
b) —=—|—"]=2x"—-6 —=—|\—)= —6,
) ay*  dy\dy oo ay’ 9y \ gy

7 ooz _
c) axdy ax(ay = 4.

. 7z o faz) _
Debemos verificar que ayox  dy ( ax> = 4xy. |

Si f'es una funcién de dos variables y tiene derivadas parciales de primer, segundo y tercer
orden continuas sobre algin disco abierto, entonces las derivadas mixtas de tercer orden son
iguales; esto es,

Joy The The Y fa T hon T S

Se sostienen comentarios similares para funciones de tres o mds variables. Por ejemplo, si f es
una funcién de tres variables x, y y z que posee derivadas parciales continuas de cualquier orden
en alguna bola abierta, entonces las derivadas parciales como f,,, = f.,. = f,,, son iguales en
cada punto en la bola.

=SH]\Y[Nel¥: ¥ Derivadas parciales mixtas de tercer orden

Sif(x,y,2) = V2 + y4 + 25 determine f,..

Solucién f, . es una derivada parcial mixta de tercer orden. Primero se encuentra la derivada
parcial con respecto a y mediante la regla de potencias para funciones:

f;/ — %(x2 + y4 + ZG)*]/24y3 — 2y3(x2 + y4 + Z6)*l/2.
La derivada parcial con respecto a z de la funcién en la dltima linea es entonces
1 -
fyz — (fy)z — 2y3(_§>(x2 + y4 4 ZG) 3/2 6Z5

— _6y3z5(x2 + y4 + Z6)73/2~
www.FreelLibros.org



13.3 Derivadas parciales 701
Por dltimo, por la regla del producto,
fo= (D = —6y3z5<—%>(x2 +yt 27627 30y 07 + )yt + 207
= Y27 + y* A+ 297022425 — 3027 — 30y%).
Se sugiere que el lector calcule f.., y f.,. y verifique sobre cualquier disco abierto que no conten-
ga al origen que ., = f.., = f... [ |
I Diferenciacion parcial implicita La diferenciacién parcial implicita se llevé a cabo de la
misma manera que en la seccién 3.6.
A3\ e BN Derivada parcial implicita
Suponga que la ecuacién z> = x> + xy’z define a z implicitamente como una funcién de x y y.
Encuentre dz/dx y dz/dy.
Solucion Al mantener y constante,
S =+ —7 = —x* + y——xz.
axz 0x x '7) implica ze axx Y ox e
Por la regla de potencia para funciones junto con la regla del producto:
% ek (v 4 2)
2Z8x 2x +y xax-l-z.
Después de que resolvamos la dltima ecuacién para dz/dx:
9z 2x +y%2
ax N 2Z — xyz
Al mantener ahora x constante,
0 5 _ 9 o 2 P 9z _ ( 2027 >
ayz 3y (x~ + xy72) implica 2z ay x|y 3y + 2yz).
Al resolver para dz/dy se obtiene
2
ox 2Z — xy2
m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41.
= Fundamentos - 15, fry) = 1o 16. £(6, ¢) = d*sen
En los problemas 1-4, emplee la definicién 13.3.1 para calcu- IR 3 ¢
., X —y Xy
lar 9z/dx y dz/dy con respecto a la funcién dada. 17. flx,y) = x + 2y 18. flxy) = 2 — 22
1. z="T7x+ 87 2.7 =uxy o= =)
Vi Vs
3.z =3 + 4x 42—~ i ; 19. g(u,v) = In(4’ + 50°) 200 h(r,s) =~ ==
21. w = 2Vxy — ye'l* 22. w=uxylnxz

En los problemas 5-24, encuentre las primeras derivadas par-
ciales de la funcién dada. 23. f(u, v, x, 1) = u*w? — uv® + vw cos(ur?) + (2x’1*

5.7=x"—x*+4° 6.7 =—x+ 6x%° + 5y 24. G(p,q,r1,s) = (p%f)ezm5
o4 _ 3
7. 2= 50 — x4 600 — 4y 8. 2 = tan(x)y?) En los problemas 25-26, suponga que z = 4x°y*.
9. 7 = 42\/; 10. z = 4%3 — 5x% + 8x 25. Determine la pendiente de la recta tangente en (1, —
3yt 1 en el plano x = 1.
1 2= =) 12.z = (—x* + 7y + 3y)° 26. Encuentre la pendiente de la recta tangente en (1, —
13. z=cos’ 5x + sen® 5y 4. 7= ¢ 'Y enelplanoy = —1.

www.FreelLibros.org
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702 CAPITULO 13 Derivadas parciales

18xy

En los problemas 27 y 28, suponga que f(x, y) = Xty

27. Determine las ecuaciones paramétricas para la recta tan-
gente en (—1,4, —24) en el plano x = —1.

28. Encuentre ecuaciones simétricas para la recta tangente en
(—1,4, —24)enel plano y = 4.

En los problemas 29 y 30, suponga que z = V9 — x* — y°.

29. ;A qué tasa estd cambiando z con respecto a x en el plano
y = 2enel punto (2, 2, 1)?

30. ;A qué tasa estd cambiando z con respecto a y en el plano

x = V2en el punto (V2, V3,2)?

En los problemas 31-38, encuentre la derivada parcial indicada.

o* 0’
31. z=¢€ 7Z2 32, z=xY% %
ax ay
Pty
33, flx,y) =5 — 2% f,, 34. f(p.g) =In 7 .
cos (uPv
35. w = uP; wy, 36. w= %; Wour
t
3. F(,0) = ¢’ cos 0 Fy 38 Hi) = * ;; H,
En los problemas 39 y 40, verifique que ¢ = o’z .
P Y queq dxdy  dyox

39. 7 = x° — 5x%} + 4x)? 40. z = tan'(2xy)

En los problemas 41 y 42, verifique que las derivadas parcia-
les indicadas son iguales.
41. w = ™t — PP + v

42. Fn. £,7) = (' + € + %

WM'U[’ w[‘ULI’ Wvut

Fopinp Famy Fone

En los problemas 43-46, suponga que la ecuacién dada defi-

ne a z como una funcién de las dos variables restantes.

Emplee diferenciacién implicita para encontrar las primeras

derivadas parciales.

43. >+ + 2 =125 4. 7 =x*+yz

45. 72 + v’ —uvz =0 46. se¢t — " + 45’ = ¢

47. El drea A de un paralelogramo con base x y altura y sen 0
es A = xy sen 6. Encuentre todas las primeras derivadas
parciales.

48. El volumen del cono truncado que se muestra en la FIGU-
RA1333es V = %77'h(r2 + rR + R?). Determine todas las
primeras derivadas parciales.

|<—3‘—>

FIGURA 13.3.3 Cono truncado del problema 48

= Aplicaciones
En los problemas 49 y 50, verifique que la distribucién de

temperatura indicada satisface la ecuacion de Laplace en dos
dimensiones

2 2
u Oy, )
0x ady
Una solucién u(x, y) de la ecuacién de Laplace (5) puede
interpretarse como la distribucién de temperatura indepen-
diente del tiempo a través de una delgada placa bidimensio-
nal. Vea la FIGURA 13.3.4.

49. u(x,y) = (cosh 277y + senh 27ry)sen 27x
50. u(x,y) = e "™V sen(nary/L), n'y L constantes

termémetro

omo funcién
de la posicién sobre la
placa caliente

FIGURA 13.3.4 Placa caliente de los problemas 49 y 50

En los problemas 51 y 52, verifique que la funcién dada satis-
face la ecuacién de Laplace (5).

51. u(x,y) = In(x® + y?) :

52. u(x,y) = tan~ %
En los problemas 53 y 54 verifique que la funcién dada satis-
face la ecuacion de Laplace en tres dimensiones

0 02 02
Z+=+ =0 6)
ax dy 0z

1

Va2+y2+ 7

COSs my sen ng

53. u(x,y,2) =

54. u(x,y,z) = e

En los problemas 55 y 56, verifique que la funcién dada satis-

face la ecuacion de onda unidimensional
’u 0’u
2 _
a—:=— (7
x> or

La ecuacién de onda (7) ocurre en problemas que implican
fenémenos vibratorios.

55. u(x, t) = cosatsen x

56. u(x, ) = cos(x + at) + sen(x — at)

57. La concentraciéon molecular C(x, f) de un liquido estd
dada por C(x, 1) = 1~ 2¢™*/*_Verifique que esta funcién
satisface la ecuacion de difusion unidimensional

koc_ac
4 axz Jat
58. La presion P ejercida por un gas ideal encerrado estd

dada por P = k(T/V), donde k es una constante. T es la
temperatura y V es el volumen. Encuentre:

a) la tasa de cambio de P con respecto a V,
b) latasa de cambio de V con respecto a T'y
¢) la tasa de cambio de T con respecto a P.
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59. El desplazamiento vertical de una larga cuerda fija en el
origen pero cayendo bajo su propio peso estd dado por

—%(Zaxt -xY), 0=x=<at
u(x, 1) = 2a
—%gtz, x > at.

Vea la FIGURA 13.3.5.

a) Determine du/dt. Interprete para x > at.
b) Determine du/dx. Interprete para x > at.

4

cuerda

FIGURA 13.3.5 Cuerda que cae del problema 59

60. Para la funcién de drea de la piel S = 0.1091w%4*4%7
que se discutié en el ejemplo 3 encuentre dS/0h en
w = 60, h = 36. Si una nifia crece de 36 a 37 pulg, mien-
tras su peso se mantiene en 60 Ib, ;cudl es el aumento
aproximado en el area de la piel?

= Piense en ello

61. Formule una definicién de limite que sea andloga a la
definicion 13.3.1 para las derivadas parciales de segundo

orden
9’z 9’z 9’z
e ox? 5) ay? ) dx dy

62. Encuentre una funcioén z = f(x, y) tal que

a7 3
== + 2y +
0 2xy 2y

1 9z 2.2
= == +2x + 1.
S y oy 3x7y"+ 2x + 1

63. ;Es posible que una funcién z = f(x, y), con derivadas
parciales continuas en un conjunto abierto, se encuentra
de manera tal que

—=x"+y y afy=x2—y2?

64. a) Suponga que la funcién w = f(x, y, z) tiene derivadas
parciales de tercer orden continuas. ;Cudntas deriva-
das parciales de tercer orden diferentes hay?

b) Suponga que la funcién z = f(x, y) tiene derivadas
parciales continuas de n-ésimo orden. ;Cudntas deri-
vadas parciales diferentes de n-ésimo orden hay?

13.4 Linealizacion y diferenciales

13.4 Linealizacion y diferenciales 703

65. a) Suponga que z = f(x,y) tiene la propiedad de que
dz/dx = 0y dz/dy = 0 para todo (x, ). ;Qué puede
usted afirmar acerca de la forma de f?
b) Suponga que z = f(x, y) tiene derivadas parciales de
segundo orden continuas y 9%z/dxdy = 0. (Qué
puede usted afirmar acerca de la forma f?

66. Algunas curvas de nivel de una funcién z = f(x, y) se
muestran en la FIGURA 13.3.6. Emplee estas curvas de nivel
para conjeturar respecto a los signos algebraicos de las
derivadas parciales dz/dx y dz/dy en el punto que se indi-
ca en rojo en la figura.

FIGURA 13.3.6 Curvas de nivel del problema 66

67. Un clasico matematico Una funcién z = f(x, y) quiza
no sea continua en un punto aunque es posible que siga
teniendo derivadas parciales en ese punto. La funcién

Xy
2% + 297
0, (x,y) = (0,0
no es continua en (0, 0). (Vea el problema 38 en los ejer-

cicios 13.2.) Emplee (1) y (2) de la definicién 13.3.1 para
mostrar que

,y) # (0,0
o) = (x,7) # (0,0)

3z
0x (0, 0)

al o _,
Y |(0,0) '

68. Un clasico matematico Considere la funcion z = f(x, y)
definida por

( — x)
7’ x’ ) ¢ 0’ O)
fl,y) =1{ x*+y? 9 # (
0, (x,y) = (0,0).
a) Calcule 9z y 9z .
9% |(0, y) Y |x, 0)
9%z 9%z
b) Muestre que .
) q Gy ox (0, 0) ox Gy (0, 0)

I Introduccion En la seccién 4.9 se vio que una linealizacion L(x) de una funcién de una sola
variable y = f(x) en un nimero x, estd dada por L(x) = f(xo) + f'(xo)(x — x,). Esta ecuacién
puede utilizarse para aproximar los valores de la funcién f(x) en la vecindad de x,, esto es,
L(x) = f(x) para valores de x cercanos a x,. De manera similar puede definirse una linealizacion
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704 CAPITULO 13 Derivadas parciales

FIGURA 13.4.1

R (x+Ax, y + Ay)

Incremento en z

L(x, y) de una funcién de dos variables en un punto (x, yo). En el caso de una funcién de una
sola variable se asumi6 que y = f(x) era diferenciable en x, esto es,

+ Ax) —
Pl = gm0 A0 =) 0

existe. Recuerde también que si f es diferenciable en x,, también es continua en ese nimero. Al
repetir la suposicién en (1), deseamos que z = f(x, y) sea diferenciable en un punto (xo, yo).
Aunque hemos considerado lo que significa que z = f(x, y) posea derivadas parciales en un
punto, atin no formulamos una definicién de diferenciabilidad de una funcién de dos variables f
en un punto.

I Incremento de la variable dependiente La definicion de diferenciabilidad de una funcién de
cualquier nimero de variables independientes no depende de la nocién de un cociente de dife-
rencia como en (1), sino més bien de la nocién de un incremento de la variable dependiente.
Recuerde que para una funcién de una variable y = f(x) el incremento en la variable dependien-
te estd dado por

Ay = f(x + Ax) — f(x).

De manera andloga, para una funcién de dos variables z = f(x, y), definimos el incremento de
la variable dependiente z como

Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x, y). 2)

La FIGURA 13.4.1 muestra que Az produce la cantidad de cambio en la funcién cuando (x, y) cam-
biaa (x + Ax,y + Ay).

[\ |Je Mkl Determinando Az

Encuentre Az para la funcién polinomial z = x* — xy. ;Cudl es el cambio en la funcién de
(I, )a(1.2,0.7)?

Solucién De (2),

Az = [(x + Ax)’ — (x + A0y + Ap)] — (& — xy)
= (2x — y)Ax — xAy + (Ax)?> — AxAy. 3)
Conx=1,y=1,Ax=02y Ay = —0.3,
Az = (1)(0.2) — (1)(—0.3) + (0.2)> — (0.2)(—0.3) = 0.6. [ |
1 Una formula de incremento fundamental Una breve reinspeccién del incremento Az en (3)

muestra que en los primeros dos términos los coeficientes de Ax y Ay son dz/dx y dz/dy, res-
pectivamente. El importante teorema que sigue muestra que esto no es un accidente.

Teorema 13.4.1 Una férmula del incremento

Considere que z = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas f(x, y) y f,(x, y) en una regién
rectangular abierta que estd definida pora < x < b,c < y < d. Si (x, y) es cualquier punto
en esta region, entonces existen €, y &,, las cuales son funciones de Ax y Ay, tales que

Az = f,(x, )Ax + fi(x, M)Ay + £ Ax + &Ay, 4)

donde 6, >0y &, — 0 cuando Ax >0y Ay —0.

DEMOSTRACION Al sumar y restar f(x, y + Ay) en (2), tenemos,

Az = [flx + Ax,y + Ay) = flx,y + Ap)] + [flx,y + Ay) = flx, »].
Al aplicar el teorema del valor medio (teorema 4.4.2) a cada conjunto de corchetes, se llega a
Az = filxo, y + Ay)Ax + fi(x, yo)Ay, ®)
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13.4 Linealizacion y diferenciales 705

donde, como se muestra en la FIGURA 13.4.2, x < x, < x + Axyy < y, < y + Ay. En este caso, y
definimos 9 :"_ij;&l__)__"':
yHAYT f"'f"'f ]
& = L0y T AY) — Y)Y 8 = A0630) ~ A, ©) R
R ACHTAT LT ey 1
Cuando Ax — 0y Ay — 0, entonces, como se ilustra en la figura, P, — P, y P; — P;. Puesto o i_ o

. [ B (o= Dooo -
que f, y f, se suponen continuas en la regién, tenemos . LRE» E
(Ax, A1>1v>H—1>(0, 01 = 0 (Ax, Alyl*)n—l>(0, 0%~ 0. @ % A b

FIGURA 13.4.2 Region rectan-
gular en el teorema 13.4.1

Al resolver (6) para f,(xo, y + Ay) y f,(x, yo) y sustituir en (5), obtenemos (4). [ |

I Diferenciabilidad: funciones de dos variables Ahora podemos definir la diferenciabilidad
de una funcién z = f(x, y) en un punto.

Definicion 13.4.1 Funci6n diferenciable

Una funcién z = f(x, y) es diferenciable en (x, y,) si el incremento Az puede escribirse como
Az = filxo, yo) Ax + f,(xo, yo)Ay + &1Ax + &4y,
donde &, y &, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0).

Si la funcién z = f(x, y) es diferenciable en cada punto en una regién R del plano xy, enton-
ces se dice que f es diferenciable en R. Si f es diferenciable sobre la region consistente en el
plano xy completo, se afirma entonces que es diferenciable en todas partes.

Es interesante notar que las derivadas parciales f, y f, quizds existan en un punto (xo, y,) €
incluso f no sea diferenciable en ese punto. Desde luego, si f; y f, no existen en un punto (xo, ¥o),
entonces f no es diferenciable en ese punto. El siguiente teorema proporciona una condicién sufi-
ciente bajo la cual la existencia de las derivadas parciales implica diferenciabilidad.

Teorema 13.4.2 Condicién suficiente para la diferenciabilidad

Si las primeras derivadas parciales f, y f, son continuas en un punto en una region abierta R,
entonces z = f(x, y) es diferenciable sobre R.

El siguiente teorema es el andlogo del teorema 3.1.1; establece que si z = f(x, y) es diferen-
ciable en un punto, entonces es continua en el punto.

Teorema 13.4.3 Diferenciabilidad implica continuidad

Si z = f(x, y) es diferenciable en el punto (x,, y), entonces f es continua en (xo, yo)-

DEMOSTRACION Suponga que f es diferenciable en un punto (xo, yo) y que
Az = flxo + Ax, yo + Ay) = f(x0, Yo)-

Utilizando esta expresion en (4), obtenemos

flxo + Ax, yo + Ay) — f(xo, Yo) = filxo, Yo)Ax +.fy(-x0’ YAy + & Ax + &Ay.
Cuando (Ax, Ay) — (0, 0), se deduce de la tdltima linea que

o dim LG+ A+ AY) ~ flr )] =0 0 lim fxg + Ax yo + AY) = fx Y0)
Si se considera x = x; + Ax,y = y, + Ay, entonces el dltimo resultado es equivalente a
(x, y)l—lf(r}u, o) T, y) = fxo, yo)-

Por (5) de la seccién 13.2, f'es continua en (xg, yo). |
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706 CAPITULO 13 Derivadas parciales

A 5\"|JHe A Diferenciabilidad

Si (3) del ejemplo 1 se escribe como
U - . &
Az = 2x — y)Ax + (—x)Ay + (Ax)(Ax) + (—Ax)Ay,

podemos identificar &, = Ax y &, = —Ax. Puesto que &, — 0y &, — 0 cuando (Ax, Ay) — (0, 0),
la funciénz = x* — xy es diferenciable en todo punto en el plano xy. [ |

Como se advirti6 en el ejemplo 2, la funcién dada es un polinomio. Cualquier funcién poli-
nomial de dos o mds variables es diferenciable en todas partes.

I Linealizacion Si z = f(x, y) es diferenciable en (xo, ¥o) y (x, ¥) es un punto muy cercano a
(x> ¥o), se deduce de la definicién 13.4.1 que Ax = x — xo y Ay =y — y, son ambas cercanas
a cero, e igualmente lo son £;Ax y &,Ay. En vista de (4) esto significa que

flxo + Ax, yo + Ay) — f(x0, o) = filxo, yo)Ax + ﬁ'(XO’ Yo)Ay.

Empleando x = x, + Ax,y = y, + Ay la dltima linea es lo mismo que

S, y) = f(xo, vo) + filxo, yo)Ax + (X0, Yo) Ay.

Esto nos lleva a definir la linealizacién de fen (xo, yo) de la siguiente manera.

Definicion 13.4.2 Linealizacion

Si una funcién z = f(x, y) es diferenciable en un punto (xy, yo), entonces la funcién

L(x, y) = f(xo, yo) + filxo, yo)(x — xo) + fy(x0, Yo)(y — Yo) (7
se dice que es una linealizacion de f en (x,, y,). Para un punto (x, y) cercano a (xy, y,), la apro-
ximacién

[, y) = L(x, y) (®)

se denomina una aproximacion lineal local de fen (x, y).

[ A\ [Je BN Linealizacion

Encuentre una linealizacién de f(x, y) = Va? + y* en (4, 3).

Solucién Las primeras derivadas parciales de f'son

X y
fx(x’ y) = y fr(x’ y) = :
2+ y2 Y V2 + y2

Utilizando los valores (4, 3) = 5, f.(4,3) = ‘5‘ yH(4,3) = % se deduce de (7) que una linealiza-
cion de fen (4, 3) es

Ly =5+ 2= 4) + 20y = 3). ©)

La tltima ecuacion es equivalente a L(x, y) = 2x + 3y pero con fines de calculo (9) es mds con-
veniente. [ |

[=8]3)7 1Mo l¥"8 Aproximacion lineal local

Utilice la aproximacién lineal local para aproximar V (4.01)* + (2.98)

Solucién Primero observe que se estd pidiendo una aproximacién del valor de la funcién
£(4.01,2.98), donde f(x, y) = Vx* + y* Debido a que el punto (4.01, 2.98) es razonablemente
cercano al punto (4, 3) es factible utilizar la linealizacién en (9) para formar una aproximacién
lineal local f(x, y) = L(x, y). De

L(4.01,2.98) =5 + %(4.01 —4) + %(2.98 —3) = 4.996
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13.4 Linealizacion y diferenciales

se sigue que la aproximacion deseada es f(4.01, 2.98) = L(4.01, 2.98) o
V(4.01)* + (2.98)* = 4.996. [ |

Suponga que se deja z = L(x, y) y se reescribe (7) como

Sfilxo, Yo)(x = xo) + f3(x0, Yo)(y — o) — (2 — f(x0, yo)) = O. (10)

Al relacionar (10) término a término con (2) de la seccién 11.6 se demuestra que una linealiza-
cion de una funcioén z = f(x, y) en (xo, yy) €s una ecuacién de un plano.

I Plano tangente En la seccidn 4.9 vimos que la linealizacion L(x) = f(xy) + f'(xo)(x — x,) de
una funcién f de una sola variable en un niimero x, no es mas que una ecuacién de la recta tan-
gente a la grafica de y = f(x) en (xy, f(xy)). En tres dimensiones el andlogo de una recta tangen-
fe a una curva es un plano tangente a una superficie. Veremos en la seccién 13.7 que la férmula
de linealizacién z = L(x, y) en (7) es una ecuacién del plano tangente a la grafica de z = f(x, y)

en el punto (xq, yo, /X0, Y0))-

I Diferenciales Recuerde también que para una funcién f de una sola variable independiente
hay dos diferenciales Ax = dxy dy = f'(x) dx. La diferencial dx es simplemente el cambio en la
variable independiente x. La diferencial dy es el cambio en la linealizacién L(x); en el nimero x,
tenemos
AL = L(xo + Ax) — L(xp)
= [flxo) + f(x)Ax] — [f(xo) + f'(x0) - 0]
= ['(xo)dx = dy.
En el caso de una funcién f de dos variables tenemos naturalmente tres diferenciales. Los cam-
bios en las variables independientes x y y son dx y dy; los cambios en la linealizacién L(x, y) se
denotan por medio de dz. En el punto (x,, y,) el cambio en la linealizacién es
AL = L(xy + Ax, yy + Ay) — L(xo, ¥o)
= f(x0, Yo) + filxo, Yo)(xo + Ax — x) + fi(x0, Yo)(¥o + Ay — yo) — f(xo, Yo)
= fixo, o) Ax + fi(x0, yo) Ay. (11
Empleando el resultado en (11) definimos a continuacién la diferencial dz de una funcién f en
un punto arbitrario en el plano xy. Si (x,y) denota el punto, entonces un punto cercano es

(x + Ax,y + Ay)o (x + dx, y + dy). La diferencial dz se llama cominmente diferencial total
de la funcién.

Definicion 13.4.3 Diferenciales

Sea z = f(x,y) una funcién para la cual las primeras derivadas parciales f, y f, existen.
Entonces las diferenciales de x y y son dx = Axy dy = Ay. La diferencial de z,

Jz 0z
dz = f(x,y)dx + fi(x, y)dy = F dx + @ dy, (12)

también se denomina diferencial total de z.

S\ XN Diferencial total

Siz = x* — xy, entonces

%ZZx— %Z—x
dx yoy ady '

De (12) la diferencial total de la funcion es
dz = (2x — y)dx — xdy. [ |
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708 CAPITULO 13 Derivadas parciales

plano tangente
z=L(x, y)

x Ax .,
S 4 (x,+ Ax, y, + Ay)

FIGURA 13.4.3 Interpretaciones
geométricas de dx, dy, Az y dz

flujo de
sangre

FIGURA 1344 Flujo de sangre a
través de las dos resistencias del
ejemplo 7

Concluimos de inmediato de (4) del teorema 13.4.1 que cuando f, y f, son continuas y cuan-
do Axy Ay son cercanas a 0, entonces dz es una aproximacion de Az, esto es

dz = Az. (13)

La FIGURA 1343 es una version tridimensional de la figura 4.9.4. Los puntos en azul son los mis-
mos puntos que se muestran en la figura 13.4.1 y estdn sobre la superficie. El plano es tangente a
la superficie en (x, Yo, f(xo, ¥9)) v €l punto marcado en café es un punto sobre el plano tangente.

R]\Y [N BN Comparacion de Azy dz

En el ejemplo 1 vimos que la funcién z = x> — xy cambié en la cantidad exacta Az = 0.6
cuando hubo un desplazamiento del punto (1, 1) a (1.2, 0.7). Con las identificaciones x = 1,
y=1,dx=0.2ydy = —0.3, se observa de (12) y (13) y el resultado del ejemplo 5 que el cam-
bio Az de la funcién puede aproximarse por medio de los cambios en la linealizacidn:

dz = (1)(0.2) — (1)(—0.3) = 0.5. ]

=]\ [{Xe Byl Una aproximacién de un error

El sistema cardiovascular humano es similar a circuitos eléctricos en serie y en paralelo. Por
ejemplo, cuando la sangre circula a través de dos resistencias en paralelo, como se muestra en la
FIGURA 13.4.4, entonces la resistencia equivalente R de la red es

1_1 1 o KRR
R R R, R, + Ry

Si los errores porcentuales en la medicién de R, y R, son £0.2% y *=0.6%, respectivamente,
encuentre el error porcentual maximo aproximado en R.

Solucién Tenemos que AR, = =0.002R,; y AR, = =0.006R,. En este caso,

R R}

——dR, + —————— dR,,
R+ R R TR

y por ello
R R
|AR| = |dR| = ‘Z(to.oole) + ‘12(i0.006R2)
(R + Ry) (R, + Ry

_ o] 0002R,  0.006R,

"R, +R, R, t+R

_ g 00068, 0006k, ] _ o

SRR R, TR+ R, T OO0

Entonces el error relativo maximo estd dado por la aproximacion |dR|/R = 0.006; por tanto, el
error porcentual maximo es aproximadamente 0.6%. [ |

I Funciones de tres variables Las definiciones 13.4.1, 13.4.2 y 13.4.3, asi como los teoremas
13.4.1, 13.4.2 y 13.4.3, se generalizan de la manera esperada a funciones de tres o mds variables.
A continuacién se mencionan algunos puntos importantes. Si w = f(x, y, z), entonces el incre-
mento Aw estd dado por

Aw = f(x + Ax,y + Ay, z + Az) — f(x,y, 2). (14)
En este caso fes diferenciable en un punto (x,, yy, zo) si Aw puede escribirse
Aw = fAx + fLAy + f.Az + g/ Ax + Ay + Az, (15)

donde €, &, y &3 — 0 cuando Ax, Ay y Az — 0. Si fes diferenciable en (x;, y,, zo), entonces la
linealizacion de f se define como

L(x, y, 2) = f(X0, Yo, 20) T (X0, Yo» 20)(x — X0) + fy(X0, Yos 20)(¥ — Yo) + filxo, Yos 20)(Z — 20).  (16)
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Por ultimo, la diferencial total de f es

aw

ow
= ""dx + —
dw P dx ay

ow
dy + P dz. 17)

8] 3\ JNe Rk} Diferencial total: funcidn de tres variables
Siw = x* + 2y* + 3%, entonces las tres primeras derivadas parciales son

w _ W _ W _ 153
o 2x, 3y 6y 'y oz 12z,
Por (17) la diferencial total es
dw = 2xdx + 6y*dy + 127°dz. |

(i 74
—— NOTAS DESDE EL AULA

ax .......................................................................................................................................................................

i) Puesto que dy = Ay siempre que f’(x) exista y Ax es cercana a 0, parece razonable espe-
rar que dz = f(x, y)Ax + f,(x, y)Ay serd una buena aproximacién a Az cuando Axy Ay
son ambas cercanas a 0. Pero la vida no es tan sencilla para funciones de varias variables.
La garantia de que dz = Az para incrementos cercanos a 0 proviene de la continuidad de
las derivadas parciales f(x, y) y f,(x, y) y no simplemente de su existencia.

ii) Cuando trabaje en los problemas 27-30 en los ejercicios 13.4 descubrird que las funcio-
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nes €; y &, introducidas en (4) del teorema 13.4.1 no son unicas.

IIHALEMERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, encuentre una linealizacién de la fun-
cion dada en el punto indicado.

L f(x,y) = 4xy* — 2x%; (1, 1)
fey) = Vaily 2,2)

. feny) =xVx2+yh (8, 15)

. f(x,y) = 3senxcosy; (w/4,3m/4)
feey) =@+ ) (-1 D)

. f(x,y) = e ¥sen3x; (0,7/3)

A Ut A W N

En los problemas 7-10, emplee una aproximacion lineal para
aproximar la cantidad indicada.

7. V102 + V80 8. %

9. £(1.95,2.01) para f(x,y) = (x* + y*)?
10. £(0.52, 2.96) para f(x, y) = cos wxy

En los problemas 11-22, calcule la diferencial total de la fun-
cién dada.

11. z=x?sen 4y 12. z = xe¥ Y
13. z = V2x? — 4° 14. z = (52 + 4y°)°
_ 2S —t 2
15. f(s,1) = s 13 16. g(r, 0) = r* cos 360
17. w = x%y% 3 18. w = e % cos(x® + b

19. F(r,s,0) = r’ + s — 4
20. G(p, 0, ) = p sen ¢ cos 0

21, w = 1n<””)
St

En los problemas 23-26, compare los valores de Az y dz para la
funcién dada cuando (x, y) varia del primero al segundo punto.

23. z=3x+4y+ 8 (2,4),(22,3.9)
24. z =2y + 5y + 8; (0,0), (0.2, —0.1)
25. z=(x+y?% (3,1),(3.1,0.8)

26. z =x>+x+2; (1,1),(09,1.1)

22. w = Vu*+ 5 — 1

En los problemas 27-30, encuentre funciones &, y &, de Az
como se define en (4) del teorema 13.4.1.

27. z =5+ 3y — xy 28. z = 10y* + 3x — x?
29. z = x%? 30. z =x —y*
= Aplicaciones

31. Cuando la sangre fluye a través de tres resistencias Ry, R,
R3, en paralelo, la resistencia equivalente R de la red es
1_1 1,1
R R, R, R;
Dado que el error porcentual en la medida de cada resis-
tencia es *+0.9%, calcule el error porcentual maximo
aproximado en R.
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710 CAPITULO 13 Derivadas parciales

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

La presién P de un gas ideal confinado estd dada por
P = k(T/V), donde V es el volumen, T es la temperatura
y k es una constante. Dado que los errores porcentuales al
medir 7y V son a lo sumo 0.6 y 0.8%, respectivamente,
calcule el error porcentual maximo aproximado en P.
La tension T en la cuerda del yo-yo que se muestra en la
FIGURA 13.45 es

R
P
donde mg es su peso constante. Determine el cambio
aproximado en la tension si R y r se incrementan de 4 cm
y0.8cma4.1 cmy 0.9 cm, respectivamente. ;La tension
aumenta o disminuye?

Tl\

<—x—>|

— it

<

—

-
FIGURA 1345 Yo-yo del problema 33

I

Determine el incremento aproximado en el volumen de
un cilindro circular recto si su altura aumenta de 10 a
10.5 cm y su radio crece de 5 a 5.3 cm. ;Cuadl es el nuevo
volumen aproximado?

Si la longitud, ancho y altura de una caja rectangular cerra-
da aumentan, respectivamente, en 2, 5 y 8%, ;cudl es el
incremento porcentual aproximado en el volumen?

En el problema 35, si la longitud, ancho y altura origina-
les son, respectivamente, 3, 1 y 2 pies, ;cudl es el incre-
mento aproximado en el drea de la superficie de la caja?
(Cudl es la nueva drea aproximada de la superficie?

La funcién S = 0.1091w**»h%"> produce el drea de la
superficie del cuerpo de una persona en términos de su peso
wy altura A. Si el error en la medicién de w es a lo sumo 3%
y el error en la medicién de & es a lo sumo 5%, ;cudl es el
error porcentual maximo aproximado en la medicién de S?
La impedancia Z del circuito en serie que se presenta en
la FIGURA 1346 es Z = VR® + X2, donde R es la resisten-
cia, X = 1 000L — 1/(1 000C) es la reactancia neta, L es
la inductancia y C es la capacitancia. Si los valores de R,
Ly C dados en la figura se incrementan, respectivamen-
te, a 425 ohms, 0.45 henrys y 11.1 X 1073 farads, (eudl
es el cambio aproximado en la impedancia del circuito?
(Cudl es el valor aproximado de la nueva impedancia?

L=04h

00
£ w
° 7
8 ——
= =
I Il
&~ ©

(e)
N

FIGURA 13.4.6 Circuito en serie del problema 38

= Piense en ello

39.

40.

41.

42,

a) D¢ una definicion para la linealizacién de una funcién
de tres variables w = f(x, y, 2).
b) Emplee la linealizacion para encontrar una aproxima-

cién de V(9.1 + (11.757 + (19.98)%

En el problema 67 de los ejercicios 13.3 se vio que para

— Py #0.0)
bl x’ 9
2x2 + 2y? Y

0, (x,y) = (0,0)

SO, y) =

tanto dz/dx como dz/dy existen en (0, 0). Explique por

qué f no es diferenciable en (0, 0).

a) Dé una explicacién intuitiva del porqué f(x, y) =
Vx? + y2 no es diferenciable en (0, 0).

b) Después de esto pruebe que f no es diferenciable en
(0, 0).

La longitud de los lados de la caja rectangular roja que se

muestra en la FIGURA 1347 son x, y y z. Considere que el

volumen de la caja roja es V. Cuando se incrementan los

lados de la caja en las cantidades Ax, Ay y Az obtenemos

la caja rectangular que se ilustra en la figura que se traza

en azul. Dibuje o trace la figura 13.4.7 sobre un pedazo

de papel. Identifique por medio de colores diferentes las

cantidades Ax, Ay, Az, AV, dVy AV — dV.

FIGURA 1347 Caja del problema 42

= Proyectos

43.

Brazo robético Un brazo de robot bidimensional cuyo
hombro esta fijo en el origen sigue el rastro de su posicién
por medio de un dngulo del hombro 6 y un dngulo del co-
do ¢ como se ilustra en la FIGURA 13.4.8. El dngulo del hom-
bro se mide en el sentido contrario de las manecillas del
reloj desde el eje x y el dngulo del codo se mide en esa
misma direccién desde el brazo superior hasta el brazo
inferior, los cuales tienen una longitud respectiva L y /.
a) La ubicacién de la unién del codo estd dada por

(Xc, yc), donde

X. =Lcos0, y.= Lsen6.
Encuentre férmulas correspondientes para la ubica-
cion (X, ym) de la mano.

b) Muestre que las diferenciales totales de x,,, y y,,, pue-
den escribirse como

dxy, = —ynadb + (y. — ym) do
AV = Xpnd0 + (x, — X)) ddp.
¢) Suponga que L = [y que el brazo estd ubicado de
manera que alcanza el punto (L, L). Suponga también
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13.5 Regla de lacadena 711

que el error en la medicién de cada uno de los angu- b) Calcule la diferencial total de H.

los 6y ¢ es alo mas de £1°. Calcule el error maximo ¢) Suponga que D = 100 pies, g = 32 pies/s>, v = 100
aproximado en la coordenada x de la ubicacién de la pies/s y 8 = 45°. Calcule H.

mano para cada una de las dos posiciones posibles. d) Suponga, para los datos del inciso c¢), que el error en

la medicion de v es a lo sumo =1 pies/s y que el error
en la medicién de 6 es a lo sumo *1°. Calcule el
error maximo aproximado en H.

e) Al dejar que D varie, H también puede considerarse
como una funcién de tres variables. Encuentre la dife-
rencial total de H. Empleando los datos de los incisos
¢)y d) y suponiendo que el error en la medicién D es
a lo sumo *2 pies/s, calcule el error maximo aproxi-
mado en H.

(s Ye)

FIGURA 13.4.8 Brazo robdtico del problema 43

44. Movimiento de proyectiles Se dispara un proyectil a
un dngulo 6 con velocidad v a través de un abismo de
ancho D hacia el muro del acantilado vertical que es
esencialmente infinito tanto en la altura como en profun-
didad. Vea la FIGURA 13.4.9.

a) Si el proyectil s6lo estd sujeto a la fuerza de la grave-
dad, demuestre que la altura H a la cual golpea el
muro del acantilado como una funcién de las variables
vy 6 estd dada por

2
H=Dtan 6 — lngsec2 6.
2° 2

[Sugerencia: Vea la seccién 10.2.] FIGURA 13.4.9 Abismo del problema 44

135 Regla de la cadena

I Introduccion Laregla de la cadena para funciones de una sola variable indica que siy = f(x)
es una funcion diferenciable de x, y x = g(f) es una funcién diferenciable de ¢, entonces la deri-
vada de la funcién compuesta es

dy _dy dx,

di  dx dt
En esta seccién se extiende la regla de la cadena a funciones de varias variables.

I Regla de la cadena para derivadas ordinarias Si z = f(x,y) y x y y son funciones de una
sola variable 7, entonces el siguiente teorema indica cémo calcular la derivada ordinaria dz/dt.

Teorema 13.5.1 Regla de la cadena

Suponga que z = f(x, y) es diferenciable en (x, y) y x = g(¢) y que y = h(¢) son funciones dife-
renciables en ¢. Entonces z = f(g(#), h(f)) es una funcién diferenciable de ¢ y

dz _ozdx oz dy

dt — oxdtr 9y dt M
Regla de la cadena
Siz=x —y'yx=2Fy=5"— 6t calcule dz/dtent = 1.
Soluciéon De (1)
dz_dzdyx , oz dy
dt  dxdt dy dt
= Bxly)dr) + (* — 4310t — 6).
En este caso,ent = 1, x(1) =2y y(1) =—1, por lo que
&\ Gy ar e -a=o. m
dr |,
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712 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Aunque no hay necesidad de hacerlo de esa manera, también podemos encontrar la deriva-
da dz/dt en el ejemplo 1 al sustituir las funciones x = 2%,y = 5t* — 6renz = x’y — y* y des-
pués derivar la funcién resultante de una sola variable z = 8t%(5¢> — 61) — (5t> — 6t)* con res-
pecto a t.

A\ [JXe Pl Tasas relacionadas

En el ejemplo 3 de la seccién 13.3 observamos que la funcién S(w, h) = 0.1091w rela-
ciona el drea de la superficie (pies cuadrados) del cuerpo de una persona como una funcién del
peso w (en libras) y la altura & (en pulgadas). Encuentre la tasa a la cual S cambia cuando dw/dt
= 10 Ib/afio, dh/dt = 2.3 pulg/aiio, w = 100 1b y i = 60 pulgadas.

0.425 h0‘725

Solucién Con los simbolos w y & desempefiando los papeles de x y y se deduce de (1) que la
tasa de cambio de S con respecto al tiempo ¢ es

dS _ aS dw _ aS dh

dt " ow dr o dr
= (0.1091)(0.425)w_°‘575h0‘725%} + (0.1091)(0.725)w4 =027
Cuando dw/dt = 10, dh/dr=2.3, w= 100 y h = 60, el valor de la derivada es

ds
dt |(100, 60)

sdh.
dt

= (0.1091)(0.425)(100)"*>3(60)*7% - (10) + (0.1091)(0.725)(100)***60) 2> (2.3)

~ 1.057.

Como dS/dt > 0, la superficie de la persona estd creciendo a una tasa de aproximadamente
1.057 pies” por afio. |

I Regla de la cadena para derivadas parciales Para una funcién compuesta de dos variables
z = f(x,y), donde x = g(u, v) y y = h(u, v), se esperarian naturalmente dos féormulas analogas
a (1), ya que z = f(g(u, v), h(u, v)) y por ello pueden calcularse tanto dz/du como dz/dv. La
regla de la cadena para funciones de dos variables se resume en el siguiente teorema.

Teorema 13.5.2 Regla de la cadena

Si z = f(x, y) es diferenciable y x = g(u, v) y y = h(u, v) tienen primeras derivadas parciales
continuas, entonces

d d dz 0 d d dz 0
dz _ dzox 9z 0y 9z _ dzox | 029y

ou  ox du 87)1 du y v ax dv aiy v @)

DEMOSTRACION Probamos el segundo de los resultados en (2). Si Au = 0, entonces
Az = f(g(u,v + Av), h(u, v + Av)) — f(g(u, v), h(u, v))
Ahora bien, si
Ax = g(u, v + Av) — g(u, v) y Ay = h(u, v + Av) — h(u, v),
entonces
gu,v + Av) = x + Ax y h(u,v + Av) =y + Ay.
Por consiguiente, Az puede escribirse como
Az = f(x + Ax,y + Ay) — f(x, y).

Puesto que f es diferenciable, se deduce de la férmula de incremento (4) de la seccién 13.4 que
Az puede escribirse como

J d
Az = a—iAx + 6—§Ay + g,Ax + &,Ay,
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donde, recuerde, ¢, y &, son funciones de Ax y Ay con la propiedad de que @ Ah’)m(0 0E = 0
Au, Av)—(0,
y lim &, = 0. Puesto que &; y &, no son funciones definidas de manera tnica, podemos

(Au, Av)—(0, 0) . A
encontrar siempre un par de funciones para las cuales ,(0, 0) = 0, £,(0, 0) = 0. Por consiguien-
te, €, y &, son continuas en (0, 0). Por tanto,

Az oz Ax 9z Ay Ax Ay
Av  dx Av  dy Av Ay T T A

Ahora, tomando el limite de la dltima linea cuando Av — 0 obtenemos

a a a a
9z _dzox 9z ox o OV _ozax 9z 9y
Ju Jdxdv  Jdy dv Jdv Jv dxdv  Jdy dv

puesto que Ax y Ay se aproximan a cero cuando Av — 0. ]

N]S\Y[JXe B Regla de la cadena

Siz=x—y'yx =" y=sen(u” — v’), determine dz/du y dz/dv.

Solucion Como

0z 9Z .

P 2x, 78y 3y%,

a_x — 2u—3v Q _ 2 _ .2
» 2e s Fie 2u cos(u vo),
% — _1,2u=3v al = — 2 _ .2
P 3e s P 2v cos(u vY),

vemos de (2) que dz/du y dz/dv son, a su vez,

d
761i = 2x(2e* %) — 3y*[2u cos(u® — v?)] = 4xe™ ¥ — 6uy* cos(u* — v7)
)
765 = 2x(—3e* %) — 3y [—2v cos(u? — vH)] = —6xe™ 3 + 6vy? cos(u? — v). |

Desde luego, como en el ejemplo 1, podriamos sustituir las expresiones para x y y en la fun-
cién original y encontrar después las derivadas parciales dz/0u y dz/dv de manera directa. Sin
embargo, no hay una ventaja particular que se obtenga al hacerlo asi.

I Generalizaciones Los resultados dados en (1) y (2) se generalizan de inmediato a cualquier
nimero de variables. Si z = f(x, x,, . . ., x,) es diferenciable en (xy, x5, . . ., X,) y si x;
i=1,...,n, son funciones diferenciables de una sola variable ¢, entonces (1) del teorema
13.5.1 se convierte en

@ — ﬂ@ ﬂ& 0z dx" (3)
dt  ox; dt 0x, dt ox, dt
De manera similar, si z = f(x, x, . . . , X,,) ¥ cada una de las variables x;, x,, X3, . . . , x, son fun-
ciones de k variables u, u,, us, . . . , iy, entonces bajo las mismas suposiciones que en el teore-
ma 13.5.2, tenemos
% — ﬂ% ﬁ axz 0z ax” (4)
aui a)ﬂ au,- 8)62 aui axn Bu,-

dondei=1,2,...,k

I Diagramas de arbol Los resultados en (1) y (2) pueden memorizarse en términos de diagra-
mas de arbol. Los puntos en la FIGURA 135.1a) indican que z depende de x y y; x y y dependen, a
su vez, de u y v. Para calcular dz/du por ejemplo, leemos el diagrama verticalmente hacia abajo
empezando desde z y siguiendo las dos trayectorias azules que llevan a x y y. Después seguimos
las trayectorias azules que conducen a u, multiplicamos las derivadas parciales en cada trayec-
toria y luego sumamos los productos. Para calcular dz/dv empezamos en las dos trayectorias
azules pero después ramificamos en x y y hacia las trayectorias rojas para obtener v, multiplicar
las derivadas parciales en cada segmento y después sumar los productos. El resultado en (1) se
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714 CAPITULO 13 Derivadas parciales

representa mediante el diagrama de arbol de la figura 13.5.1b). S6lo hay una rama que parte de
xy de y puesto que estas variables dependen s6lo de la variable individual 7.

FIGURA 13.5.1 Diagramas de arbol: a) para (2) y b) para (1)

Empleamos los diagramas de 4rbol en los siguientes tres ejemplos para ilustrar casos espe-
ciales de (3) y (4).

]\ [{Xe}¥"Y Regla de la cadena

Sir=x*>+yZyx=uve”,y=u

2 — v%, 7= sen(uvs?), encuentre a) dr/du 'y b) dr/ds.

Solucién En este caso r es una funcion de tres variables x, y y z, y cada una es en s{ misma
. una funcién de tres variables u, v y s. Para construir un diagrama de arbol dibujamos tres tra-
yectorias azules desde r hasta tres puntos denominados x, y y z. Luego, ya que x, y y z depen-
den de tres variables, dibujamos tres trayectorias (azul, roja y verde) que parten de los puntos x,
vy z hasta los puntos u, v y s. En cada uno de estos doce segmentos indicamos la derivada par-
cial apropiada. Vea la FIGURA 13.5.2. Para calcular dr/du seguimos las tres trayectorias poligona-
les azules que empiezan en r siempre hacia u en los tres diagramas. Formamos los productos de
las derivadas parciales indicadas sobre cada segmento de las tres trayectorias poligonales azules
hacia # y sumamos:

or _orox  ordy | oroz
5 du ox du dy du dz du
2x(ve™) + 5y4z3(2u) + 3y5z2(vs2 cos(uvs?)).

(4
Jv
u v s u v s ou v

FIGURA 13.5.2 Diagrama de
arbol del ejemplo 4

Ahora para calcular dr/ds empezamos desde r sobre las tres trayectorias poligonales azules
en la figura 13.5.2 y luego ramificamos hacia las trayectorias verdes en x, y y z para llegar a s.
Al sumar los productos de la derivada parcial en cada segmento de las tres trayectorias poligo-
nales que llevan a s obtenemos
9 9
ar _orax , ordy | oroz

ds  OJx Os 5 ds | 9z 0s
2xQuve™) + 5y*2(—v?) + 3y°2Quvs cos (uvs?)). [ |

w NS Ne RN Regla de la cadena

Suponga que w = f(x, y, z) es una funcion diferenciable de x, y y z y x = g(u, v), y = h(u, v) y
z = k(u, v) son funciones diferenciables de u y v. Construya un diagrama de arbol para calcular
aw/ou 'y ow/ov.

Solucién Puesto que f es una funcion de tres variables x, y y z, y éstas son funciones de dos
variables u y v, el diagrama de arbol es como se ilustra en la FIGURA 13.5.3. Las derivadas parcia-
les son entonces

ow _ 9w ax  ow Iy | ow dz

ou ox du dy du 0z du
FIGURA 1353 Diagrama de aw — ow 9x aﬂal al% ]
arbol del ejemplo 5 v Jx Jdv dy Jdv dz Jdv
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Siz=uwvw'yu=1r,v=>5—8w=7r + 1 determine dz/dt.

Solucién En este caso el diagrama de arbol de la FIGURA 13.5.4 indica que

di_dzdu | dzdv  9zdw
dt  oudt odvdt ow dt
= 2uvw(2r) + 3utvwi(S) + 4uPv w3 + 1). [ |

I Diferenciacion implicita Si la ecuacién F(x, y) = 0 define a una funcién y = f(x) de mane-
ra implicita, entonces F(x, f(x)) = O para toda x en el dominio de f. Recuerde de la seccién 3.6
que encontramos la derivada dy/dx mediante un proceso llamado diferenciacion implicita. La
derivada dy/dx también puede determinarse de la regla de la cadena. Si suponemos que
w = F(x,y)y y = f(x) son funciones diferenciables, entonces de (1) tenemos

dw

dw _ dx @
dx - Fx(x’ y)dx + Fy(x, y)dx (5)

Puesto que w = F(x,y) = 0y dx/dx = 1, (5) implica

dy _ F&xy)
dx Fy(x,y)

dy
F(x,y) + Fy(x, y)a =0

siempre que F\(x, y) # 0.

Ademds, si F(x,y,z) = 0 define implicitamente una funcién z = f(x, y), entonces
F(x,y,f(x,y)) = 0 para toda (x, y) en el dominio de f. Si w = F(x, y, z) es una funcién diferen-
ciable y z = f(x, y) es diferenciable en x y y, entonces (3) produce

aw

_ ox 9% 9z
ox - Fx(x’ Yy, Z)ax + F),(X, Y, Z)(:)X + Fz(x, Y, Z)(:)X (6)

Puesto que w = F(x, y,z) = 0, dx/dx =1y dy/dx = 0, (6) produce

0 Fy.2)

0z _
Fix,y,2) + Fi(x, y, Z)ax =0 ax F(x,y, Z),

siempre que F.(x,y,z) # 0. La derivada parcial dz/dy puede obtenerse de manera similar.
Resumimos estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 13.5.3 Diferenciacién implicita

i) Siw = F(x,y) es diferenciable y y = f(x) es una funcién diferenciable de x definida impli-
citamente por F(x, y) = 0, entonces

dy _  Exy)
dx Fy(x,y)

(N

donde F(x,y) # 0.
ii) Siw = F(x,y, z) es diferenciable y z = f(x, y) es una funcién diferenciable de x y y defi-
nida implicitamente por F(x, y, z) = 0, entonces
0z FExy.2) 9z _ _Fy(xa ¥, 2)
ox Fyo 7 dy Fx, y,2)

donde F.(x,y,z) # 0.

®)

=]\ [JXe By A Diferenciacion implicita

a) Encuentre dy/dx si x> — 4xy — 3y* = 10.
b) Encuentre dz/dy si x*y — S5xy* = 2yz — 47°.
www.FreelLibros.org
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716 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Soluciéon

a)

b)

Sea F(x, y) = x* — 4xy — 3y* — 10. Entonces definimos y como una funcién de x por
medio de F(x, y) = 0. En este caso, F, = 2x — 4y y F\, = —4x — 6y, y consecuente-
mente por (7) del teorema 13.5.3 tenemos

@_ F(x,y) 2x—4y  x—2y

dx F(x,y) T —4x— 6y 2x+ 3y
Se le pide al lector verificar este resultado mediante el procedimiento de la seccién 3.6.
Sea F(x, y, 7) = x*y — 5xy* — 2yz + 4Zz°. Entonces definimos z como una funcién de x
y y mediante F(x,y,z) = 0. Puesto que F, = x*— 10xy — 2z y F. = =2y + 12,
concluimos de (8) en el teorema 13.5.3 que

oz F(x,y.2) _x2 —10xy — 2z x> — 10xy — 2z

8y_

F(x,y,2)

=2y + 127 2y — 1277

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-41.

= Fundamentos
En los problemas 1-6, encuentre la derivada indicada.
L.z=Ih@E*+y); x=~y=1% %

2. z=xy —xy*, x=¢€"y=sec5s

dt
3. z=cosGrrdy; x=2+ T y= - &
. z=cos(3x v); X 2,y 4 drl,_
. 4 dz
. — 0. — + hiid
4. z = €Y 1Y 3t + 5; dr |y
- _r . R . CLp
5. p i ! u,s e \/1; i
6 r=r _ —ans 9
.r—z3, X = Cos s,y = sens,z = tan s; s

En los problemas 7-16, determine las derivadas parciales indi-
cadas.

2 dz 0z
7. — 0% — .3 — 2. 22 5
Z e 5 X u,y u v ou ov
dz 0z
=2 . = Py =8+ o 2R
8. z=x"cosdy; x=uv,y=u v
Jdz 0z
X = 4y — 2. — 4 _ 3 = Qu — 2. s
9, 7 x — 5y x=u v,y = Qu — v)5 o ov
_XTy  _u v 9z 0z
10'Z_x+y’ YTV T W o
_ _ ow Iw
Cw o= 2+ ) _ -t _ -t .
11. w = (u v)’% u=e'"senf,v=¢e"'cosb, ot 90
1 > 5 0w Ow
12. w=tan "Vuv; u=r—sLv=rs;, — —
ar’ ds
2 _2 22 R R
13. R=rs*", r=ue',s =ve ", t=e"",; IR ’67
du’ dv
90 90
_ . ) -1 =X -1 %
14. Q=1In(pgr); p=1tsen x,q tz,r tan o o

15. w= Vx> + yz; x = In(rs + tu),
! osh s W W Ow
YT u >9t’ Ir’ du

16. s=p*+q¢*— P + 4, p=¢e¥,q = cos(¢p + 0),
ds ds
= b6 t = 4+ 8p: =X
r=d¢06°,t=2¢ + 80; oy’ 96
En los problemas 17-20, encuentre dy/dx mediante dos métodos:
a) diferenciacién implicita y
b) el teorema 13.5.3i).
17. ¥ — 23 +y =1
19. y=sen xy

18. x + 2y* = ¢’
20. (x + y)?? = xy

En los problemas 21-24, emplee el teorema 13.5.3ii) para
encontrar 9z/9x y dz/dy.

21 > +yP -2 =1
23.

22. 2B+ y2/3 1+ 23 = gh

2+ x* -y =57 24, 7 = In(xyz)

25. Si Fy Gtienen segundas derivadas parciales, muestre que
u(x, 1) = F(x + at) + G(x — ar) satisface la ecuacion
de onda

P _
axt  ar

26. Seam =x + aty & = x — at. Muestre que la ecuacién

de onda del problema 25 se convierte en
2
Fu _ 0,
ano&

donde u = f(n, &).

27. Siu = f(x,y) y x =rcos 0, y=r sen 6, muestre que la
ecuacién de Laplace 9°u/dx* + 9°u/dy* = 0 se vuelve
2 2
al + lal iaiu = 0
arr T ar 7 oe’

28. Si z = f(u) es una funcién diferenciable de una variable
y u = g(x,y) posee primeras derivadas parciales, enton-

ces, ;cudles son dz/dx y 9z/9y?

29. Emplee el resultado del problema 28 con el fin de mos-
trar que para cualquier funcién diferenciable f, z =
JF(y/x) satisface la ecuacién diferencial parcial xdz/dx +

ydz/dy = 0.
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30.

31.

Siu=f(r)yr = "Vx*+ y* muestre que la ecuacién de
Laplace 9%u/ox* + 0*u/dy* = 0 se transforma en

d*u | 1du

=+ =0

dr*  rdr 0

La funcién error definida por erf(x) = (2/ V7 ) [e Vdv
es importante en matemadticas aplicadas. Muestre que
ulx,t)= A+ B erf(x/ \/W), Ay B constantes, satisfa-
cen la ecuacién de difusién unidimensional

Pu_ o
axz Jat
= Aplicaciones
32. El voltaje en los extremos de un conductor aumenta a una

33.

34.

35.

36.

37.

tasa de 2 volts/min y la resistencia disminuye a razén de
1 ohm/min. Emplee I = E/R y la regla de la cadena para
calcular la tasa a la cual la corriente que circula por el con-
ductor estd cambiando cuando R = 50 ohms y E = 60 volts.
La longitud del lado marcado x del tridngulo de la FIGURA
1355 aumenta a una tasa de 0.3 cm/s, el lado marcado y
crece a una tasa de 0.5 cm/s y el angulo incluido 6 aumen-
ta a una tasa de 0.1 rad/s. Emplee la regla de la cadena para
determinar la tasa a la cual el drea del tridngulo estd cam-
biando en el instante x = 10 cm,y=8 cmy 6 = 7/6.

)
‘7
FIGURA 13.5.5 Tridngulo del problema 33

La ecuacion de estado de Van der Waals para un gas
real CO, es

p— 0.087 3.6

V—=0.0427 y?

Si dT/dt y dV/dt son las tasas a las cuales cambian, res-
pectivamente, la temperatura y el volumen, utilice la re-
gla de la cadena para determinar dP/dt.
Un bebé crece a una tasa de 2 pulg/afio y gana peso a una
tasa de 4.2 Ib/aiio. Utilice S = 0.1091w***1%"> y la regla
de la cadena para determinar la tasa a la cual el drea su-
perficial del bebé estd cambiando cuando éste pesa 25 1b
y mide 29 pulg de altura.
Una particula se mueve en el espacio tridimensional de
manera que sus coordenadas en cualquier tiempo son x =
4 cost,y=4sent, z=5tt=0. Emplee la regla de la
cadena para encontrar la tasa a la cual su distancia

W= VET R E

a partir del origen estd cambiando en 7 = 577/2 segundos.
La ecuacién de estado correspondiente a un sistema ter-
modindmico es F(P,V,T) =0, donde P, Vy T son la
presion, el volumen y la temperatura, respectivamente. Si
la ecuacidn define a V como una funcién de Py 7, y tam-
bién define a 7' como una funcién de V'y P, muestre que

oF
v _ _or _ 1
oT ~ oF T

aV aVv

13.5 Regla de lacadena 717

38. Dos barcos de la guardia costera (denotados por A y B en

la FIGURA 13.5.6), separados por una distancia de 500 yar-
das, descubren a un barco sospechoso C con orientacio-
nes relativas 6 y ¢ como se ilustra en la figura.

a) Utilice la ley de los senos para expresar la distancia r
de Ay Cen términos de 6 y ¢.

b) (Cuan lejos estd C de A cuando 0 = 62°y ¢p = 75°?

¢) Suponga que en el momento especificado en el inciso
b), el dngulo 6 estd creciendo a una tasa de 5° por
minuto, mientras que ¢ estd disminuyendo a una tasa
de 10° por minuto. ;La distancia de C a A crece o
decrece? (A qué tasa?

A 500 yd B

FIGURA 13.5.6 Barcos del problema 38

39. Un resonador de Helmholtz es cualquier recipiente con

un cuello y una abertura (tal como una jarra o una bote-
Illa de cerveza). Cuando se sopla el aire a través de la
abertura, el resonador produce un sonido caracteristico
cuya frecuencia, en ciclos por segundo, es

_c |A
f_zw A%

donde A es el drea de la seccion transversal de la abertu-
ra, [ es la longitud del cuello, V es el volumen del reci-
piente (sin contar el cuello) y ¢ es la velocidad del soni-
do (aproximadamente 330 m/s). Vea la FIGURA 135.7.

a) (Qué frecuencia sonora producird una botella si tiene
una abertura circular de 2 cm de diametro, un cuello
de 6 cm de largo y un volumen de 100 cm’? [Sugeren-
cia: Asegurese de convertir ¢ a cm/s.]

b) Suponga que el volumen de la botella en el inciso a)
estd disminuyendo a una tasa de 10 cm’/s, mientras
que su cuello se adelgaza a una tasa de 1 cm/s. En el
instante especificado en el inciso a) (esto es, V = 100,
I = 6) ;la frecuencia estd creciendo o decreciendo?

A

I
/
\

FIGURA 13.5.7 Recipiente del problema 39
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718 CAPITULO 13 Derivadas parciales

= Piense en ello

40.

41.

42,

a) Suponga que w = F(x,y,2) yy = gx), z = h(x). Di-
buje un diagrama de arbol apropiado y encuentre una
expresion para dw/dx.

b) Suponga que w = xy* —2yz + xy y=Inx, z = ¢~
Emplee la regla de la cadena para determinar dw/dx.

Suponga que z = F(u, v, w), donde u = F(t,, t,, t3, t3),
v =g(t, b, 13, t4) Yy w = h(ty, 1, t3, t;). Dibuje un diagra-
ma de arbol apropiado y encuentre expresiones para las
derivadas parciales dz/dt, y 9z/dt,.

Suponga que w = F(x,y, z, u) es diferenciable y u =
f(x, y, z) es una funcién diferenciable de x, y y z definida
implicitamente por f(x, y, z, #) = 0. Encuentre expresio-
nes para du/dx, du/dy y ou/oz.

43.

44.

Utilice los resultados del problema 42 para encontrar

du/dx, du/dy y du/dz si u es una funcién diferenciable de

x, y y z definida implicitamente por —xyz + x*yu + 2xy’u

—u*=38.

a) Se dice que una funcién f es homogénea de grado r
si f(Ax, Ay) = A'f(x, y). Si f tiene primeras derivadas
parciales, muestre que

aof o
xax-l—yay—nf.

b) Verifique que f(x, y) = 4x** — 3xy* + x° es una fun-
cion homogénea de grado 5.

¢) Verifique que la funcion en el inciso b) satisface la
ecuacion diferencial del inciso a).

d) Reexamine el problema 29. Conjeture acerca de si
z = f(y/x) es homogénea.

13.6 Derivada direccional

1 Introduccion

En la seccién 13.3 vimos que las derivadas parciales dz/dx y dz/dy son las tasas

de cambio de la funcién z = f(x, y) en las direcciones que son paralelas al eje x o al eje y, res-
pectivamente. En la presente seccion generalizaremos la nocién de derivadas parciales mostran-
do cémo encontrar la tasa de cambio de fen una direccién arbitraria. Para hacerlo es convenien-
te introducir una nueva funcién vectorial cuyas componentes son derivadas parciales.

1 El gradiente de una funcion Cuando el operador diferencial

0

=i— +
\Y -

d d

. . ad
=i—+j— +k—
© v ox Jay k&z

se aplica a una funcién z = f(x, y) o w = f(x, y, z), obtenemos una funcién vectorial muy Ttil.

Definicion 13.6.1 Gradientes

i) Suponga que fes una funcién de dos variables x y y cuyas derivadas parciales f, y f, exis-
ten. Entonces el gradiente de f se define como

if) Suponga que f es una funcién de tres variables x, y y z cuyas derivadas parciales f,, f,
y f. existen. Entonces el gradiente de f se define como

Vi, y,2) = ?i + =

Vfny) = 5+ 5

of .,

ey

o, o, o
o Tk 2)

El simbolo V es una delta griega mayuscula invertida, que se denomina del o nabla. El sim-

bolo Vfsuele leerse “grad /.

A 5\"[JHe MM Gradiente de una funcion de dos variables

Calcule Vf(x, y) para f(x, y) = 5y — xy*.

Solucién De (1),

P .9 )
Vi, y) = 55y = i + @(Sy — xj

= =3 + (5 — 2.
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(N 5\" [ A Gradiente de una funcion de tres variables
Sif(x,y,2) = xy* + 3x* — 2, determine Vf(x, y,z) en (2, —1, 4).

Solucion De (2),

Vi, y, 2) = (y> + 6x)i + 2xyj — 3z%k

y por ello V@2, —1,4) = 13i — 4j — 48k. [ |

El gradiente de una funcidn f tiene muchas aplicaciones. Veremos después que Vf desem-
pefia un importante papel en la generalizacion del concepto de derivada parcial.

I Una generalizacion de la diferenciacion parcial Recuerde que las derivadas parciales dz/dx
y dz/dy producen la pendiente de una recta tangente a la traza, o curva de interseccién, de una
superficie dada por z = f(x, y) y planos verticales que son, respectivamente, paralelos a los ejes
de coordenadas x y y. De manera equivalente, dz/dx es la tasa de cambio de la funcién f en la
direccién dada por el vector i, y dz/dy es la tasa de cambio de z = f(x, y) en la direccién j. No
hay razén para restringir nuestra atencion sélo a dos direcciones; podemos encontrar la tasa de
cambio de una funcién diferencial en cualquier direccion. Vea la FIGURA 13.6.1. Suponga que Axy
Ay denotan incrementos en x y y, respectivamente, y que u = cos i + sen 6j es un vector unita-
rio en el plano xy que forma un dngulo 0 con el eje positivo x y que es paralelo al vector v de
(x,y,0)a(x + Ax,y + Ay, 0). Sih = V(Ax)*> + (Ay)* > 0, entonces v = hu. Ademds, con-
sidere que el plano perpendicular al plano xy que contiene estos puntos corta la superficie
z = f(x, y) en una curva C. Preguntamos:

e ;Cudl es la pendiente de la recta tangente a C en el punto P con coordenadas (x, y, f(x, y))
en la direccion dada por v?

Vea la FIGURA 13.6.2.

tangente
secante

z=f(xy)

superficie
z=f(xy)
©

}f(er Ax,y+ Ay) — f(x, y)
[0}

?{

1
1
d i
T 1
1 1
' I ot
: . |
1 1 1 1
l ' 1 0
: ! ] i
y ' i !
1 1
/ ! La tasa de cambio E |
X de fen la direccién 0 1
jesaz/dy 1 i
! ]
La tasa de cambio u T;""T(}:)z_o;""*: _________ Y
de f'en la direccién ¢Cuil es la tasa 0 S v =hu|
. n — 1
ies dz/0x de cambio de fen x A)f, 9 I

la direccién dada
por el vector u?
El vector u determina la direccién

FIGURA 13.6.1 FIGURA 13.6.2 (Cuadl es la pendiente de la recta tangente

a la curva C en P?

De la figura 13.6.2, vemos que Ax = h cos 0 'y Ay = h sen 6, por lo que la pendiente de la
recta secante indicada que pasa por los puntos Py R sobre C es

fx + Ax,y + Ay) — f(x,y)  f(x + hcos@,y + hsen6) — flx,y)
h N h ' )

Esperamos que la pendiente de la tangente en P sea el limite de (3) cuando 7 — 0. Esta pen-
diente es la tasa de cambio de fen P en la direccion especificada por el vector unitario u. Esto
nos lleva a la siguiente definicién.
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720 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Definicion 13.6.2 Derivada direccional

La derivada direccional de una funcién z = f(x, y) en (x, y) en la direccién del vector unita-
rio u = cos 6i + sen 6j estd dada por

o fx+ hcos,y + hsen6) — f(x,y)
D, f(x,y) = lim : : (4)

siempre que el limite exista.

Observe que (4) es realmente una generalizacién de (1) y (2) de la seccién 13.3, puesto que:

fo ot hoy) ~ f@y) e

0 = 0 implica que D; f(x, y) = %1_{%

h ax

y
_z . s f(xa)""h)_f(an)_%
0= 21rnphcaqueDJ-f(x,y)—%1_{% h =%

I Calculo de una derivada direccional Si bien (4) podria utilizarse para encontrar D, f(x, y)
relativa a una funcién dada, como es usual buscaremos un procedimiento mas eficiente. El
siguiente teorema muestra cémo el concepto de gradiente de una funcién desempeifia un papel
fundamental en el calculo de una derivada direccional.

Teorema 13.6.1 Cilculo de una derivada direccional

Si z = f(x, y) es una funcién diferenciable de x y y, y u = cos 60i + sen 6j es un vector unitario,
entonces

Dyf(x,y) = Vf(x, y) - u. (&)

DEMOSTRACION Sean x, vy 0 fijas de manera que
g(t) =f(x + tcos 6,y + t senf)
es una funcion de una sola variable 7. Deseamos comparar el valor de g'(0), el cual se encuentra
mediante dos métodos diferentes. Primero, por la definicién de una derivada,
0+ h) — g x+ hcosO,y + hsenf) — f(x,
2(0) = }lingg( ; g0 _ S y . ) — S y) ©

h—0

Segundo, por la regla de la cadena (1) de la seccién 13.5,

g = filx+tcos 6,y +1tsen 0)%@ +tcos O)+fr(x+tcosH,y+tsen 0)%()/ + ¢ sen 6)

= fi(x + tcos 6,y + tsenf)cosh + fo,(x + t cos 0,y + t sen f)sen 6. (7)

Aqui los subindices 1 y 2 se refieren a las derivadas parciales de f(x + ¢ cos 0, y + ¢ sen ) res-
pecto ax+1tcos @y y+tsenf. Cuando =0, advertimos que x + ¢ cos 8 y y + ¢ sen 6 son sim-
plemente x y y, y en consecuencia (7) se convierte en

g'(0) = fi(x, y)cos 6 + fi(x, y)sen 6. 3)
Al comparar (4), (6) y (8) se produce entonces

Dy f(x,y) = fi(x,y)cos 0 + f,(x, y)sen 0

= [AG, I+ fix, ¥)j] - (cos Oi + sen 8))

= Vflx,y) - u. [ |
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(A]3\" e MW Derivada direccional

Determine la derivada direccional de f(x, y) = 2x%*y* + 6xy en (1, 1) en la direccién del vector
unitario cuyo dngulo con el eje x positivo sea /6.

Solucién Puesto que 9f/ox = 4xy’ + 6y y 9f/dy = 6x*y* + 6x tenemos de (1) de la definicién
13.6.1,

Vi, y) = @Gxy® + 6p)i + (622 + 6x)j  y VAL 1) = 10i + 12j.

Ahora bien, en 6 = /6, u + cos i + sen 6j se convierte en

V3,1,
u= 3 i+ 23.
Por tanto, por (5) del teorema 13.6.1,
D, f(1,1) = Vf(1,1)-u = (10i + 12j)-<%\/§i + %) =5V3 + 6. [ ]

Es importante que usted recuerde que el vector u en el teorema 13.6.1 es un vector unitario.
Si un vector v no unitario especifica una direccion, entonces para utilizar (5) debemos normali-
zar v y utilizar u = v/|v|.

(A]3\" e M8 Derivada direccional

Considere el plano que es perpendicular al plano xy y que pasa por los puntos P(2, 1) y Q(3, 2).
(Cudl es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion de este plano con la super-
ficie f(x, y) = 4x*> + y*en (2, 1, 17) en la direccién de Q?

—>
Solucion  Queremos determinar D, f(2, 1) en la direccién dada por el vector PQ = i + j. Sin
—
embargo, puesto que PQ no es un vector unitario, formamos

1 — 1 1
u = jP = —i+ —j.
|PO| Q V2TV
En este caso,
Vi(x, y) = 8xi + 2yj y V£, 1) = 16i + 2j.

Por tanto, de (5) la pendiente que se desea es

D, f(2,1) = (16i + 2j)~(ii + =9V2. [

1)
V2 A
I Funciones de tres variables Para una funciéon w = f(x, y, z) la derivada direccional esta defi-

nida por

_ fx+ hcosa,y + hcosB,z+ hcosy) — flx,y,2)
Dyf(x,y,2) = lim h :

donde «, By v son los dngulos direccionales del vector u medidos con relacién a los ejes x, y y
z, respectivamente.* No obstante, de la misma manera que antes, podemos demostrar que

Dyf(x,y,2) = Vf(x,y,2) - u. (€))

Note que, puesto que u es un vector unitario, de (11) de la seccién 11.3 se deduce que

D, f(x, y) = comp, Vf(x, y) y D, f(x, y, z) = comp,Vf(x, y, 2).

Ademds, (9) revela que

ow
Dkf(-x7y’ Z) = 872

* Advierta que el numerador de (4) puede escribirse como f(x + h cos a, y + h cos 8) — f(x, y), donde B = (7/2) — a.
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722 CAPITULO 13 Derivadas parciales

\ camino

S

b)
FIGURA 13.6.3 Modelo de la
colina inclinada del ejemplo 7

A3\ oMM Derivada direccional

Encuentre la derivada direccional de f(x, y, z) = xy* — 4x?y + z% en (1, —1, 2) en la direccién
dev =6i + 2j + 3k.

Solucién Tenemos f/dx = y* — 8xy, of/dy = 2xy — 4x* y af/dz = 2z, por lo que
Vit .2 = (v = 8xni + (2xy — 4x?)j + 22k
Vi1, —1,2) = 9 — 6j + 4k.

Puesto que  |v| = |6i + 2j + 3k| =7 entonces u= |71|v = gi + %j + %k

es un vector unitario en la direccién indicada. De (9) obtenemos

Duf(l,—1,2)=(9i—6j+4k)'<gi+%j+%k>=57—4- m

I Valor maximo de la derivada direccional Considere que f representa una funcién de dos o
tres variables. Puesto que (5) y (9) expresan la derivada direccional como un producto punto,
vemos del teorema 11.3.2 que

D.f = Vf-u = |Vfl||u|cos ¢ = |Vf|cos ¢, (lu| =1), (10

donde ¢ es el dngulo entre Vfy u que satisface 0 = ¢ = 7. Debido a que =1 = cos ¢ = 1 se
deduce de (10) que

—|Vfl = Duf = |Vfl.
En otras palabras:

* El valor méximo de la derivada direccional es | Vf| y ocurre cuando u tiene
la misma direccién que Vf (cuando cos ¢ = 1),

an

* El valor minimo de la derivada direccional es —| Vf| y ocurre cuando u y Vf tienen

direcciones opuestas (cuando cos ¢ =—1). 12)

A\ [N Valor maximo de la derivada direccional

En el ejemplo 5 el valor maximo de la derivada direccional de f en (1, —1,2) es
[Vf(1, —1,2)| = V133. El valor minimo de D, f(1, —1, 2) es entonces —V'133. |

I Puntos gradientes en la direccion del incremento mas rapido de f Puesto de otra forma, (11)
y (12) establecen que:

e El vector gradiente Vf apunta en la direccion en la cual f crece con mayor rapidez, en
tanto que —Vf apunta en la direccién en la cual f decrece con mayor rapidez.

A\ |JeMWA Un modelo matematico

Cada afio en Los Angeles hay una carrera de bicicletas hasta la cima de una colina por un cami-
no conocido como el mds inclinado de la ciudad. Para entender por qué un ciclista, con un mini-
mo de cordura, ascenderd en zigzag por el camino, vamos a suponer que la grafica f(x, y) =
4 — %\/ x>+ yz, 0 = z = 4, que se muestra en la FIGURA 13.6.3a), es un modelo matematico de la
colina. El gradiente de fes

Vi = 3| it s Tt
’ 3 \/xz-i—y2 \/x2+y2 3\/szy2 '
donde r = —xi — yj es un vector que apunta hacia el centro de la base circular.

Entonces, la subida mds inclinada por la colina es un camino recto cuya proyeccion en el
plano xy es un radio de la base circular. Puesto que D, f = comp, Vf, un ciclista realizara zigzag,
o0 buscard una direccién u distinta a Vf, para reducir esta componente. Vea la figura 13.6.35). H
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A\ M: ¥ Un modelo matematico

13.6 Derivada direccional 723

La temperatura en un caja rectangular se aproxima mediante el modelo matematico
Tx,y,2) =xyz(1 —x)2 —y»3—2,0=x=1,0=y=2,0=z=3. Si un mosquito se
ubica en (%, 1, 1), ;en qué direccion deberia volar para enfriarse tan rdpido como sea posible?

Solucién El gradiente de T es

VT(x, y,2)=yz2—y)3 —2)(1 —2x)i +xz(1 —x)(3 —2)(2 — 2y)j + xy(1 —x)(2 — y)(3 — 22)k.

1 ) _1
Por tanto, VT(Z’ 1,1)= 4k.

Para enfriarse con la mayor rapidez, el mosquito debe volar en la direccién de 1k; esto es, debe
volar hacia el piso de la caja, donde la temperatura es 7(x, y, 0) = 0. |

AIHALEMENY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, calcule el gradiente para la funcién dada.

L fay) =x* =2y +y' 2 foy) =y — e
2

3. F(x,y,2) = % 4. G(x,y,7)=xycosyz
z

En los problemas 5-8, determine el gradiente de la funcién
dada en el punto indicado.

5. fey) =x"— 4% (2,4)

6. f(x.y) = Vxy =y (3,2

(-2, 7/3,1)
(—4,3,5)

7. f(x,y,2) = x> sen 4y;
8. f(x,y,2) = 111()62 + y2 + Z2);
En los problemas 9 y 10, emplee la definicién 13.6.2 para

encontrar D, f(x, y) dado que u forma el dngulo indicado con
el eje positivo.

9. flx,y) = x* + y%
10. f(x,y) = 3x — yz;

0 = 30°
0 = 45°

En los problemas 11-20, encuentre la derivada direccional de
la funcién dada en el punto indicado en la direccion sefialada.

11. f(x,y) = 5¢°y% (=1,1),0 = 7/6
12. f(x,y) = 4x + xy* — 5y; (3,—1),0 = w/4

13. f(x, y) = tan*'ﬁ; @2, =2),i — 3

1. ) = 0y 216 g

15. f(x,y) = (xy + D% (3, 2), en la direccién de (5, 3)

16. f(x,y)=x"tan y; (% 77/3), en la direccion del eje x ne-

gativo.
17. F(x,y,2) = x5’z + D% (1, —1,1),(0, 3, 3)
2 _ 2
XYy, . .
18. F(x,y,2) = ER 2,4,-1),i—2j+Kk

19. f(x,v,2) = Vx* + 2y’%z; (2,2, 1), en la direccién
del eje z negativo.

20. f(x,vy,2) = 2x — y* + 2%
del origen.

(4, —4,2), en la direccion

En los problemas 21 y 22, considere el plano que pasa por los
puntos Py Q 'y que es perpendicular al plano xy. Encuentre la
pendiente de la tangente en el punto indicado a la curva de
interseccion de este plano y la grafica de la funcién dada en la
direccion de Q.

21 f(x,y) = (x — y)
22, f(x,y) = x* — Sxy + y%

P(4,2), 000, 1); (4,2,4)
P(1, 1), O(—1, 6);
En los problemas 23-26, encuentre un vector que produzca la

direccién en la cual la funcién dada aumenta mas rapidamen-
te en el punto indicado. Encuentre la tasa maxima.

23. f(x,y) = > sen y; (0, 7/4) 24. f(x,y) = xye* 5 (5,5)
25. f(x,y,2) = x> + 4xz + 297 (1,2, —1)
26. f(x,y,2) = xyz; (3,1, -5)

(1,1, =3)

En los problemas 27-30, encuentre un vector que produzca la
direccién en la cual la funcién dada disminuye mds rdpida-
mente en el punto que se indica. Determine la tasa minima.

27. f(x,y) = tan(x* + y*); (V@/6, Vm/6)
28. fx,y) =% —y (2,-2)
29. f(x,y,2) = Vaaze’; (16,0,9)

Xy
30' f('x’ y7 Z) = ln?; (%, %’ %)

31. Encuentre la(s) derivada(s) direccional(es) de f(x, y) =
x+y*en (3, 4) en la direccién de un vector tangente a la
grifica de 2x> + y> = 9en (2, 1).

32. Sif(x,y) = x* + xy + y> — x, encuentre todos los pun-
tos donde D, f(x, y) en la direccion de u = (1 / \@)(i +3J)
es cero.

33. Suponga Vf(a, b) = 4i + 3j. Encuentre un vector unita-
rio u de manera que
a) D,f(a,b) =0
b) D, f(a, b) es un maximo
¢) D, f(a, b) es un minimo

34. Suponga D, f(a, b) = 6. ;Cudl es el valorde D_, f(a, b)?

35. a) Si f(x,y) = x> — 3x%* + *, encuentre la derivada

direccional de f en un punto (x, y) en la direccién de
u = (1/V10)3i + j).

b) Si F(x,y) = D,f(x,y) en el inciso a), determine
Dy F(x, y).
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724 CAPITULO 13 Derivadas parciales

36. Suponga D, f(a,b) = 7,D,f(a,b) =3, u=3i— 5jy direccion en la cual la temperatura aumenta con mayor
v = i + 13j. Determine Vf(a, b). rapidez.
37. Si f(x,y) = x* — 12x + y* — 10y, encuentre todos los 42. La temperatura 7 en un punto (x, y, z) en el espacio es
puntos en los cuales |Vf] = 0. inversamente proporcional al cuadrado de la distancia de
38. Si f(x,y) = x> — 3y%, dibuje entonces el conjunto de (x,y,2) al origen. Sabemos que 7(0, 0, 1) = 500. En-
puntos en el plano xy para los cuales |Vf| = 10. cuentre la tasa de cambio de la temperatura Ten (2, 3, 3) en
_ _ la direccién de (3, 1, 1). (En cudl direccién a partir de
= Aplicaciones (2, 3, 3) la temperatura 7 aumenta con mayor rapidez? En
39. Considere la placa rectangular que se muestra en la FIGU- (2, 3,3), (cudl es la maxima tasa de cambio de 77
RA 13.6.4. La temperatura en el punto (x, y) sobre la placa ~ 43. Considere el potencial gravitacional
estdi dada por T(x,y) =5 + 2x*> + y>. Determine la
. . . ., —Gm
direccién que un insecto seguiria, empezando en (4, 2), Ulx,y) = N
con el fin de enfriarse lo mds rapidamente posible. Vx© +y
Y4 donde G y m son constantes. Muestre que U crece o
! decrece con mayor rapidez a lo largo de una recta que
] (‘4, 2) pasa por el origen.
M, _
: = Piense en ello
i 44. Encuentre una funcién ftal que
I Vi=(3x" + y* + ye™)i + (=2)" + 3x)* + xe®)j.
FIGURA 13.6.4 Insecto sobre . .
una placa del problema 39 En los problemas 45-48, suponga que f'y g son funciones dife-
renciables de dos variables. Demuestre la identidad dada.
40. En el problema 39 observe que para (0, Q) es el punto mas 45. V(cf) = cVf 46. V(f+g) = Vf+ Vg
frio de la placa. Encuentre la trayectoria de bisqueda de
enfriamieqto del i.nsecto,'empez'ando en (4, 2), que el .in- 47. V(fo) = fVg + gVf 48. V(f ) _ gVf _2f Vg
secto seguirfa hacia el origen. Si (x(), y(?)) es la ecuacién 8 g
vectorial de la tfayec'ltorla, ent?nces use el, hecho de que 49 ;= i+ yiy r=|r], entonces muestre que Vr = r/r.
—VT(x,y) = x'(t), y'(1)). (Cudl es la razén de lo ante- )
rior? [Sugerencia: Revise la seccion 8.1.] 50. Emplee el problema 49 para mostrar que Vf(r) = f'(r)r/r.
41. Latemperatura 7 en el punto (x, y) sobre una placa de metal 51. Seaf., f,, f.» i continuay uy v vectores unitarios. Mues-

rectangular estd dada por T(x, y) = 100 — 2x*> — y*. En-
cuentre la trayectoria que tomaria una particula que busca
calor, empezando en (3, 4), cuando ésta se mueve en la

S2.

tre que DD, f = DD, f.

Sl F(.X, Y, Z) = fl(x’ Y, Z)i + fZ(x’ Y, Z)j + f3(~xa Yy, Z)k, de'
termine V X F.

13.7 Planos tangentes y rectas normales

I Introduccion En la seccion 13.4 se mencion6 que el andlogo tridimensional de una recta tan-
gente a una curva es un plano tangente a una superficie. Para obtener una ecuacién de un plano
tangente en un punto sobre una superficie debemos regresar a la nocién del gradiente de una fun-
cién de dos o tres variables.

I Interpretacion geométrica del gradiente Suponga que f(x, y) = c es la curva de nivel de la
funcién diferenciable de dos variables z = f(x, y) que pasa por un punto especificado P(x, y,);
esto es, el nimero c se define mediante f(x,, yo) = c¢. Si la curva de nivel se parametriza median-
te las funciones diferenciables

x=x(1),y =y  talque  xo = x(fo), yo = y(to),
entonces por la regla de la cadena, (1) de la seccién 13.5, la derivada de f(x(¢), y(f)) = c con res-

pecto a t estd dada por

f de 9 dy _ "
ox dt ~ dy dt
Al introducir los vectores
o, of, v _dx, 4y,
Vf(x7 )’) - 8)(] + ay y I'(l) - d[l + dt.]
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13.7 Planos tangentes y rectas normales 725

(1) puede escribirse como el producto punto Vf-r’ = 0. Especificamente, en ¢ = t,, tenemos
Vf(xo, yo) - ¥'(19) = 0. @

Entonces, si r'(y) # 0, el vector Vf(x,, yo) es ortogonal al vector tangente r'(fy) en P(xy, Vo).
Interpretamos que esto significa lo siguiente:

» El gradiente Vfes perpendicular a la curva de nivel en P.

Vea la FIGURA 13.7.1.

]3| JEe BN Gradiente en un punto sobre una curva de nivel

Encuentre la curva de nivel de f(x, y) = —x* + y* que pasa por (2, 3). Grafique el gradiente en
el punto.

Solucién Puesto que f(2,3) = —4 + 9 = 5, la curva de nivel es la hipérbola —x> + y*> = 5.
Ahora bien,

Vi, y) = —2xi + 2yj y por ello V72, 3) = —4i + 6j.
La FIGURA 13.7.2 muestra la curva de nivel y el gradiente Vf(2, 3). |

I Interpretacion geométrica del gradiente (continuacién) Procediendo como antes, sea
F(x,y, z) = cla superficie de nivel de una funcion diferenciable de tres variables w = F(x, y, z)
que pasa por P(xy, Yo, Z9)- Si las funciones diferenciables x = x(¢), y = y(¢), z = z(¢) son las
ecuaciones paramétricas de una curva C sobre las superficies para las cuales xq = x(t),
Yo = ¥(to), 20 = z(ty), entonces por (3) de la seccion 13.5, la derivada de F(x(7), y(¢), z(t)) = c con
respecto a t es

OF dx  9F dy  oF dz _
ox dt  dy dt 0z dt

dF, | 9F. OF dx, dy.  dz )\ _
o (axl+ay']+azk> (dtl+dt‘]+dtk)_0' 3
En particular, en ¢t = ¢, (3) se convierte en
VF(X(), Yo, Zo) . r’(l()) = 0 (4)

Entonces, (4) muestra que cuando r'(ty) # 0 el vector VF(xy, yo, z9) es ortogonal al vector tan-
gente r'(ty). Puesto que este argumento se cumple para cualquier curva diferenciable que pasa
por P(xo, yo, o) sobre la superficie, concluimos que:

» El gradiente VF es perpendicular (normal) a la superficie de nivel en P.

Vea la FIGURA 13.7.3.

H]3\"[Xe BN Gradiente en un punto sobre una superficie de nivel

Encuentre la superficie de nivel de F(x, y, z) = x*> + y* + z* que pasa por (1, 1, 1). Grafique el
gradiente en el punto.

Solucién Puesto que F(1, 1, 1) = 3, la superficie de nivel que pasa por (1, 1, 1) es la esfera
x* + y> + 72 = 3. El gradiente de la funcién es

VF(x,y,7) = 2xi + 2yj + 27k
y por ello, en el punto dado,
VF(1,1,1) = 2i + 2j + 2k.

La superficie de nivel y VF(1, 1, 1) se ilustran en la FIGURA 13.7.4. |

I Plano tangente En capitulos anteriores encontramos ecuaciones de rectas tangentes a grafi-
cas de funciones. En el espacio tridimensional podemos resolver ahora el problema andlogo de
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curva de nivel
foay=c
/ r'(7p)

P(xp, yo) Vi(xo. yo)

FIGURA 13.7.1 El gradiente es
perpendicular a la curva de nivel
Vf(2,3)

Y

\\: @,3)

x
/—<2 =5
FIGURA 13.7.2 Gradiente del
ejemplo 1

VF (X0» Yo» Z0)

(1)
P(x0, Y0, 20)
vl
superficie
Flx,y,z)=c
FIGURA 13.7.3  El gradiente es

perpendicular a una superficie
de nivel

______ i
1
1

/ i
1
! Py +2=3
|

FIGURA 13.7.4 El gradiente es
perpendicular a la esfera del
ejemplo 2
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determinar las ecuaciones de plano tangente a superficies. Suponemos también que
w = F(x, y, z) es una funcion diferenciable y que se da una superficie mediante F(x, y, z) = c,
donde c es una constante.

Definicion 13.7.1 Plano tangente

Sea P(xg, Yo, zo) un punto sobre la grifica de la superficie de nivel F(x, y, z) = ¢ donde VF no
es 0. El plano tangente en P(xo, yo, Z9) es aquel plano que pasa por Py que es perpendicular a

plano tangente en VF(xo, Yo, 20)-
7 (X0, Yo» 20)

Z

VF(xo, Yo, 20)

De tal manera, si P(x,y,z) v P(xg, Yo, Z0) son puntos sobre el plano tangente y r =
xi+yj+zkyry = xi + yj + zok son sus respectivos vectores de posicion, una ecuacioén vec-
torial del plano tangente es

VF(xo, y0, 20) - (r — 10) = 0,

donder —ry = (x — xg)i + (y — y9)j + (z — z9)k. Vea la FIGURA 13.7.5. Resumimos este tltimo
resultado.

FIGURA 13.7.5 Plano tangente a
una superficie

Teorema 13.7.1 Ecuacién de un plano tangente

Sea P(xy, yo, Zo) un punto sobre la grafica de F(x, y, z) = ¢, donde VF no es 0. Entonces una
ecuacion del plano tangente en P es

F (X0, ¥, 20)(x = Xo) + F\(x0, Yo, 20)(y — Yo) + F(X0, Yo» 20)(z — 20) = 0. )

)3\ [JNe &N Ecuacion de un plano tangente

Encuentre una ecuacién del plano tangente a la grifica de la esfera x*> + y*> + z2 = 3en(l, I, 1).

Solucién Al definir F(x, y, z7) = x* + y*> + z%, encontramos que la esfera dada es la superficie
de nivel F(x, y, z) = F(1, 1, 1) = 3 que pasa por (1, 1, 1). En este caso,

F(x,y,2) =2x, F(x,y,20=2 y F(xy2 =2z
por lo que
VF(x,y,2) = 2xi + 2yj + 2zk y VF(,1,1) = 2i + 2j + 2k.
Concluimos de (5) que una ecuacion del plano tangente es

22— D) +2y - D +2z—1)=0 o x+y+z=3.

FIGURA 13.7.6 Plano tangente Con la ayuda de un SAC el plano tangente se muestra en la FIGURA 13.7.6. |
del ejemplo 3
I Superficies dadas por z = f(x, y) En el caso de una superficie dada explicitamente me-
diante una funcién diferenciable z = f(x,y), definimos F(x,y,z) =f(x,y) —z o
F(x,y,2) = z — f(x,y). Asi, un punto (x, yo, Z9) st sobre la grafica de z = f(x, y) si y s6lo si
se encuentra también sobre la superficie de nivel F(x,y,z) = 0. Lo anterior sigue de
F(xo, Yo, 20) = f(x0, Yo) — 20 = 0. En este caso,

Fo=fy), Fy=fxy, F.=-1
y por ello (5) se convierte en
S0, Yo)(x — xo) +fy(xo, YOO —y) —(2—2) =0
0 z = f(xo, yo) + filxo, Yo)(x — xo) + f,(x0, YOy — Yo)- (6)

Una comparacién directa de (6) con (7) de la seccién 13.4 muestra que una linealizacién L(x, y)
de una funcién z = f(x, y) que es diferenciable en un punto (x,, yo) s una ecuacién de un plano
tangente en (xg, yo).

www.FreelLibros.org



13.7 Planos tangentes y rectas normales

H]3\[JKel'q Ecuacion de un plano tangente
Encuentre una ecuacién de un plano tangente a la grafica del paraboloide z = %xz + %yz + 4en
(1, —1,5).

Solucién Definimos F(x, y, z) = 3x* + 3y* — z + 4 de manera que la superficie de nivel de F

que pasa por el punto dado es F(x,y,z) = F(1, —1,5) o F(x,y,z) = 0. En este caso F, = x,

727

Z

VF(x,y,2) = xi +yj — k VF1,-1,5)=i-j— k. ]
o x, ¥, 2) . Y y ( ) J vra 1.5 i
Por consiguiente, de (5) la ecuacioén deseada es ! T
G-D—@G+1)-(z-5=0 o —x+y+z=23. L y
Vea la FIGURA 13.7.7. [ @ -1L,0% %>
1 Recta normal Sea P(x, yy, Zo) un punto sobre la grifica de F(x, y, z) = ¢ donde VFno es 0. FIGURA13.7.7 Plano tangente
La recta que contiene a P(xy, o, Zo) que es paralela a VF(xy, o, 2o) se denomina recta normal a 9! iemplo 4
la superficie en P. La recta normal es perpendicular al plano tangente a la superficie en P.
=)Mol Recta normal
Encuentre ecuaciones paramétricas para la recta normal a la superficie del ejemplo 4 en
(1, —1,5).
Solucién Un vector de direccién para larectanormalen (1, —1, 5)es VF(1, —1,5) =i — j — k.
Se sigue de (4) de la seccion 11.5 que las ecuaciones paramétricas para la recta normal son
x=1+ty=-1—-tz=5—-1 |
Expresada como ecuaciones simétricas, la recta normal a la superficie F(x,y,z) = ¢ en
P(xo, yo, 20) estd dada por
X~ X __ Y7 7%
Fx(x()s y07 ZO) Fy(-x()’ )’0, ZO) Fz(x()’ )’0, ZO)
En el ejemplo 5, usted debe verificar que las ecuaciones simétricas de la recta normal en
(1, —1,5) son
1= y + 1 oz 5
X e
corriente
Vf NOTAS DESDE EL AULA -
....................................................................................................................................................................... )
El agua que fluye hacia abajo por una colina elige una trayectoria en la direcciéon del mayor 80-—F
cambio en la altura. La FIGURA 13.7.8 muestra los contornos, o curvas de nivel, de una colina. f(())
Como se muestra en la figura, una corriente que empieza en el punto P seguird una trayecto- 30 _
ria que es perpendicular a los contornos. Después de leer las secciones 13.7 y 13.8 usted debe contomnos de una colina
ser capaz de explicar la razén. FIGURA 13.7.8 Corriente que
fluye colina abajo
SIHALEMENA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42.
= Fundamentos 7. f,y) =@ — 1> —y% (1,1
En los problemas 1-12, dibuje la curva o superficie de nivel que 8. f(x,y) = y— 1 (71- /6 ;)
pasa por el punto indicado. Dibuje el gradiente en el punto. - S senx’ 22
L fO,y) =x—2y; (6,1) 9. fx,v,2) =y +z (3, 1,1)
+ 2x ) 2 _ .
2. flx,y) = y : (1,3) 10. f(x,y,2) =x"+y 7 (1,1,3)
X i 11. Fix,v,2) = Va2 +y + 2% (3,4,0)
)=y (29) 12 Foy =2 =y +z 0,11
4. foy) =2 +y5 (—1,3)
RN En los problemas 13 y 14, determine los puntos sobre la superfi-
5. fix,y) = T + 6; (=2, —3) cie dada en los cuales el gradiente es paralelo al vector indicado.
2 13. z=x>+y% 4i+j+71k

y
6. f(-x, y) = (2, 2) 14. x3 + y2 +z= 15,
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En los problemas 15-24, encuentre una ecuacion del plano tan-
gente a la grafica de la ecuacion dada en el punto que se indica.

15. P +y +22=9; (—-2,2,1)

16. 5x* —y* + 472 =8; (2,4, 1)
17. x> —y* —322=5; (6,2,3)
18. xy +yz+zx=7; (1,—3,-5)
19. z=25—-x*—y% (3,-4,0

20. xz=06; (2,0,3)

21. z =cos(2x +y); (m/2, w/4, —1/V?2)

22. X% + 62=10; (2,1,1)

23, z =@ +y); (1/V2,1/V2,0)

24. 7 = 8¢ ¥ sendx; (m/24,0,4)

En los problemas 25 y 26, determine los puntos sobre la

superficie dada en la cual el plano tangente es paralelo al

plano indicado.

25. X +y+72=7 2x+4y+6z=1

26. x> — 2y —32=133; S8x+4y+62=5

27. Encuentre los puntos sobre la superficie x* + 4x + y* +
7> —2z=11 en los cuales el plano tangente es horizontal.

28. Encuentre los puntos sobre la superficie x* + 3y* +
47% — 2xy = 16 en los cuales el plano tangente es parale-
loa
a) el plano xz,

b) el plano yz y
¢) el plano xy.

En los problemas 29 y 30, muestre que la segunda ecuacién
es la de un plano tangente a la grafica de la primera ecuaciéon

en (xo, Yo, 20)-

2 2 2

X Y . XX [ Wo | Zo
Bt ptaTh Attt el

2 2 2

X y . XX Yo | % _
g ptaTh Tt et

En los problemas 31 y 32, encuentre ecuaciones paramétricas
para la recta normal en el punto indicado.

3L+ 2P+ 2 =4 (1,—1,1)
32. z =22~ 4% (3,-2,2)

En los problemas 33 y 34, determine ecuaciones simétricas
para la recta normal en el punto indicado.
3B.z=47+9% +1; (33.3)

M. 2+ —-=0; (3,49

= Piense en ello

35. Muestre que todo plano tangente a la grafica 2> = x>+ y*
pasa por el origen.

36. Muestre que la suma de las intersecciones con los ejes x,
y'y z de todo plano tangente a la grafica de Vx +VYy +
VzZ =Va,a > 0, es el nimero a.

37. Muestre que toda recta normal a la grafica de x* + y* +
7% = a® pasa por el origen.

38. Se afirma que dos superficies son ortogonales en el
punto P de interseccion si sus rectas normales son per-
pendiculares en P. Demuestre que si VF(xy, Yo, z0) # 0y
VG(xo, ¥, 20) # 0, entonces las superficies dadas por
F(x,y,22=0 y G(x,y,z) =0 son ortogonales en
P(xy, yo, 20) 81y soélo si

F.G,+ F,G, + F.G, =0
en P.

En los problemas 39 y 40, emplee el resultado del problema
38 para mostrar que las superficies dadas son ortogonales en
un punto de interseccion. Las superficies del problema 39 se
presentan en la FIGURA 13.7.9.

39. 2+ +2=25 X*+y¥-7=0
4. > -y +72=4 z=1/x"

FIGURA 13.7.9  Superficies ortogonales del
problema 39

13.8 Extremos de funciones multivariables

méximo
relativo

minimo
relativo

FIGURA 13.8.1 Extremos relativos I Extremos
de f dos variables x y y.

I Introduccion Como se muestra en la FIGURA 13.8.1, una funcién f de dos variables puede tener
maximos relativos y minimos relativos. En esta seccidon exploramos una manera de determinar
estos extremos. Puesto que muchos de los conceptos considerados en esta seccién son las con-
trapartes tridimensionales de las importantes definiciones y teoremas del capitulo 4 para funcio-
nes de una sola variable, se recomienda un repaso de las secciones 4.3 y 4.7.

Empezamos con la definicién de extremos relativos o locales para funciones de
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13.8 Extremos de funciones multivariables

Definicion 13.8.1 Extremos relativos

i) Un ntmero f(a, b) es un maximo relativo de una funcién z = f(x, y) si f(x, y) = f(a, b)
para todo (x, y) en algin disco abierto que contenga a (a, b).

ii) Un ndmero f(a, b) es un minimo relativo de una funcién z = f(x, y) si f(x, y) = f(a, b)
para todo (x, y) en algin disco abierto que contenga a (a, b).

En aras de la discusién suponga que (a, b) es un punto interior de una region rectangular R
en la cual ftiene un maximo relativo en el punto (a, b, f(a, b)) y, ademds, suponga que en las pri-
meras derivadas parciales de f existen en (a, b). Entonces como advertimos en la FIGURA 13.8.2,
sobre la curva C; de interseccién de la superficie y el plano x = a, la recta tangente en
(a, b, f(a, b)) es horizontal y por ello su pendiente en el punto es f(a, b) = 0. Similarmente,
sobre la curva Cj, la cual es la traza de la superficie en el plano y = b, tenemos f,(a, b) = 0.

recta langeme
C
_x =f(x,y)

maximo

plano x =a
———————— y

* R~ (a.b
planoy=»
FIGURA 13.8.2 Maximo relativo de una funcién f

Dicho de otra manera, como lo hicimos en el espacio bidimensional, podemos argumentar
que un punto sobre la grafica de y = f(x) donde la recta tangente es horizontal muchas veces
conduce a un extremo relativo. En el espacio tridimensional podemos buscar un plano tangente
horizontal a la grafica de una funcién z = f(x, y). Si f tiene un maximo o minimo relativo en un
punto (a, b) y las primeras parciales existen en el punto, entonces una ecuacién del plano tan-
gente en (a, b, f(a, b)) es

z = fla,b) = f(a, b)(x — a) + f(a, b)(y — D). ey

Si el plano es horizontal, su ecuacién debe ser z = constante, o de manera mas especifica, z =
f(a, b). Utilizando este dltimo hecho, podemos concluir de (1) que debemos tener f,(a, b) = 0y

fla,b) = 0.
Esta discusion sugiere el siguiente teorema.

Teorema 13.8.1 Extremos relativos

Si una funcién z = f(x, y) tiene un extremo relativo en el punto (a, b) y si las primeras
derivadas parciales existen en este punto, entonces

f;((a’ b) =0 y f;(a, b) = 0.

I Puntos criticos En la seccion 4.3 definimos un ndimero critico ¢ de una funcién f de una
sola variable x como un ndmero en su dominio para el cual f'(¢) = 0 o0 f'(c) no existe. En la defi-
nicién que sigue definimos un punto critico de una funcion f de dos variables x y y.

Definicion 13.8.2 Puntos criticos

Un punto critico de una funcién z = f(x, y) es un punto (a, b) en el dominio de f para el
cual f(a, b) = 0y fi(a, b) = 0, o si una de sus derivadas parciales no existe en el punto.
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730 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Los puntos criticos corresponden a puntos donde f podria posiblemente tener un extremo
relativo. En algunos libros los puntos criticos también reciben el nombre de puntos estaciona-
rios. En el caso en que las primeras derivadas parciales existan, notamos que un punto critico
(a, b) se encuentra al resolver las ecuaciones

f:\‘(xa )’) =0 y f;v(x, y) =0

simultaneamente.

A\ [JEe BN Puntos criticos

Encuentre todos los puntos criticos para f(x, y) = x> + y* — 27x — 12y.

Solucién Las primeras derivadas parciales son
fllx,y) = 312 — 27 y Hx,y) = 3y2 - 12.
Por consiguiente, f(x, y) = 0y f,(x, y) = 0 implican que
=9 y y=4
y por ello x = =3, y = *2. Entonces, hay cuatro puntos criticos (3, 2), (—3,2), 3, —2) y
(=3, -2). ]

I Prueba de las segundas derivadas parciales FEl siguiente teorema da condiciones suficien-
tes para establecer extremos relativos. No se dard la demostracién del teorema. En términos
generales, el teorema 13.8.2 es andlogo a la prueba de la segunda derivada (teorema 4.7.3).

Teorema 13.8.2 Prueba de las segundas derivadas parciales

Sea (a, b) un punto critico de z = f(x, y) y suponga que f,,, f,, ¥ f,, son continuas en un disco
centrado en (a, b). Considere que

D(x,y) = fulot, Vfinx, y) = [fx, )12

i) Si D(a, b) > 0y f(a, b) > 0, entonces f(a, b) es un minimo relativo.
ii) Si D(a, b) > 0y fi(a, b) < 0, entonces f(a, b) es un maximo relativo.
Repase la seccion 4.7 parala | iii) Si D(a, b) < 0, entonces (a, b, f(a, b)) no es un extremo relativo.

relacion entre la segunda deriva- iv) Si D(a, b) = 0, entonces la prueba no es concluyente.
da y la concavidad.

Si usted se siente comodo al trabajar con determinantes, la funcién D(x, y) puede escribirse
como

S, y) ol y)

D(x, = .
R

N3\ [JHe VA Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales
Determine los extremos de f(x, y) = 4x> + 2y> — 2xy — 10y — 2x.

Solucién Las primeras derivadas parciales son
filx,y) =8x — 2y — 2 y S, y) =4y — 2x — 10.
Al resolver las ecuaciones simultdneas
8x — 2y =2 y —2x +4y =10
obtenemos un punto critico (1, 3). En este caso,
fulx,y) =8, fi(r,y) =4, folxy) = -2

y por ello D(x, y) = (8)(4) — (—=2)* = 28. Debido a D(1,3) > 0 y fu(1,3) > 0, se deduce de
la parte i) del teorema 13.8.2 que f(1, 3) = —16 es un minimo relativo. |
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N3\ Ko BN Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales
2

La grifica de f(x,y) = y* — x* es el paraboloide hiperbdlico dado en la FIGURA 1383. De
S, y) = =2xy fi(x, ¥) = 2y vemos que (0, 0) es un punto critico y que (0, 0) = 0 es el tinico
extremo posible de la funcién. Sin embargo, antes de usar la prueba de las segundas derivadas
parciales, observe que

f0,y)=y*"=0 'y f(x,0=-x"=<0

indica que en una vecindad de (0, 0), los puntos a lo largo del eje y corresponden a valores de la
funcién que son mayores o iguales a f(0, 0) = 0y los puntos a lo largo del eje x corresponden a  FgURA 1383  Paraboloide
valores de la funcién que son menores o iguales a f(0, 0) = 0. Por consiguiente, podemos afir-  hiperbslico del ejemplo 3
mar que f(0, 0) = 0 no es un extremo.

La conclusion anterior es consistente con los resultados de la prueba de las segundas deri-
vadas parciales. De f.(x,y) = =2, f,,(x,y) = 2, f,,(x,¥) = 0 vemos que en el punto critico
(0, 0),

D(Os O) = f;cx(os O)f;)y(o’ 0) — [f:\cv(o’ O)]2
=(-2)2) — (0} = -4 <0.

Por consiguiente, concluimos del inciso iii) del teorema 13.8.2 que f(0, 0) = O no es un extre-
mo relativo. [ |

El punto (0, 0) en el ejemplo 3 se dice que es un punto silla de la funcién. En general, el
punto critico (a, b) en el caso iii) del teorema 13.8.2 es un punto silla. Si D(a, b) < 0 para
un punto critico (a, b), entonces la grafica de la funcién f se comporta esencialmente como el
paraboloide hiperbdlico en forma de silla de montar en la vecindad de (a, b).

=)\ | NN Punto silla

Encuentre los extremos para f(x, y) = 4xy — x> — y* — 14x + 4y + 10.

Solucién Las primeras derivadas parciales son fi(x,y)=4y—2x—14 y f(x,y) =
4x — 2y + 4. Encontramos entonces que la tinica solucién del sistema

4y —2x—14=0 'y 4x—2y+4=0

esx=1yy=4;estoes, (1,4) es un punto critico. En este caso, f(x, y) = =2, f,,(x,») =2y
fo(x, y) = 4 muestra que

D(1,4) = (—=2)(—2) — 4)* <0

y por ello f(1, 4) no es un extremo debido a que (1, 4) es un punto silla. La grafica de f genera-
da por computadora de la FIGURA 13.8.4 sugiere la caracteristica de la forma de paraboloide hiper-  FIGURA 13.8.4 Grifica de la
bélico en una proximidad cercana a (1, 4). m  funcion del ejemplo 4

SN[\ [JXe BN Empleo de la prueba de las segundas derivadas parciales
Encuentre los extremos de f(x,y) = x> + y* — 3x* — 3y* — Ox.

Solucién De las primeras derivadas parciales
filx,y) =3x* —6x — 9 =3(x — IHx + 1), Al y) = 3y* — 6y = 3y(y — 2)
y las ecuaciones
x=3H)x+DH=0 'y yy—2)=0
encontramos que hay cuatro puntos criticos: (3, 0), (3, 2), (—1, 0), (—1, 2). Puesto que
fo=6x—6, f,=6y—6, f,=0

se deduce que D(x,y) = 36(x — 1)(y — 1). La prueba de las segundas derivadas parciales se
resume en la siguiente tabla.
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732 CAPITULO 13 Derivadas parciales

FIGURA 13.8.5 Grifica de la
funcién del ejemplo 5

Recuerde que R recibe el
nombre de disco cerrado.

Punto

critico (a, b) D(a, b) fexla, b) f(a, b) Conclusion
3,0 negativo positivo =27 no extremo
3,2) positivo positivo =31 min. relativo
(—1,0) positivo negativo 5 max. relativo
(-1,2) negativo negativo 1 no extremo

Un estudio de la grafica de f de la FIGURA 13.8.5 muestra claramente el maximo y el minimo. M

I Extremos en conjuntos acotados cerrados Recuerde que el teorema del valor extremo para
una funcién f de una variable x (teorema 4.3.1) establece que si f es continua en un intervalo
cerrado [a, b], entonces f posee siempre un maximo absoluto y un minimo absoluto en el inter-
valo. También vimos que estos extremos absolutos sobre [a, b] ocurren en un punto extremo del
intervalo o en un nimero critico ¢ en el intervalo abierto (a, b). A continuacién se presenta el
teorema del valor extremo para una funcién f de dos variables x y y que es continua sobre un
conjunto R cerrado y acotado en el plano xy.

Teorema 13.8.3 Teorema del valor extremo

Una funcién f de dos variables x y y que es continua sobre un conjunto R cerrado y acotado
tiene siempre un maximo absoluto y un minimo absoluto sobre R.

En otras palabras, cuando x = f(x, y) es continua sobre R, hay nimeros f(x;, y;) y f(x2, ¥»)
tales que f(x, y;) = f(x, 2) = f(x,, y,) para todo (x, y) en R. Los valores f(x;, y;) y f(x,, ¥,) son,
respectivamente, el maximo y minimo absolutos sobre el conjunto cerrado R.

Andlogo a los extremos de puntos extremos, una funcién de dos variables puede tener extre-
mos frontera; esto es, extremos sobre la frontera del conjunto cerrado.

Guias para encontrar los extremos sobre un conjunto R cerrado y acotado

i) Encuentre el valor de f en los puntos criticos de f en R.
ii) Encuentre todos los valores extremos de f sobre la frontera de R.

El valor mas grande de la funcién en la lista de valores obtenidos de los pasos i) y ii) es
el maximo absoluto de f sobre R; el valor mas pequefio de la funcién de esta lista es el
minimo absoluto de f sobre R.

A\ [JHeMW Determinacion de extremos absolutos

Puesto que f(x, y) = 6x* — 8x + 2y* — 5 es una funcién polinomial, ésta es continua sobre un
P conjunto cerrado R definido por x> + y* < 1. Encuentre sus extremos absolutos sobre R.

Soluciéon Encontramos primero cualesquiera puntos criticos de f en el interior de R. De
S, y) = 12x — 8y fi(x, y) = 4y, asi como de
12x — 8 =0, 4y =0

obtenemos el punto critico (%, 0). Como (%)2 + 0% < 1, el punto estd en el interior de R.

Con el fin de examinar f en la frontera de la region, representamos la circunferencia
x* + y2 = 1 por medio de ecuaciones paramétricas x = cos f, y =sen t, 0 = t = 2. Entonces,
sobre la frontera podemos escribir f como una funcién de una sola variable #:

F(f) = f(cos t,sent) = 6cos’t — 8cost + 2sen’t — 5.
www.FreelLibros.org



13.8 Extremos de funciones multivariables

Procedemos ahora como en la seccién 4.3. Al diferenciar F' con respecto a ¢ y simplificar, obte-

nemos
F'(t)y = 8sent(—cost + 1).
Por consiguiente, F'(f) = 0 implica que sen =0 o cos t= 1. A partir de estas ecuaciones encon-
tramos que el tnico nimero critico de F en el intervalo abierto (0, 27) es r = 7. En este nime-
ro x =cos m =—1, y =sen m = 0 de manera que el punto correspondiente en R es (—1, 0). Los
puntos extremos del intervalo del pardmetro [0, 27], + = 0 y t = 27, corresponden ambos al
punto (1, 0) en R. De los valores de la funcién
f@ o> - -2 feLo=9 1,0 =-7

vemos que el maximo absoluto de f sobre R es f(—1,0) =9 y el minimo absoluto es
fG.0) = 5. .

En el ejemplo 6, podemos entender lo que estd sucediendo al completar el cuadrado en x y

reescribir la funcién f como
2\ 23
fxy) = 6(x - 3> +2Ay 07 - 5 2)

A partir de (2) es evidente que el “vértice” del paraboloide corresponde al punto interior (%, 0)

del disco cerrado definido por x* + y* = 1y que f(3, 0) = —%. La FIGURA 1386a) muestra una
perspectiva de la gréifica de f; en la figura 13.8.6b) hemos superpuesto las gréificas de

7z = 6x> — 8x + 2y* — 5y el cilindro definido por x> + y*> = 1 sobre los mismos ejes de coor-
denadas. En la parte b) de la figura, el extremo de la frontera f(—1, 0) = 9 se marca mediante el

punto rojo.

A
N\

\
\
\

=z

NN

\
N

——/
=

WL

W

a) b)
FIGURA 13.8.6 Grifica de la funcién en a); interseccién del cilindro y la superficie en b)

(i 74
- NOTAS DESDE EL AULA

B et e ————

i) Laprueba de las segundas derivadas parciales tiene un caso inclusivo al igual que la prue-
ba de la segunda derivada. Recuerde que si ¢ es un niimero critico de una funcién
y = f(x), entonces la parte iii) del teorema 4.7.3 nos lleva a utilizar la prueba de la
primera derivada cuando f"(c) = 0. Desafortunadamente, para funciones de dos varia-
bles no hay una prueba conveniente de la primera derivada a la cual recurrir cuando (a, b)
es un punto critico para el cual D(a, b) = 0.

ii) El método de solucién para el sistema

[, y) =0,  filx,y) =0
no siempre serd obvio, en especial cuando f, y f, no son lineales. No dude en ejercitar sus

habilidades algebraicas en los problemas que siguen.
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734 CAPITULO 13 Derivadas parciales

SEIHALERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-42.

= Fundamentos

En los problemas 1-20, encuentre los extremos relativos de la

funcion indicada.
L fx,y) =x*+y*+5

o 0 N Nt AW

=
B W N =D

15.

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22,

23.

24,

25.

26.

217.

. fx,y) = 4x* + 8y°

. fr,y) = —x*> — y? + 8x + 6y

. flx,y) = 3x* + 2y* — 6x + 8y

. flx,y) = 5x% + 5y* + 20x — 10y + 40
Cfoy) = —4xr—2y" —8x + 12y + 5

. flry) =4x° +y — 12x — 3y

Cfeny) = —x*+ 2y  +27x — 24y + 3

. flny) =202 + 4y — 2xy — 10x — 2y + 2
. flx,y) = 5x* + 5y* + 5xy — 10x — 5y + 18
fy) = 2x =50 -4

Cf5y) = (& + 52y + 6)

. flr,y) = —2x° — 2y* + 6xy + 10

 flny) =X+ v — 6xy + 27

_.,_2_4
Jey) =xy =7 y +8
fx,y) = —3x%y — 3xy* + 36xy
flx,y) = xe*seny
f(x, y) — ey2*3_\'+x2+4x
f(x,y) =senx + seny

f(x,y) = senxy
Determine tres nimeros positivos cuya suma sea 21, tal
que su producto P sea un maximo. [Sugerencia: Exprese
P como una funcién de s6lo dos variables.]
Determine las dimensiones de una caja rectangular con un
volumen de 1 pie® que tiene un rea superficial minima S.
Encuentre el punto sobre el plano x + 2y + z = 1 mds
cercano al origen. [Sugerencia: Considere el cuadrado de
la distancia.]
Encuentre la distancia minima entre el punto (2, 3, 1) y el
planox +y + z = 1.
Encuentre todos los puntos sobre la superficie xyz = 8
que son los mds cercanos al origen. Determine la distan-
cia minima.
Encuentre la distancia mds corta entre las rectas cuyas
ecuaciones paramétricas son
Lix=t,y=4—-2t,z=1 +1,
Lyx=3+2s5,y=6+ 25,z =8 — 2s.
(En qué puntos sobre las rectas ocurre el minimo?
Determine el volumen méaximo de una caja rectangular
con lados paralelos a los planos de coordenadas que
puede ser inscrito en el elipsoide
2 2 2
Tl vE =1 a>0b>0c>0
a b c

28. El volumen de un elipsoide

2 2 2
xi+y7+i:1’

b 5 a>0,b>0,¢c>0
a c

es V = 3mwabc. Muestre que el elipsoide de mayor volu-
men que satisface a + b + ¢ = constante es una esfera.

29. El pentdgono que se muestra en la FIGURA 13.8.7, formado
por un tridngulo isésceles sobrepuesto sobre un rectangu-
lo, tiene un perimetro fijo P. Calcule x, y y # de manera
que el drea del pentdgono sea un maximo.

2x

FIGURA 13.8.7 Pentdgono
del problema 29

30. Un pedazo de latén de 24 pulg de ancho se dobla de
manera tal que su seccién transversal es un trapezoide
isésceles. Vea la FIGURA 13.8.8. Calcule x y # de manera que
el drea de la seccién transversal sea un maximo. ;Cudl
es el drea maxima?

24 —2x
FIGURA 13.8.8 Seccion transversal trapezoidal
del problema 30

En los problemas 31-34, muestre que la funcién dada tiene un
extremo absoluto pero que el teorema 13.8.2 no es aplicable.

3. flx,y) = 16 — X =y 32 flx,y) =1 = x%y’
33. flx,y) =522 +y* -8 4. fr,y) = VX2 +y°
En los problemas 35-38, encuentre los extremos absolutos de

la funcién continua dada sobre la region cerrada R definida
porx* + y* = I.

35. f(x,y) = x + V3y
37. f(x,y) = x>+ xy +
38. flx,y) = —x* =3+ 4y + 1

39. Encuentre los extremos absolutos de f(x,y) = 4x — 6y
sobre la region cerrada R definida por jx* + y* < 1.

36. f(x,y) = xy

40. Encuentre los extremos absolutos de f(x, y) = xy — 2x —
y + 6 sobre la regién triangular cerrada R con vértices
(0,0), (0, 8) y (4, 0).

41. Lafuncién f(x, y) =sen xy es continua sobre la region rec-
tangular cerrada R definidapor0 = x =7, 0=y = 1.

a) Encuentre los puntos criticos en la region.

b) Determine los puntos donde f tiene un extremo abso-
luto.

¢) Grafique la funcién sobre la regién rectangular.
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13.9 Método de minimos cuadrados 735

= Aplicaciones 43. Se va a construir una caja rectangular cerrada de modo tal
que su volumen corresponda a 60 pies’. El costo del
material para la parte superior y el fondo son, respectiva-
mente, de 10 centavos por pie cuadrado y 20 centavos por

42. Una funcidn de ingresos es
R(x,y) = x(100 — 6x) + y(192 — 4y),

donde x y y denotan el nimero de articulos de dos mer- pie cuadrado. El costo de los lados es de 2 centavos
cancias vendidas. Dado que la funcién de costo corres- por pie cuadrado. Determine la funcién de costo C(x, y),
pondiente es donde x y y son la longitud y el ancho de la caja, respec-

Clx,y) = 2x> 4+ 2y + 4xy — 8x + 20 tivamente. Calcule las dimensiones de la caja que produ-

. L. .. ciran un costo minimo.
encuentre la ganancia mdxima, donde ganancia = ingre-

SOS — costo.

13.9 Método de minimos cuadrados

I Introduccion Al efectuar experimentos, con frecuencia tabulamos datos en la forma de pares
ordenados (x, 1), (x2, ¥2), . . . , (X, ¥,,), con cada x; distinta. Dados los datos, muchas veces resul-
ta deseable poder extrapolar o predecir y a partir de x encontrando un modelo matemadtico, esto es,
una funcién que aproxime o “ajuste” los datos. En otras palabras, deseamos una funcién f(x) tal que

f(xl)%yl’ f(XZ)zy2 LI f(-xn)zyn'

Naturalmente, no queremos sélo cualquier funcién sino una que ajuste los datos lo mds cercana-
mente posible. En la discusién que sigue confinaremos nuestra atencioén al problema de encon-
trar un polinomio lineal f(x) = mx + b o una recta que “mejor se ajuste” a los datos
(x1, y1)s (X2, ¥2), - - . 5 (x,,, ¥,). El procedimiento para determinar la funcién lineal se conoce como
el método de minimos cuadrados.

]\ [JXe BN Ajuste de los datos en una recta

Considere los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6), (5, 5) que se muestran en la FIGURA 13.9.1a).
Analizando la figura 13.9.1b) y observando que la recta y = x + 1 pasa por dos de los puntos
dato, podriamos tomar esta recta como aquella que mejor ajusta los datos.

a) b)
FIGURA 13.9.1 Datos en a); una recta que ajusta los datos en b) u

Es evidente que necesitamos algo mejor que una adivinanza visual para determinar la fun-
cion lineal y = f(x) que de la del ejemplo 1. Requerimos un criterio que defina el concepto de
“mejor ajuste” o, como algunas veces se denomina, la “bondad del ajuste”.

Si tratamos de relacionar los puntos dato con la funcién f(x) = mx + b, entonces deseamos
encontrar m y b que satisfagan el sistema de ecuaciones

vy =mx; + b
Yo =mx, + b

. ()
v, = mx, + b.

Desafortunadamente, (1) es un sistema sobredeterminado; esto es, el nimero de ecuaciones es
mayor que el nimero de incégnitas. No esperamos que un sistema de este tipo tenga una solucién
a menos, desde luego, que todos los puntos dato se encuentren en su totalidad sobre la misma recta.
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yzf(x)r

LT Yei=lyi—r o)
A

// @ )

|
T
| |

1
FIGURA 13.9.2  Error en la
aproximacién de y; mediante

Sfx)

I Recta de minimos cuadrades Si los puntos dato son (x;, y,), (X2, ¥2), - - . , (X, y,,), entonces
una manera de determinar qué tan bien la funcidn lineal f(x) = mx + b ajusta los datos consis-
te en medir las distancias verticales entre los puntos y la grafica de f:

e =y, —fx),i=12,...,n

Podemos considerar a cada e; como el error al aproximar el valor dato y; por el valor de la funcién
f(x;). Vea la FIGURA 13.9.2. De manera intuitiva, la funcion f ajustard mejor los datos si la suma de
todas las e; es un minimo. En realidad, un enfoque mds conveniente al problema es encontrar una
funcién lineal f de manera que la suma de los cuadrados de todas las e; sea un minimo. Definimos
la solucién del sistema (1) como aquellos coeficientes m y b que minimizan la expresion

E=e%+e%+---+eﬁ

= [y — fCDI? + [y — fO)I? + -+ + [y, — f&)]?
= [y1 — (mx; + b)1* + [y, — (mx, + b)]* + -+ - + [y, — (mx, + b)]*

0 E= > [y, — mx; — b]% )
i=1

La expresion E se denomina la suma de los errores cuadraticos. La recta y = mx + b que
minimiza la suma de los errores cuadraticos (2) se define como la recta de mejor ajuste y reci-
be el nombre de recta de minimos cuadrados o recta de regresion para los datos (x;, y;),
(x27 y2)5 DR (-xn’ yn)

El problema queda ahora de la siguiente manera: ;como determinamos m y b para que (2)
sea un minimo? La respuesta puede encontrarse a partir de la prueba de las segundas parciales,
teorema 13.8.2.

Si consideramos a (2) como una funcién de dos variables m y b, entonces para encontrar el
valor minimo de E igualamos las primeras derivadas parciales a cero:

OE _ 9E _
m -0 Y 5 =0

Las dltimas dos condiciones producen a su vez

-2 Exi[yi —mx; —b] =0
= 3)

2> [y, — mx; — b] = 0.
i=1

Desarrollando estas sumas y utilizando >/_ ;b = nb, encontramos que el sistema (3) es el mismo que

i=1 i=1

<Ex,->m +nb = Zy,-.
i=1

i=1

“4)

Aunque hemos omitido detalles, los valores de m y b que satisfacen el sistema (4) producen el
valor minimo de E. La solucién del sistema (4) produce

nExiyﬁ Exizyi EX?E%* ExiyiExi
i=1 i=1 =1 p ==l izl i=1 =1 (5)

m = n n 2 n n 2
w3t () w3t - ()
i=1

i=1 i=1 i=1

[N]SRy Recta de minimos cuadrados
Encuentre la recta de minimos cuadrados para los datos del ejemplo 1. Calcule la suma de los
errores cuadrdticos E para estarectay larectay = x + 1.

Soluciéon De acuerdo con los datos (1, 1), (2, 3), (3, 4), (4, 6), (5, 5) identificamos x; = 1,
X =2,x=3,x4=4,x5=5y1=1, =3, y3=4,y,=6y ys = 5. Con estos valores y
n = 5, tenemos
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13.10 Multiplicadores de Lagrange 737

Say=68 Xx=15 Sy=19, > =55
i=1 i=1 i=1 -

La sustitucion de estos valores en las férmulas (5) produce m = 1.1y b = 0.5. Entonces, la recta
de minimos cuadrados es y = 1.1x + 0.5. Para esta recta la suma de los errores cuadraticos es

E=[1-fM*+ [3-fQF+ [4—-fO)*+ [6 - fH]*+ [5 - f5]
=[1—-16]>+[3—-27]"+[4—-38]>+[6—49]*>+ [5—6]>=27.
Para larecta y = x + 1 que estimamos en el ejemplo 1 y que pasa también por dos de los pun-
tos dato, encontramos que la suma de los errores cuadréticos es £ = 3.0.

Con fines comparativos, la FIGURA 13.9.3 muestra los datos, la recta y = x + 1, y la recta de
minimos cuadrados y = 1.1x + 0.5. [ |

Podemos generalizar la técnica de minimos cuadrados. Por ejemplo, podria interesarnos ajustar
los datos dados a un polinomio cuadritico f(x) = ax> + bx + c en vez de a un polinomio lineal.

IR ER]Y Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43.

;:1.1x+6.5—

X

1

FIGURA 13.9.3 Recta de minimos
cuadrados (roja) del ejemplo 2

= Fundamentos

En los problemas 1-6, encuentre la recta de minimos cuadra-
dos para los datos que se indican.

1. 2,1),3,2),4,3),(5,2)

O, —1),(1,3),(2,5),@3,7)

(1, 1), (2, 1.5), (3, 3),(4,4.5),(5,5)

0, 0), (2, 1.5), (3, 3), (4,4.5), (5,5)

0, 2),(1,3),(2,5),(3.5),4,9), (5, 8), (6, 10)
(1,2),(2,2.5),(3, 1), (4, 1.5), (5, 2), (6,3.2), (7, 5)

R PR

= Aplicaciones

7. En un experimento se encontrd la correspondencia dada
en la tabla para la temperatura T (en °C) y la viscosidad
cinemadtica v (en centistokes) de un aceite con cierto adi-
tivo. Encuentre la recta de minimos cuadrados v = mT
+ b. Utilicela para estimar la viscosidad del aceite en
T=140y T = 160.

T 20 40 60 80 100 120

4 220 200 180 170 150 135

8. En un experimento se encontré la correspondencia que se
da en la tabla entre la temperatura 7 (en °C) y la resisten-
cia eléctrica R (en miliohms). Determine la recta de mini-
mos cuadrados R = mT + b. Emplee esta recta para esti-
mar la resistencia en 7 = 700.

13.10 Multiplicadores de Lagrange

T

400 450 500 550 600 650

R

0.47 0.90 2.0 3.7 7.5 15

= Problemas con calculadora/SAC

9. a)

b)

Un conjunto de puntos dato puede aproximarse me-
diante un polinomio de minimos cuadrados de grado n.
Aprenda la sintaxis del SAC que tenga a mano para
obtener una recta de minimos cuadrados (polinomio
lineal), una cuadritica de minimos cuadrados y una
cubica de minimos cuadrados para ajustar los datos

(—5.5,0.8), (—=33,25), (—1.2,3.8),
07,52), (25,56), (3.8,6.5).

Emplee un SAC para superponer las gréificas de los
datos y la recta de minimos cuadrados obtenida en el
inciso a) sobre los mismos ejes de coordenadas.
Repita para las gréficas de los datos y la cuadratica de
minimos cuadrados, y luego los datos y la cubica
de minimos cuadrados.

10. Emplee los datos del censo de Estados Unidos (en millo-
nes) desde el afio 1900 hasta el 2000

1900

1920 1940 1960 1980 2000

75.994575 105.710620 131.669275 179.321750 226.545805 281.421906

y una recta de minimos cuadrados para predecir la pobla-
cion en ese pais en el afio 2020.

I Introduccion En los problemas 21-30 de los ejercicios 13.8 se le pidié encontrar el mdximo
o minimo de una funcién sujeta a una condicién o restriccién secundaria dada. La condicién
secundaria se utiliz6 para eliminar una de las variables en la funcién de manera que fuera apli-
cable la prueba de las segundas derivadas parciales (teorema 13.8.2). En la presente discusién
examinamos otro procedimiento para determinar lo que se denomina extremos con restriccio-
nes de una funcién.

Antes de definir ese concepto, vamos a considerar un ejemplo.
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738 CAPITULO 13 Derivadas parciales

recta de restriccion
x+y=3

y

valores
crecientes

de f

c=0

FIGURA 13.10.2 Curvas de nivel
y recta de restriccién

A\ [JHe BN Extremos con restricciones

Determine geométricamente si la funcién f(x, y) = 9 — x> — y? tiene un extremo cuando las
variables x y y estdn restringidas por x + y = 3.

Soluciéon Como advertimos en la FIGURA 13.10.1, la grafica de x + y = 3 es un plano vertical que
interseca el paraboloide dado por f(x, y) = 9 — x> — y2. Es claro, de acuerdo con la figura, que la
funcién tiene un mdximo con restricciones para algunas x; y y; que satisfacen 0 < x; < 3,
0<y; <3yx; +y = 3.Latabla de valores numéricos que acompafia la figura también indica-
ria que este nuevo maximo es f(1.5, 1.5) = 4.5. Advierta que no podemos utilizar nimeros como
x = 1.7yy = 2.4, ya que estos valores no satisfacen la restricciéon x + y = 3.

4 maximo

i ©,0,9) absoluto

=

i

T

I

.

. (x 2) maximo con
x y S y) T o 1Y 2D pegiricciones
0.5 25 25 4
1 2 4 T

I 1
1.25 175 4375 T xty=3
15 L5 4.5 = 8
175 125 4375 ,'r—if—; I
2 ! N (3.0,0)_»=nil
2.5 05 25 %
3 0 0

X
FIGURA 13.10.1 Gréfica de la funcién y la restriccion del ejemplo 1 |

De manera alterna, podemos analizar el ejemplo 1 por medio de curvas de nivel. Como se
ilustra en la FIGURA 13.10.2, valores de funcion crecientes de f corresponden a valores crecientes de
c en las curvas de nivel 9 — x*> — y? = ¢. El mdximo valor de f (esto es, ¢) sujeto a la restriccion
ocurre donde la curva de nivel correspondiente a ¢ = 5 interseca, 0 més precisamente es tangen-
te a, larectax + y = 3. Al resolver simultineamente x> + y> = %yx + y = 3 encontramos que
el punto de tangencia es (%, %)

I Funciones de dos variables Para generalizar la discusién anterior, suponga que deseamos:

e Encontrar los extremos de una funcién z = f(x, y) sujeta a una restricciéon dada por
gx, y)=0.

Parece plausible de la FIGURA 13.10.3 que para encontrar, digamos, un maximo con restricciones de
£, s6lo necesitamos encontrar la curva de nivel més alta f(x, y) = ¢ que es tangente a la grafica
de la ecuacion de restriccion g(x, y) = 0. En este caso, recuerde que los gradientes Vf'y Vg son
perpendiculares a las curvas f(x,y) = c¢ y g(x,y) = 0, respectivamente. Por consiguiente, si
Vg # 0enun punto P de tangencia de las curvas, entonces Vfy Vg son paralelos a P; esto es, yacen
a lo largo de una normal comun. Por tanto, para algin escalar A (la letra griega lambda mindscula)
distinto de cero, debemos tener Vf = AVg. Enunciamos este resultado de manera formal.

valores valores

crecientes fe,y=c crecientes

de f de f

»
min ) normal
oy max comiin
X, y) =c¢
8y =0 gx =0
a) b)

FIGURA 13.10.3 Curvas de nivel de f (verde); ecuacién de restriccion (azul)
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13.10 Multiplicadores de Lagrange

Teorema 13.10.1 Teorema de Lagrange

Suponga que la funcién z = f(x, y) tiene un extremo en el punto (x,, yo) sobre la grafica de la
ecuacion restriccion g(x, y) = 0. Si fy g tienen primeras derivadas parciales continuas en un
conjunto abierto que contiene la grafica de la ecuacion de restriccion y Vg(xy, yo) # 0, enton-
ces existe un nimero real A tal que Vf(xy, o) = AVg(xo, yo)-

1 Método de multiplicadores de Lagrange EIl ndmero real A para el cual Vf = AVg recibe
el nombre de multiplicador de Lagrange. Después de igualar componentes, la ecuacién
Vf = AVg es equivalente a
L y) = Agxo, yo) [ y) = Agy(x, y).

Si f tiene un extremo con restricciones en el punto (x,, y,), entonces acabamos de ver que hay un
nimero A tal que

Jilxo, o) = Ag(xo, Yo)

S50, Yo) = Agy(xo, Yo) ey

8(xo, yo) = 0.

Las ecuaciones en (1) sugieren el siguiente procedimiento, conocido como método de los mul-
tiplicadores de Lagrange, para determinar los extremos con restricciones.

Guias para el método de los multiplicadores de Lagrange

i) Para encontrar los extremos de z = f(x, y) sujetos a la restriccién g(x, y) = 0,
resuelva el sistema de ecuaciones
Jx y) = Agi(x, y)
KX, y) = Agy(x, y) )
glx,y) = 0.

ii) Entre las soluciones (x, y, A) del sistema (2) estardn los puntos (x;, y;), donde f
tiene un extremo. Cuando f tiene un méximo (minimo), éste serd el nimero mas
grande (o mds pequefio) en la lista de los valores de la funcién f(x;, ;).

H]3\Y KoV E Repaso del ejemplo 1

Emplee el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar el mdximo de
f,y) =9 —x* — y*sujetoax + y = 3.

Solucién Con g(x,y) =x+y —3yf, = —2x, f,= —2y, g, = 1,g, = 1 el sistemaen (2) es

—2x=A

—2y=A

x+y—3=0.
Al igualar la primera y la segunda ecuaciones obtenemos —2x = —2y o x = y. Al sustituir este
resultado en la tercera ecuacidn, se encuentra que 2y — 3 = 0 oy = 3. Entonces, x = y = 3 y el
maximo con restricciones es f (%, %) =3 [ |

A3\ JKeBeN Empleo de los multiplicadores de Lagrange
Determine los extremos f(x, y) = y* — 4x sujetos a x> + y* = 9.

Solucién  Si definimos g(x,y) = x* + y* — 9, entonces f, = —4, f, = 2y, g, = 2x y g, = 2y.
Por tanto, (2) se convierte en
—4 = 2xA
2y = 2yA 3)
¥ +yP—9=0.
www.FreelLibros.org
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740 CAPITULO 13 Derivadas parciales

De la segunda de estas ecuaciones, y(1 — A) = 0, vemos que y = 0 0o A = 1. Primero, siy = 0,
la tercera ecuacion en el sistema produce x> = 9 o x = *3. Por consiguiente, (-3, 0) y (3, 0)
son soluciones del sistema y son puntos en los cuales f podria tener un extremo. Continuando,
si A = 1, entonces la primera ecuacién produce x = —2. Al sustituir este valoren x> + y> — 9 = 0
obtenemos y* = 50y = =V/5. Dos o mds soluciones del sistema son (—2, —V/5)y (=2, V/3).
De la lista de valores de la funcién

f(=3,00=12, f3,00=—-12, f(-2,-V5)=13 y f(-2,V5)=13

concluimos que f tiene un minimo con restricciones de —12 en (3, 0) y un maximo con restric-
ciones de 13 en (=2, —V/5)y en (-2, V5).

La FIGURA 13.10.4a) muestra la grifica f(x, y) = y* — 4x intersecando el cilindro definido por
la ecuacién de restriccién x> + y* = 9. Los cuatro puntos que encontramos al resolver (3) yacen
en el plano xy sobre el circulo de radio 3; los tres extremos con restricciones corresponden a los
puntos (3, 0, —12), (—2, —\/5, 13) y (—2, V3, 13) en el espacio tridimensional sobre la curva
de interseccion de la superficie del cilindro circular. Alternativamente la figura 13.10.4b) mues-
tra tres curvas de nivel de y* — 4x = c. Dos de las curvas de nivel son tangentes al circulo
2 +y2=0.

max

f(=2,45)=13

curva de restriccion
min

f3,0)= —12

max c=-12

f(=2,—V5)=13

c=13

a) b)
FIGURA 13.10.4 Interseccion del cilindro y la superficie en a); curvas de nivel de f'y ecuacién de restriccién en b)) H

Al aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange, en realidad no estamos interesa-
dos en determinar los valores de A que satisfacen el sistema (2). ;(Not6 en el ejemplo 1 que no
nos molestamos por encontrar A? En el ejemplo 3, empleamos el valor A = 1 para que nos ayu-
dara a encontrar x = —2, pero después lo ignoramos.

(]3| }:N Costo minimo

Un cilindro circular recto cerrado tendra un volumen de 1 000 pies®. La parte superior y el fondo
del cilindro se construirdn con metal que cuesta 2 ddlares por pie cuadrado. El costado se formara
con metal que cuesta 2.50 délares por pie cuadrado. Determine el costo minimo de fabricacion.

Soluciéon La funcién de costo es

costo del fondo costo del costado
y de la parte superior | l

C(r, h) = 22mr?) + 2.5Qmrh)
= 47 + 57rh.
En este caso, de la restriccion 1 000 =ar’h, podemos identificar g(r, h) =ar*h —1 000, y por

ello las primeras derivadas parciales son C, = 8mr + 5wh, C, =5mr, g, =2mrh 'y g, = mr.
Debemos resolver entonces el sistema

8mr + Smh = 2wrhA
Sar = 7 (@)
wr’h — 1 000 = 0.
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Al multiplicar la primera ecuacién por r, la segunda por 2/ y restar, obtenemos
8mr* — Smrh = 0 0 wr(8r — 5h) = 0.

Puesto que 7 = 0 no satisface la ecuacién de restriccion, tenemos r = 3h. La restriccién nos da

5 1000 - 64 40
W= —"-— 0 h=— .
25 /257

Entonces, r = 25/V/257 y la tnica solucién de (4) es (25/ V251, 40/ V/25).

El costo minimo con restricciones es

C( 25 40 )_4 ( 25 >2+57T< 25 )( 40 )
257 N57) T\ N25% V257 J\V257
= 300V257 ~ $1284.75. m

I Funciones de tres variables Para encontrar los extremos de una funcién de tres variables
w = f(x, v, 2) sujeta a la restriccion g(x, y, z) = 0, resolvemos un sistema de cuatro ecuaciones:

S, ¥, 2) = Agy(x, ¥, 2)
S ¥, 2) = Agy(x, ¥, 2)

5
Jx, 3, 2) = Ag.(x, 3, 2) ©)
glx,y,2) = 0.
=05\ |JMol-W Funcion de tres variables
Determine los extremos de f(x, y, z) = x> + y> + 7% sujetos a 2x — 2y — z = 5.
Soluciéon Con g(x,y,z) = 2x — 2y — z — 5, el sistema (5) es
2x =2\
2y = —2A
27 = —A
2x =2y —z—5=0.
Con A = x = —y = —2z, la iltima ecuacién produce x = ¥ y porelloy = —, z = —3. De tal
manera, un extremo con restricciones es f(%o -9 —g) =2 ]

I Dos restricciones Con el fin de optimizar una funcién w = f(x, y, z) sujeta a dos restriccio-
nes, g(x,v,z) =0y h(x,y,z) = 0, debemos introducir un segundo multiplicador de Lagrange
@ (la letra griega mintscula mu) y resolver el sistema

filx, ¥, 2) = Ag(x, v, 2) + ph(x, v, 2)

Ly, 2) = Agy(x, v, 2) + ph(x,y,2)

£y, 2) = Ag(x, v, 2) + ph(x,y, z) (6)
g, y,2) =0
h(x,y,z) = 0.

A=\ XMW Dos restricciones

Encuentre el punto sobre la curva C de interseccién de la esfera x> + y> + z> = 9 y el plano
x —y + 3z = 6 que estd mas alejada del plano xy. Luego determine el punto sobre C que estd
mads cercano al plano xy.

Solucién La FIGURA 13.10.5 sugiere que existen dos de tales puntos P; y P, con coordenadas
z no negativas. La funcién f para la cual deseamos encontrar un maximo y un minimo es sim-
plemente la distancia desde cada uno de estos puntos al plano xy, esto es, f(x,y,2) = z.

www.FreelLibros.org
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742 CAPITULO 13 Derivadas parciales

Si tomamos g(x,y,z) = x* + y* + 22 — 9y h(x,y,z) = x — y + 3z — 6, entonces el sistema

(6) es
0=2xA+p
0=29A —pn
1 =2zA + 3

x2+y2+zz—9=0
x—y+3z—-6=0.

Sumamos la primera y la segunda ecuaciones para obtener 2A(y + x) = 0. Si A =0, entonces la
primera ecuacién implica p = 0, pero la tercera ecuacion en el sistema conduce a la contradic-
cién 0 = 1. Ahora bien, si tomamos y = —x, las dos ecuaciones se vuelven

P+ +2-9=0 2 +72=9
x+x+3z—-6=0 0 2x + 3z = 6.

Al resolver el ultimo sistema, obtenemos

=3 2y =83y

T2Vt T
_6 9 s -8 3 a7
y YRV rE g vt
Entonces, los puntos en C que estdn mds alejado y mds cercano al plano xy son, respectiva-
mente,
6 9 6 9 18 , 3
P1<11 — 5 14, —ﬁ + Z\/ﬁ,ﬁ + ”\/ﬁ)
6 9 6 9 18 3
y Pz(]l+22\/14,—11—22\/14,1]—11 14)
Las coordenadas aproximadas de P,y P, son (—0.99, 0.99, 2.66) y (2.08, —2.08, 0.62). |

I Posdata: Un poco de historia Joseph Louis Lagrange nacié en 1736 como Guiseppe
Lodovico Lagrangia en Turin, en el reino de Sardinia, y muri6 en Paris en 1813. Lagrange fue
el ultimo de los once hijos de su madre y el tinico que vivié mds alld de la
infancia. En su adolescencia ya era profesor en la Escuela Real de Artilleria
en Turin. Invitado ahf gracias a los esfuerzos de Euler y D’ Alembert, dedic6
veinte productivos afios en la corte de Federico el Grande, hasta la posterior
muerte de éste en 1786. Luego, Luis XVI lo instal6 en el Louvre, donde se
dice que fue el favorito de Marfa Antonieta. Deploré los excesos de la
Revolucién francesa, aunque ayudé al nuevo gobierno a establecer el sis-
tema métrico. Fue el primer profesor de la Escuela Politécnica, donde el
calculo y la teoria de nlimeros fueron sus especialidades.

Lagrange

<
- NOTAS DESDE EL AULA

B e ——

Advierta que en el ejemplo 5 concluimos con las vagas palabras “un extremo con restriccio-
nes es”. El método de los multiplicadores de Lagrange no tiene un indicador integrado que
sefiale 0 cuando se encuentra un extremo. Ademads del procedimiento grafico
analizado al principio de esta seccidn, otra manera de que usted mismo se convenza respecto a
la naturaleza del extremo es compararlo con los valores obtenidos al calcular la funcién dada
en otros puntos que satisfagan la ecuacién de restriccion. De hecho, de esta manera encontra-

mos que % del ejemplo 5 es en realidad un minimo con restricciones de la funcién f.
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13.10 Multiplicadores de Lagrange 743

AIALENER IR Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43.

= Fundamentos

En los problemas 1 y 2, dibuje las graficas de las curvas de
nivel de la funcién f dada y la ecuacion de restriccion que se
indica. Determine si f tiene un extremo con restricciones.

1. f(x,y) = x + 3y, sujetaax® + y> =1
2. f(x,y) = xy,sujetaasx +y=1,x=0,y=0

En los problemas 3-20, utilice el método de los multiplicado-
res de Lagrange para encontrar los extremos con restricciones
de la funcién dada.

3. Problema 1 4. Problema 2

5. f(x,y) = xy, sujetaa x> + y* = 2

6. f(x,y) = x* + y* sujetaa2x + y =15

7. f(x,y) = 3x* + 3y* + 5, sujetaax — y = 1

8. f(x,y) = 4x* + 2y* + 10, sujeta a 4x* + y*> = 4

9. f(x,y) = x> + y%, sujetaax* + y* =1
10. f(x,y) = 8x> — 8xy + 2y% sujetaa x> + y* = 10
11. f(x,y) = x’y, sujetaa Vx + Vy =1
12. f(x,y) = xy*, sujetaa x> + y* = 27
13. f(x,y,2) = x + 2y + z, sujetaa x> + y* + 22 = 30
14. f(x,y,2) = x>+ > + % sujetaax + 2y + 3z = 4

15. f(x,y,2) = xyz, sujeta a x> + ;y* + §2° = 1,
x>0,y>0,z>0

16. f(x,y, 2)

17. f(x,y,2) =X + ¥y + 2, sujetaax +y + z = 1,
x>0,y>0,z>0

=xyz + 5,sujetaax’ + y  + 22 =24

18. f(x,y,z) = 4x*y’z, sujetaax* + y* + 72 = 9,
x>0,y>0,z>0

19. fx,y,2) = x>+ y* + A sujetaa2x +y +z =1,
—x+2y—3z=4

20. f(x,y,2) = x>+ y* + 2 sujetaadx + z =7,
2=x2+ )

21. Encuentre el drea maxima de un tridngulo rectingulo
cuyo perimetro es 4.

22. Encuentre las dimensiones de una caja rectangular abier-
ta con volumen mdximo si su area superficial es igual a
75 cm?. {Cudles son las dimensiones si la caja es cerrada?

= Aplicaciones

23. A un tanque cilindrico recto se le superpone una tapa
conica en la forma que se ilustra en la FIGURA 13.10.6. El
radio del tanque es de 3 m y su drea superficial total
corresponde a 81 7m” Encuentre las alturas x y y de
manera que el volumen del tanque sea un maximo. [Suge-

rencia: El 4rea superficial del cono es 37V 9 + y2.]

<3 m>|
FIGURA 13.10.6  Cilindro con
tapa conica del problema 23

24. Ennegocios, un indice de utilidad U es una funcién que pro-
duce una medida de la satisfaccién obtenida a partir de la
compra de cantidades variables, x y y, de dos productos que
se venden regularmente. Si U(x, y) = x'3y?3 es un indice
de utilidad, encuentre sus extremos sujetos ax + 6y = 18.

25. El proceso de Haber-Bosch* produce amoniaco me-
diante una unién directa de nitrégeno e hidrégeno bajo

condiciones de presioén P y temperatura constantes:

catalizador

N, + 3H, 2NHs.

Las presiones parciales x, y y z del hidrégeno, nitrégeno y
amoniaco satisfacen x + y + z = Py la ley de equilibrio
7*/xy® = k, donde k es una constante. La cantidad méxima
de amoniaco ocurre cuando se obtiene la presion parcial
méxima de este mismo. Determine el valor maximo de z.
26. Si una especie de animales tiene n fuentes de alimento, el

indice de amplitud de su nicho ecoldgico se define como

I S

X+ e+ X
donde x;,i = 1,2, ..., n,eslafraccion de la dieta de los
animales que proviene de la i-ésima fuente de alimentos.
Por ejemplo, si la dieta de los péjaros consiste en 50% de
insectos, 30% de gusanos y 20% de semillas, el indice
de amplitud es

1 3 1
(0.50)* + (0.30)> + (0.20)

~ 025+ 0.09 + 0.04
1

Adviertaque x; + x, +--- +x,=1y0 =x;, = 1 para
toda i.

a) Para especies con tres fuentes alimenticias, demuestre

que el indice de amplitud se maximiza si x; = x, =
i

X3 = 3.
b) Demuestre que el indice de amplitud con n fuentes se
maximiza cuando x; = x, = - -+ = x, = 1/n.

*Fritz Haber (1868-1934) fue un quimico alemdan. Por el invento de este pro-
ceso, Haber obtuvo el premio Nobel de Quimica en 1918. Carl Bosch, cufiado
de Haber e ingeniero quimico, fue quien hizo que este proceso fuera practico a
gran escala. Bosch obtuvo el premio Nobel de Quimica en 1931. Durante la
Primera Guerra Mundial el gobierno aleman utiliz6 el proceso de Haber-Bosch
para producir grandes cantidades de fertilizantes y explosivos. Haber fue pos-
teriormente expulsado de Alemania por Adolfo Hitler y muri6 en el exilio.
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744 CAPITULO 13 Derivadas parciales

= Piense en ello

27.

28.

29.

30.

31.

Dé una interpretacién geométrica de los extremos en el
problema 9.

Dé€ una interpretacion geométrica de los extremos en el
problema 14.

D¢ una interpretacién geométrica del extremo en el pro-
blema 19.

Dé€ una interpretacién geométrica del extremo en el pro-
blema 20.

Encuentre el punto P(x, y), x > 0,y > 0, sobre la super-
ficie xy? = 1 que es mds cercano al origen. Muestre que

Revision del capitulo 13

32.

33.

34.

el segmento de recta del origen a P es perpendicular a la
recta tangente en P.
Encuentre el valor mdximo de f(x, y, z) = W sobre el
planox +y + z = k.
Utilice el resultado del problema 32 para probar la de-
sigualdad

Viyz = %ﬁ
Encuentre el punto sobre la curva C de interseccion del
cilindro x> + z> = l yel planox + y + 2z = 4 que estd
mds alejado del plano xz. Encuentre el punto sobre C que
es mds cercano al plano xz.

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-43.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-10, responda verdadero (V) o falso (F).

1. Si lim(, y) 4, » f(x, y) tiene el mismo valor para un nimero infinito de aproximaciones
(a, b), entonces el limite existe.

2. Los dominios de las funciones

fy) = VInGe? +y* = 16) 'y g(x,y) = In(x* + y* = 16)

son los mismos.

3. La funcién

S, y) =

es continua en (0, 0).

A I A U

10. Sif.(x,y) = 0y fy(x,y) = O en (a, b) entonces f(a, b) es un extremo relativo.

B. Llene los espacios en blanco

1 — cos(x?* + y?)

O’

Vz es perpendicular a la grafica de z = f(x, y).

Si f tiene segundas derivadas parciales continuas, entonces f;, = f,..

. () #(0,0)
(x.y) =(0,0)

xz-i-y2

La funcién f(x, y) = x*> + 2xy + y° es continua en todas partes.
Si dz/dx = 0, entonces z = constante.

Si Vf = 0, entonces f = constante.

V£ apunta en la direccién en la cual f aumenta con mayor rapidez.

En los problemas 1-12, llene los espacios en blanco.

1. Iim
(e y) =1, 1) 5x% — y?
2

xy- + 1

3x* + xy? — 3xy — 2y°

2. fx,y) = x vt 1 es continua excepto en los puntos

3. Para f(x, y) = 3x> + y? la curva de nivel que pasa por (2, —4) es

9

4. Sip = gn. ). q = h(n. &) entonces 25T(p. ) =

5. Sir = g(w),s = h(w), entonces %F(r, s) =
www.FreelLibros.org
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6. Si s es la distancia que un cuerpo demora en caer en el tiempo ¢, entonces la aceleracion de
la gravedad g puede obtenerse de g = 2s/t>. Pequeifios errores de As y Atz en las medicio-

nes de s y ¢ resultardn en un error aproximado en g de
4
7. La derivada parcial ——— en notacién de subindices es
dx dz dy

8. La derivada parcial f,,, en notacién d es .
9. Sif(x,y) = ij(t) dt, entonces y = y y =
X ay 0x
10. En (xy, yo, zo) la funcién F(x,y,z) = x + y + z aumenta mas rdpidamente en la direccion
de .
11. Si F(x, y, 2) = f(x, y)g(y)h(z), entonces F,, =

12. Si z = f(x, y) tiene derivadas parciales continuas de cualquier orden, escriba todas las posi-
bles derivadas parciales de cuarto orden.

C. Ejercicios

En los problemas 1-8, calcule la derivada indicada

Loz =ye ™ L 2. z = In(cos(uv)); z,
82
3. f(r,0) = m; fo 4. f(x,y) = 2x + )% 6712
X
aZZ ) N 632
5. z = cosh(x%?); — 6. 7= (& + e
’ 0y’ ( ) ox? ady

X Z 4
woox 2 o

7. F(s,t,v) = s’v™% F, 8. w= ;.
v < y X' axay?az

En los problemas 9 y 10, encuentre el gradiente de la funcién dada en el punto que se indica.
— o1 _ X3

9' f(x,)’) = tan ;7 (1,_1) 10' f(X,}G Z) - 4 ) (17 2, 1)

Z

En los problemas 11 y 12, determine la derivada direccional de la funcién dada en la direccién
que se indica.

11. f(x,y) = x*y — y*x; D, fen la direccién de 2i + 6j

12. f(x,y,2) = In(x* + y* + 2%); D,fen ladireccién de —2i + j + 2k

En los problemas 13 y 14, dibuje el dominio de la funcién dada.
0 = - 2 . - 1
13. flr,y) = V1 = (x +y) 14. f(x, y) Gy =%
En los problemas 15 y 16, determine Az para la funcién dada.
15. 7 = 2xy — y? 16. z=x>— 4y +7x — 9y + 10

En los problemas 17 y 18, encuentre la diferencial total de la funcién dada.
x — 2y

2= ey

18. A = 2xy + 2yz + 2zx

19. Determine las ecuaciones simétricas de la recta tangente de (—\@, 1, 3) para la traza de
7= Vx> + 4%enel planox = —V5.

20. Encuentre la pendiente de la recta tangente en (2, 3, 10) a la curva de interseccion de la
superficie z = xy + x* y el plano vertical que pasa por P(2,3) y Q(4,5) en la direccién
de Q.

21. Considere la funcién f(x, y) = x*y*. En (1, 1) ;cudl es:
a) la tasa de cambio de fen la direccién de i?

b) la tasa de cambio de fen la direccién de i — j?
¢) la tasa de cambio de fen la direccién de j?
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746 CAPITULO 13 Derivadas parciales

22.

23.
24.

25.
26.

217.

28.

Seaw = V2 +y? + 22

a) Six = 3sen 2ty =4 cos 2,z = 5¢°, determine %

b) Si x = 3sen(2t/r),y = 4 cos(2r/1),z = 5r', encuentre %V'

Encuentre una ecuacién del plano tangente a la gréifica de z = sen xy en (%, i, l\/5).

Determine si hay algunos puntos sobre la superficie z> + xy — 2x — y> = 1 en los cuales
el plano tangente es paralelo a z = 2.

Encuentre una ecuacién del plano tangente al cilindro X+ y2 =25en (3,4, 06).

(En qué punto la derivada direccional de f(x, y) = x* + 3xy + y* — 3x? en la direccién de
i + j es un minimo?

Calcule las dimensiones de una caja rectangular con volumen maximo que estd acotada en el
primer octante por los planos de coordenadas y el plano x + 2y + z = 6. Vea la FIGURA 13.R.1.

sobre el plano
x+2y+z=6

FIGURA 13.R.1  Caja y plano del problema 27

Un efecto de la teoria general de la relatividad de Einstein es que un objeto masivo, como
una galaxia, puede actuar como una “lente gravitacional”; esto es, si la galaxia estd ubicada
entre un observador (en la Tierra) y una fuente luminosa (como un cudsar), entonces esa
fuente luminosa aparece como un anillo que rodea la galaxia. Si la lente gravitacional es
mucho mds cercana a la fuente luminosa que al observador, entonces el radio angular 6 del
anillo (en radianes) se relaciona con la masa M de la lente y su distancia D desde el obser-

vador mediante
1/2
o= ()
cD

donde G es la constante gravitacional y ¢ es la velocidad de la luz. Vea la FIGURA 13.R.2.

a) Resuelva para M en términos de 6 y D.

b) Encuentre la diferencial total de M como una funcién de 6 y D.

¢) Si el radio angular 6 puede medirse con un error no mayor a 2% y la distancia D a la lente
puede estimarse con un error no mayor a 10%, ;cudl es el error porcentual maximo apro-
ximado en el célculo de la masa M de la lente?

galaxia

P
-7 cuasar
-

FIGURA 13.R.2 Galaxia del problema 28
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29. La velocidad del péndulo cénico que se muestra en la FIGURA 13.R.3 estd dada por v = rVg/y,
donde g = 980 cm/s%. Si r disminuye de 20 a 19 cm y y aumenta de 25 a 26 cm, ;cudl es el
cambio aproximado en la velocidad del péndulo?

-

R

FIGURA 13.R.3  Péndulo cénico del problema 29

30. Encuentre la derivada direccional de f(x,y) = x> + y* en (3, 4) en la direccién de a)
Vi, =2)y b) Vf(3, 4).

31. Las llamadas temperaturas de estado estable dentro de un circulo de radio R estdan dadas por
la formula de la integral de Poisson.

UG 0) = 5 f ’ R f) do.
’ 2m | R* — 2R cos(6 — ¢) + r?

Diferenciando formalmente bajo el signo de la integral, demuestre que U satisface la ecua-
cion diferencial parcial

r*U,, + rU. + Uy = 0.

32. La funcién de produccién Cobb-Douglas z = f(x, y) se define mediante z = Ax*y”, donde
A, a'y 3 son constantes. El valor de z recibe el nombre de salida eficiente para las entradas
xy y. Demuestre que

_aw B _ale—lx
fe= x’ 5= y’ fu = 2

BB -1z _ . _aBz
f,vy - y2 y ny _f,vx - xy

En los problemas 33-36, suponga que f(a, b) = 0, f,(a, b) = 0. Si las derivadas parciales de
orden superior dadas se evalian en (a, b), determine, si es posible, si f(a, b) es un extremo rela-
tivo.

B. fu=4fy=6fy =95 M fo=21,=Tf,=0

35 fou= —5.fy = 9.1, =6 36. f.,. = —2,f,, = =8, f, =4

37. Exprese el area A del tridngulo recto como una funcién de la longitud L de su hipotenusa y
uno de sus dngulos agudos 6.

38. En la FIGURA 13.R.4 exprese la altura 4 de la montafia como una funcién de los dngulos 0 y ¢.

h
0 ¢ l

— ——
e 1 —]
FIGURA 13.R.4 Montafia del problema 38

39. El pasillo de tabique que se muestra en la FIGURA 13.R.5 tiene un ancho uniforme z. Exprese el
drea A del pasillo en términos de x, y y z.
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748 CAPITULO 13 Derivadas parciales

A

FIGURA 13.R.5 Pasillo del problema 39

40. Una caja abierta hecha de plastico tiene la forma de un paralelepipedo rectangular. Las
dimensiones exteriores de la caja se dan en la FIGURA 13.R6. Si el pldstico es de 5 cm de espe-
sor, encuentre el volumen aproximado del plastico.

1~
251m 305

[«<——40 cm
FIGURA 13.R.6 Caja abierta del problema 40

41. Una caja rectangular, que se muestra en la FIGURA 13R.7, estd inscrita en el cono z =
4—"\Vx*+ y% 0 = z = 4. Exprese el volumen V de la caja en términos de x y y.

BT (%.y,2)
IEEEa e =
————':;7-/————‘7-’———_':-74————-»)7
= ===S7 55
Vs

FIGURA 13.R.7 Caja inscrita del problema 41

42. La caja rectangular que se muestra en la FIGURA 13.R.8 tiene una cubierta y 12 compartimen-
tos. La caja estd hecha de un plastico pesado que cuesta 1.5 centavos por pulgada cuadrada.
Encuentre una funcién que dé el costo C de construccién de la caja.

FIGURA 13.R.8 Caja rectangular del problema 42
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Capitulo 14

Integrales multiples

traza de la superficie )
en el plano x = constante superficie
% z2=f(x,y)

I i
! 1
e |
I .
! |

——p -

1

|
ya I
i 1
1 R :

y=g®  y=g©x

En este capitulo Concluimos nuestro estudio del calculo de funciones de multiples variables
con las definiciones y aplicaciones de integrales definidas en dos y tres dimensiones. Estas
integrales se llaman de modo més comdn como la integral doble y la integral triple,
respectivamente.

14.1 La integral doble

14.2 Integrales iteradas

14.3 Evaluacion de integrales dobles

14.4 Centro de masa y momentos

14.5 Integrales dobles en coordenadas polares

14.6 Area de la superficie

14.7 La integral triple

14.8 Integrales triples en otros sistemas de coordenadas

14.9 Cambio de variables en integrales mdltiples
Revision del capitulo 14

: 749
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750 CAPITULO 14 Integrales multiples

141 La integral doble

I Introduccion Recuerde de la seccién 5.4 que la definicion de la integral definida de una fun-
cion de una sola variable estd dada por el limite de una suma:

Gt D J f) dx = Jim 2 FGHAX,. (1)

Se le pide revisar los pasos que llevaron a esta definicién en la pagina 295. Los pasos prelimina-

res andlogos que conducen al concepto de integral definida bidimensional, conocidos simple-

R

mente como integral doble de una funcién f de dos variables, se dan a continuacion.

(
\
%

7 Sea z = f(x, y) una funcién definida en una region cerrada y acotada R del plano xy.

/ Considere los siguientes cuatro pasos:

e Por medio de una reticula de lineas verticales y horizontales paralelas a los ejes de coor-

x denadas, forme una particién P de R en n subregiones rectangulares R, de dreas AA; que

FIGURA 141.1 Punto muestra estén por completo sobre R. Son los rectingulos que se muestran en rojo claro en la FIGU-

en Ry

R5 R4

R | Ry | Ry

RA 14.1.1.

* Sea | P| la norma de la particién o la longitud de la diagonal mas grande de las n subre-
giones rectangulares R;.

* Elija un punto muestra (x}, y;) en cada subregién R.

« Forme la suma X;_, f(x}, y{)AA,.

Asi, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 14.1.1 La integral doble

Sea funa funcioén de dos variables definida sobre una region cerrada R del plano xy. Entonces
la integral doble de f sobre R, denotada por [[;f(x, y) dA, se define como

IPl—0 ¢

J J f(x,y)dA = lim Ef(xk,yA)AAk )

R

Si el limite en (2) existe, afirmamos que f es integrable sobre R y que R es la region de
integracién. Para una particién P de R en subregiones R, con (x}, y{) en R;, una suma de la
forma X f(x}, y§)AA, se denomina suma de Riemann. La particién de R, donde las R, yacen
por completo en R, recibe el nombre de particion interior de R. La coleccién de rectingulos
sombreados en las siguientes dos figuras ilustra una particion interna.

Nota: Cuando f es continua sobre R, el limite en (2) existe, esto es, f es necesariamente inte-
grable sobre R.

A5\ [ BN Suma de Riemann

Considere la regién de integraciéon R en el primer cuadrante acotado por las graficas de
x+y=2,y=0yx = 0. Aproxime la integral doble [[z(5 — x — 2y) dA utilizando una suma
de Riemann, las R, que se muestran en la FIGURA 14.1.2 y los puntos muestra (x7, y7) en el centro
geométrico de cada Ry.

N Solucién De la figura 14.1.2 vemos que AA; = , 6y las (x}f y¥) en las

2

1.1
2°2 s
R, parak=1,2,...,6, son a su vez, ( ) ( ) (% i) 3 %), (i, %) (i, %) Por consiguiente, la

FIGURA 14.1.2 Regi6n de suma de Riemman es
integracién R en el ejemplo 1

NP ll)l (, ,> (é l)l (é é)l (l §> ( )1
171151 131, 11 131,91
Sa st e d T st s T st g
17 15 13 | 11 13 9 — 4875 -

16716 16 16 T 16 T 16
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I Volumen Sabemos que cuando f(x) = 0 para toda x en [a, b], entonces la integral definida
(1) produce el drea bajo la gréafica de f sobre el intervalo. De manera similar, si f(x, y) = O sobre
R, entonces sobre R, como se muestra en la FIGURA 14.1.3, el producto f(x}, y)AA, puede interpre-
tarse como el volumen de un paralelepipedo, o prisma, rectangular, de altura f(x7, y) y drea de
la base AA,. La suma de n volimenes > _ , f(xF, y{)AA, es una aproximacion al volumen V del
s6lido acotado entre la regiéon R y la superficie z = f(x, y). El limite de esta suma cuando
|P|| = 0, si existe, producird el volumen de este sélido; esto es, si f es no negativa sobre R,
entonces

V= ”f(x, y) dA. (3)
R

Los paralelepipedos construidos en las seis R que se muestran en la figura 14.1.2 se ilustran en
la FIGURA 14.1.4. Puesto que el integrando es no negativo sobre R, el valor de la suma de Riemann
dada en el ejemplo 1 representa una aproximacién al volumen del sélido acotado entre la regién
R y la superficie definida por la funcién f(x,y) =5 — x — 2y.

I Area Cuando f(x, y) = 1 sobre R, entonces H}l)}"mo > AA; dard simplemente el drea A de la

region; esto es,
A= J J dA. (@)

R

I Propiedades Las siguientes propiedades de la integral doble son similares a aquellas de la
integral definida dadas en los teoremas 5.4.4 y 5.4.5.

Teorema 14.1.1 Propiedades

Sean f'y g funciones de dos variables que son integrables sobre una regién R del plano xy.
Entonces

i) ij fx,y)dA = k“ f(x,y) dA, donde k es cualquier constante
R

ii) ”[f(x, y) * glxy)]dA = ”f(x, y)dA * ”g(x, y) dA
R R

=

iii) ﬁ[f(x, y)dA = ij(x, y)dA + ﬁ[f(x, y) dA, donde R; y R, son subregiones que no se
R R, R,
traslapany R = R, U R,

iv) ”f (x,y)dA = ”g(x, y) dA si f(x, y) = g(x, y) sobre R.
R R

La parte iii) del teorema 14.1.1 es el equivalente bidimensional de la propiedad del interva-
lo aditivo

b c b
J’f(x) dx = Jf(x) dx + Jf(x) dx

(teorema 5.4.5). La FIGURA 14.1.5 ilustra la divisién de una regién en subregiones R; y R, para las
cuales R = R; UR,. Las regiones R; y R, pueden no tener puntos en comun excepto posible-
mente en su frontera comiin. Ademads, el teorema 14.1.1iii) se extiende a cualquier ndmero fini-
to de subregiones que no se traslapan cuya unién es R. También se sigue del teorema 14.1.1iv)
que [[xf(x,y) dA > 0 siempre que f(x, y) > 0 para todo (x, y) en R.

I Volumen neto Desde luego, no toda integral doble produce volumen. Para la superficie
z = f(x, y) que se muestra en la FIGURA 14.1.6, [f;f(x, ) dA es un nimero real pero no es el volu-
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s R
FIGURA 14.1.3 Se construye un
paralelepipedo rectangular sobre
cada Ry

2

A
x

FIGURA 14.1.4  Paralelepipedos
rectangulares sobre cada Ry en la
figura 14.1.2

R=R,UR,

FIGURA 14.1.5 La regién R es la
unién de dos regiones

superficie arriba
del plano xy (f(x, y)>0)

superficie abajo /\\\ e
del plano xy (f(x, y)<0) ~~
FIGURA 14.1.6  Sobre R la super-
ficie estd parcialmente por arriba
y parcialmente por abajo del
plano xy
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men puesto que f es no negativa sobre R. Andlogo al concepto del drea neta que se discuti6 en la
seccién 5.4, podemos interpretar la integral doble como la suma del volumen acotado entre la
grafica de fy la regién R siempre que f(x, y) = 0y el negativo del volumen entre la gréfica de f
y la regién R siempre que f(x, y) = 0. En otras palabras, [[;f(x, y) dA representa un volumen
neto entre la grafica de f'y el plano xy sobre la region R.

AL ENRE Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44.

= Fundamentos

1. Considere la regién R en el primer cuadrante que esta
acotada por las graficas de x> + y* = 16, y=0y x = 0.
Aproxime la integral doble [[r(x + 3y + 1) dA utilizan-
do una suma de Riemann y las R; que se muestran en la
FIGURA 14.1.7. Elija los puntos muestra (x}, yi) en el centro
geométrico de cada Ry.

1

FIGURA 14.1.9 Regi6n de integracién
del problema 3

W

4. Considere la regién R acotada por las graficas de y = x°

N y y = 4. Ponga una reticula rectangular sobre R corres-

\ pondiente a las rectas x =—2, x = —%, x=—1,...,x=2,

\ yy=0,y= %,y =1,...,y = 4. Aproxime la integral

! doble [[; xydA utilizando una suma de Riemann, donde

x los puntos muestra (x7, yi') se elijan en la esquina inferior
derecha de cada rectdngulo completo R, en R.

1
FIGURA 14.1.7 Regién de
integracién del problema 1 En los problemas 5-8, evaltie [[;10 dA sobre la regién R dada.
Emplee férmulas geométricas.

2. Considere la region R en el primer cuadrante acotada por
las grificas de x +y=1,x+y=3,y=0y x=0. 5

Aproxime la integral doble [[;(2x + 4y) dA utilizando

una suma de Riemann y las R, que se muestran en la FIGU-
RA 14.18. Elija los puntos muestra (xj, y) en la esquina T
superior derecha de cada R;. 1

. y 6- y

e e e S Y

FIGURA 14.1.10 Regién de

y )
* integracién del problema 5 FIGURA,V"]'” Regién de
integracién del problema 6
7.y
1
R
2+ (y—2)2=4
—> X — X
1

FIGURA 14.1.8 Regién de FIGURA 14.1.12  Regién de

integracién del problema 2 integracién del problema 7 FIGURA 14.1.13 Regi6n de

integracién del problema 8

3. Considere la region rectangular R que se muestra en la
FIGURA 14.1.9. Aproxime la integral doble [[x(x + y)dA
utilizando una suma de Riemann y las R; que se muestran
en la figura. Elija los puntos muestra (x7, yF) en
a) el centro geométrico de cada R, y 10. Considere la regiéon R del segundo cuadrante que estd
b) la esquina superior izquierda de cada R;. acotada por las graficasde —2x + y = 6,x=0yy = 0.
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9. Considere la regién R acotada por el circulo (x — 3)*
+y*=9. ;La integral doble [[z(x + 5y) dA representa un
volumen? Explique.



¢La integral doble [[x(x* + y°) dA representa un volu-
men? Explique.

En los problemas 11-16, suponga que [[zx dA =3, [[ry dA
=7y el drea de R es 8. Evalde la integral doble dada.

11. JJlO dA 12. jJ—Sx dA
R R

13. J J’(Zx + dy) dA 14. ”(x — y)dA

R R

14.2 Integrales iteradas

14.2 Integrales iteradas 753

16. “ysz—”(ery)sz
R R

En los problemas 17 y 18, considere que R; y R, son regiones
que no se traslapan tales que R = R; U R,.

17. Si [z f(x,y)dA = 4y [ff(x,y) dA = 14, ;cudl es el
valor de [[i f(x, y) dA?

18. Suponga que [Ji f(x,y) dA = 25y [[z, f(x, y) dA = 30.
(Cudl es el valor de [[z f(x, y) dA?

15. ”(3x + 7y + 1)dA
R

I Introduccion De manera similar al proceso de la diferenciacion parcial podemos definir la
integracion parcial. El concepto de la integracion parcial es la clave para un método préctico
de evaluacion de una integral doble. Puesto que estaremos utilizando la integracién indefinida y
la definida, le recomendamos ampliamente un repaso del material de la seccién 5.1, la seccién

5.2y el capitulo 7.

1 Integracion parcial

Si F(x, y) es una funcion tal que su derivada parcial con respecto a y es

una funcién f, esto es F,(x, y) = f(x, y), entonces la integral parcial de f con respecto a y es

Jf()a y)dy = Fx,y) + ¢1(x),

ey

donde la funcién c¢;(x) desempeiia la parte de la “constante de integracién”. De manera similar,
si F(x, y) es una funcién tal que F,(x, y) = f(x, y), entonces la integral parcial de f con respec-

toaxes

Jf(x, ) dx = F(x,y) + c;(y).

2

En otras palabras, para evaluar la integral parcial [f(x, y) dy mantenemos x fija (como si fuera

una constante), en tanto que en Jf(x, y) dx mantenemos y fija.

Empleo de (1) y (2)

Evalue:
a) J6)cy2 dy b) J6xy2 dx.

Solucién
a) Al mantener a x fija,

J6xy2 dy = 6x - <%y3> + ¢;(x) = 2xy° + ¢;(x).

.0 3 _ 9 3, 0 _ 2 _ 2
: + = + = + 0 = 6xy>.
Comprobacion ay 2xy ci(x)) 3y 2xy aycl(x) 2x(3y°) + 0 = 6xy

b) Al mantener ahora y fija,

J6)cy2 dx =6- (%xz) . y2 + c(y) = 3)c2y2 + ().

Usted debe verificar este resultado tomando su derivada parcial con respectoax. M

I Integracion parcial definida Al evaluar una integral definida podemos prescindir de las fun-
ciones c¢;(y) y ca(x) en (1) y (2). También en este caso, si F(x,y) es una funcién tal que
Fy(x,y) = f(x, y), entonces la integral parcial definida con respecto a y se define como
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8:(0) (%)
J fx, y)dy = F(x, Y)} = F(x, g(x)) — F(x, g1(x)). 3)

21(x) 8i(x)

Si F(x, y) es una funcioén tal que F.(x, y) = f(x, y), entonces la integral parcial definida con
respecto a x es

hy(y) ha(y)
J J.y) dx = Flx, y)} = F(ho(y),y) = F(y(), y). 4)
() m()

Las funciones g;(x) y g»(x) en (3) y las funciones /,(y) y h,(y) en (4) se denominan los limites
de integracion. Desde luego los resultados en (3) y (4) se cumplen cuando los limites de inte-
gracién son constantes.

Empleo de (3) y (4)

Evalde:

2 3
a) J <6xy2 - 45> dy b) J <6xy2 - 45) dx.

Solucion
a) Se deduce de (3) que

2
j <6xy2 - 4§> dy = [2xy3 — 4x ln|y|}
1 1
= (16x —4xIn2) — 2x —4xIn 1)
= 14x — 4x1n 2.

6xy” — 4= )dx = 3x7y" — 2 —
~1 Y y Y Y /1=
18 2
( Y y Y y

=24y — —, u

2

b) De (4),

Empleo de (3)

X
Evalte J sen xy dy.

X

Solucién Puesto que estamos tratando a x como constante, advertimos primero que la integral
parcial de sen xy con respecto a y es (—cos xy)/x. Para ver lo anterior, tenemos por la regla de la
cadena,

9 —lcos = —l(—sen )ix = —l(—sen )X = sen x
Por consiguiente, por (3) la integral parcial definida es

x cos xy |* cos(x - x) cos(x - x%) cos x> cos x3
sen xy dy = < .= P G =) t— - =
XZ x°

Antes de continuar necesitamos examinar algunas regiones especiales en el plano xy.

I Regiones de tipo I y Il La region que se ilustra en la FIGURA 14.2.1a),
Ria=x=0b, g =y=gK,

donde las funciones frontera g, y g, son continuas, se denomina regiéon tipo I. En la figura
14.2.1b), la region

Riec=sy=d Iy =x=hy),
donde A, y h, son continuas, se denomina regién tipo II.
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Z b4
c d
y 7 - Y
ale Jox=h(y) -
y=g(x) y=g(x)
bl
X X
x = hy(y)
a) Region tipo 1 b) Regién tipo 11

FIGURA 14.2.1 Regiones en el plano

I Integrales iteradas Puesto que la integral parcial definida |, ;12(%) f(x, y) dy es una funcién de x
tnicamente, podriamos, como alternativa, integrar la funcién resultante con respecto a x. Si fes con-

tinua sobre una region R de tipo I, definimos una integral iterada de f sobre la regiéon mediante

b (&) b 22(x)
J J fx,y)dydx = J {J fx,y) dy} dx. (®)]

a Jg(x) 1)
La idea basica en (5) es realizar integraciones repetidas o sucesivas. El proceso de dos pasos
empieza con una integracién parcial definida que produce una funcién de x, la cual se integra
después de la manera usual de x = a a x = b. El resultado final de las dos integraciones serd un
nimero real. De manera similar, definimos una integral iterada de una funcién f continua sobre
una regioén R tipo II por medio de

d ( hy(y) d hy(y)
J J fx,y)dxdy = J { J fx,y) dx} dy. (6)
c ‘h c h

1) 1)
En (5) y (6), R recibe el nombre de regién de integracion.

N]S\" [ Xe "y Integral iterada

Evalde la integral iterada de f(x, y) = 2xy sobre la regién que se muestra en la FIGURA 14.2.2. A y=a2+1

Solucion La region es de tipo I 'y por ello de acuerdo con (5) tenemos

2 (x*+1 2 x2+1 2 x2+1
J j 2xy dydx = j {j 2xy dy} dx = j xyz} dx
—1x -1t Jx -1 X

2
= J [x(x? + 1)* — x*] dx

-1

|
2

2
= [é(xz + 1) — 1x4} = @. B FIGURA 1422 Regién R del
4 1 4 ejemplo 4

NS\ [JNe BN Integral iterada

4 [2y
Evalie J J (8x + €7) dxdy.

0y

Solucion Al comparar la integral iterada con (6), vemos que la region de integracién es de tipo
II. Vea la FIGURA 14.2.3. Iniciamos integraciones sucesivas utilizando (4):
2y

4 2y 4 2y 4
J J (8x + &) dxdy = J' “' (8x + %) dx} dy = J (4x* + Xey)} dy
0 0 y 0

v ) Y

4 >
(O
= 2 » — 2 y
L[(léy + 2ye’) = (dy” + ye') ] dy FIGURA 14.23 Region R del
ejemplo 5
4

J’ (12y2 + ye¥) dy <« integracién por partes
0

4
= {4y3 + ye' - e"} = 257 + 3¢* ~ 420.79. =
0
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)3\ [N l:N Integral iterada

3 2
Evalde J J <6xy2 - 4;;> dydx.
—171

Solucién En el resultado del inciso a) del ejemplo 2, tenemos

3 (2 3 2
J J <6xy2 - 4x> dydx = J {J <6)cy2 - 4x> dy] dx
171 y —1LJ y

3
= J (14x — 4x In 2) dx

-1

3
= (7x* = 2x*In 2)] =56 — 16 In 2 = 44.91. |
-1

La inspeccion de la FIGURA 14.2.4 debe convencerlo de que una region rectangular R definida
pora = x = b,c =y = d es simultdneamente del tipo I y del tipo II. Si f'es continua sobre R,
puede demostrarse que

b(d d (b
J J S, y) dydx = J Jf(x, y) dxdy. (7

a c

Usted debe verificar que

FIGURA 14.2.4 La regién 23
rectangular es tanto del tipo J J' <6xy2 - 4x> dxdy
I como del tipo II 1 J-1 y
produce el mismo resultado que la integral iterada del ejemplo 6.
Una region rectangular no es la tnica regién que puede ser tanto de tipo I como de tipo II.
Como en (7), si f es continua sobre una regiéon R que es simultdneamente del tipo I y del tipo
I, entonces las dos integrales iteradas de f sobre R son iguales. Vea los problemas 47 y 48 de los
ejercicios 14.2.

SEHMALEREWY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44.

= Fundamentos secy !
) ) 17. (2x + cos y) dx 18. y In x dx
En los problemas 1-10, evalde la integral parcial dada. han Vy
/2 1
1. Jd)’ 2. J(l — 2y)dx 19. J cos x sen’y dy 20. J y cos® xy dx
X 1/2
3. j(6x2y — 3x\Vy)dx 4. J(6x2y — 3x\Vy)dy En los problemas 21-42, evalte la integral iterada dada.
2 1 [y
5. Jldy 6. J(l ol — syhax 2L J J (8x — 10y + 2)dydx 22. J J (x + yPdxdy
x(y + 1) I —1do
7. J(12y cos 4x — 3seny)dx 8. Jsecz 3xydy V2
23. J j (2x — y)dxdy
y
9. J dx 10. J(Zx + 5y)%dy
\V/2x + 3y /4 [ cosx
. . . ) 24. J J (1 + 4y tan® x) dydx
En los problemas 11-20, evalde la integral parcial definida
dada. 3 2 )
2
11 J (6xy — Se”)dx 12. J tan xy dy 25. J j cos(2x + y) dxdy 26. J] L 2y sen wx~ dy dx
*31)( In 3 1 (2y R
13. J e dy j (8x%y — dxy?)dx 27. J J 6e**% dydx 28. J J e dxdy
1 Vy 0 Jo
15 J . dy 16. j iy 29 J J R dydx 30 J 1 J e = P dvdy
0x2+y2 3 o x+1 Vy —x o Jo
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31. 32. dxdy

[ v
o o VI1I—x?

4 (Vi
33. 34. J J 2ye *dydx
1

35.

@
&

w

0
N

1/3

Ly
J 6xIn(y + 1) dxdy
0

w0
I
S

27 (x 3 (1/x 1

39. i L(cos x — seny) dydx 40. <[ L T dydx
5w/12 V2 sen 26 /3 (1+cos 6

41. J rdrdf 42, J J rdrdf
7/12 71 0 3 cos 6

En los problemas 43-46, dibuje la regiéon de integracién R
para la integral iterada que se indica.

2 2+l 4V
43. J J f(x,y) dydx 44. J J fx, y) dxdy
0 J1 1=V

“[]

En los problemas 47 y 48, verifique mediante un dibujo que
la regién tipo I es la misma que la region tipo II. Verifique
que las integrales iteradas que se indican son iguales.

x*+1

Sf(x, y) dydx

2

16—y*

2
f(x, y) dxdy 46. J J
-1

—X

14.3 Evaluacion de integrales dobles

14.3 Evaluacion de integrales dobles 757

47. Tipo IL: %xSyS\/)E, 0=x=4
Tipo II: y’=x=2y, 0=y=2

4 (Va 2 2y
J J x%y dydx = J J x%y dxdy
0 2 0 Jy2

y

48. Tipo . - VI—-x*=y=VI1-x% 0=x=1
Tipo II: 0=x=VI—-y}, —-1=y=1

1 V1-22 1 (V1-y?
J J 2xdydx = J J 2xdxdy
o J-V1-x -1

En los problemas 49-52, verifique la igualdad que se indica.

2 (3 32
49. J szdydx = J j x*dxdy
170 o J-1

402
0. J J 2x + 4y) dxdy = J j 2x + 4y) dydx
2 2

-2

T T (3
51. J (3x y—4seny)dydx—J J(szy—4seny)dxdy
0 0 J1
8y
52. J(x-l—l +l>dxdy—

) dydx

JzJ’ ]<’C
0 Y0 1 y2 1
53. Slf y g son integrales, demuestre que

( L bf () dx)( fg(y) dy)-

54. Emplee el resultado del problema 53 para evaluar

J J xye I dx dy.
o o

= Piense en ello

d (b
J Jf(x)g(y) dxdy =

I Introduccion Las integrales iteradas de la seccién anterior proporcionan los medios para
evaluar una integral doble [[zf(x, y) dA sobre una regién tipo I o tipo IT o una regién que puede

expresarse como una unién de un nimero finito de estas regiones.

al matematico italiano Guido Fubini (1879-1943).

El siguiente resultado se debe

Teorema 14.3.1 Teorema de Fubini

Sea f continua sobre una regién R.

i) Si R es una region de tipo I, entonces

b
ij(x’ y)dA = j
f a

ii) Si R es una region de tipo II, entonces

81(x)

()

82(x)
J f(x,y) dydx.

d [ha(y)
”f(x,y)dA_ JJ f(x,y) dxdy.
R c Jh

ey

2
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traza de la superficie o
en el plano x = constante superficie
2= fx.y)

1
R '/ (x.8,x).0)

y=g(x) y=gx

FIGURA 14.3.1 EIl drea A(x) del
plano vertical es una integral
definida de f

1.____

FIGURA 14.3.2 Regién R del
ejemplo 1

El teorema 14.3.1 es la contraparte de la integral doble del teorema 5.5.1, el teorema funda-
mental del cédlculo. Si bien el teorema 14.3.1 es dificil de probar, podemos tener alguna idea
intuitiva de su importancia al considerar volimenes. Sea R una regién de tipoly z = f(x, y) con-
tinua y no negativa sobre R. El drea A del plano vertical que se muestra en la FIGURA 14.3.1 es el
drea bajo la traza de la superficie z = f(x, y) en el plano x = constante y en consecuencia esta
dado por la integral parcial

82(%)

Alx) = J J(x, y) dy.
8

1(x)

Al sumar todas estas dreas de x =a a x = b, obtenemos el volumen V del s6lido sobre R y deba-
jo de la superficie:

b b [ g(x)
V= J Alx) dx = J J f(x,y) dydx.

81(x)

Sin embargo, como ya hemos visto en (3) de la seccién 14.1, este volumen estd también dado
por la integral doble V = [[;f(x, y) dA. En consecuencia,

b [ &)
V= JJf(x, y)dA = J J f(x,y) dydx.
R a

81(x)

AN BN [ntegral doble

Evalde la integral doble [fze" "™ dA sobre la regién R acotada por las graficas de y =1, y = 2,
y=xyy=—x+35.

Soluciéon Como se advierte en la FIGURA 14.3.2, R es una regién de tipo II; por consiguiente, por
(2) integramos primero con respecto a x desde la frontera izquierda x = y hasta la frontera dere-

chax =35 —y:
2 (5—y
Jjeﬁw dA = J J e dxdy

R

—ig ;e7+%e~277164 [ ]

Como una ayuda para reducir una integral doble a una integral iterada con limites de inte-
gracién correctos, resulta util visualizar, como se sugiere en la discusion anterior, la integral
doble como un proceso de suma. Sobre una regién de tipo I la integral iterada [ [ gf(% f(x,y) dydx
es primero una sumatoria en la direccion de y. De manera gréfica, esto se indica mediante la fle-
cha vertical en la FIGURA 14.3.3a); el rectdngulo tipico en la flecha tiene un drea dy dx. El dy situa-
do antes del dx significa que los “volimenes” f(x, y) dydx de los paralelepipedos construidos
sobre los rectdngulos se suman verticalmente con respecto a y desde la curva frontera inferior
y = g1(x) hasta la curva frontera superior y = g,(x). El dx que sigue al dy significa que el resul-
tado de cada sumatoria vertical se suma después horizontalmente con respecto a x de izquierda
(x = a) a derecha (x = b). Se hacen comentarios similares con relacién a las integrales dobles
sobre regiones de tipo II. Vea la figura 14.3.3b). Recuerde de (4) de la seccién 14.1 que cuando
f(x,y) = 1, la integral doble A = [[;dA produce el drea de la regién. Entonces, la figura
14.3.3a) muestra que [/ [ gf(()f)) dydx suma verticalmente las dreas rectangulares y después hori-
zontalmente, en tanto que la figura 14.3.3b) muestra que [ ], h.((»‘)) dx dy suma horizontalmente las
areas rectangulares y después verticalmente.
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y
/_7\_
y= 8007 —
ay{ 1l
- R
— ck-- \
y=g(x) 4 -
Y=o |_/dx o =y (y) x=hy(y)
L ! X X
a b
a) Region tipo I b) Region tipo 11

FIGURA 14.3.3 En a) la primera integracién es con respecto a y; en b) la
primera integracion es con respecto a x

ATV Area mediante integracion doble

Emplee la integral doble para determinar el drea de la regién acotada por las grificas de y = x>
yy=8— x>

Solucion Las gréficas y sus puntos de interseccion se muestran en la FIGURA 14.3.4. Puesto que
R es evidentemente del tipo I, tenemos de (1) -

2 (8- 4
A= JJdA = J J dydx
R —2x 7

2 (=2,4) & 2,4
ZJ[(S—XZ)—xz]dx
72 R 7]
2 i
= J (8 — 2x%) dx ,
-2 + Fy=x?
2.\ 64 — >
=| 8 — —x =—. y
3 5 3 B FIGURA 1434 Regi6n R del

ejemplo 2
Nota: Usted debe reconocer

b (&) b
A= ”dA = J J dydx = J [g2(x) — g1(x)] dx
R a a

81(x)

como la férmula (3) de la seccién 6.2 para el drea acotada entre dos graficas sobre el intervalo
[a, D].

N[5\ [JXe BN Volumen mediante doble integracion

Utilice la integral doble para calcular el volumen V del sélido en el primer octante que estd aco-
tado por los planos de coordenadas y las graficas del plano z =3 — x — y y el cilindro
X +y=1.

Solucién De la FIGURA 14.35a) vemos que el volumen estd dado por V = [[r(3 — x — y) dA.
Puesto que la figura 14.3.50) muestra que la regién de integracién R es tipo I, tenemos de (1),

1 1—x° 1 1—x2
V=JJ (3—x—y)dydx=j<3y—xy—1y2>} dx
0 Jo 0 2 0

1

= J <3m —xVI1-— X - % + ;xz) dx < sustitucién trigonométrica

0

|3 3 /i a1 oap 1 131
[2sen x+2x 1 x+3(1 Xx°) 2x+6x0

_3__2_

=47 73 1.69.
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FIGURA 14.35 En el ejemplo 3, superficies en a);
region de integracion en b) n

La reduccién de una integral doble ya sea a las integrales iteradas (1) o (2) depende de a) el
tipo de regién y b) la funcién misma. Los siguientes dos ejemplos ilustran cada caso.

A3\ Mol W [ntegral doble

Evalie [f;(x + y) dA sobre la regién acotada por las grificas de x = y’y y = %x - %

Solucién La regién, que se muestra en la FIGURA 14.3.6a), puede escribirse como la unién R =
R, U R, de las dos regiones tipo I. Al resolver la ecuacién y*> = 2y + 30 (y + 1)(y — 3) =0
encontramos que los puntos de interseccion de las dos graficas son (1, —1) y (9, 3). Por tanto,
de (1) y el teorema 14.1.1iii), tenemos

JJ'(x +y)dA = Jj(x + y)dA + JJ(x + y)dA
R

R,

9 (Vax
J (x + y)dydx + f J (x + y)dydx

/2-3/2

Vi 9 1 Vx
LGRS N GRS 5
2 X 2 x/2-3)2
J 2% dx + J' ( 32 4 %x - %x2 - z>dx
_4

5

25p Mo 5 5 9\
]0 (5 sz 24x Sx 1 46.93.

Solucion alterna Al interpretar la region como una regién individual de tipo II, vemos de la
figura 14.3.6b) que

3 [2y+3
jj(x%—y)dA:J J (x + y)dxdy
-1

R

¥

3/ 2y+3
_ 12
[Gren)], o

an! 9
= J <—2y4—y3+4y2+9y+2>dy

(15 1,45, .9, 9/
—( 10 4y +3y +2y +2y ~46.93.
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14.3 Evaluacion de integrales dobles

y
1 ©.3)
T 2 R
T x=2y+3
t t t t t t t > x
1IN (1,-1)
a) b)
FIGURA 14.3.6 En el ejemplo 4, unién de dos regiones de tipo I en a); regién de tipo II en b) |

Advierta que la respuesta en el ejemplo 4 no representa el volumen del sélido sobre R y
debajo del plano z = x + y. ;Por qué no?

I Inversion del orden de integracion Como ilustra el ejemplo 4, un problema puede volverse
mas sencillo cuando el orden de integracién se cambia o invierte. Ademas, algunas integrales
iteradas que quizd sea imposible evaluar utilizando un orden de integracién puedan, tal vez, eva-
luarse utilizando el orden de integracion inverso.

N[\ XN Integral doble

Evaltie [ foey2 dA sobre la region R en el primer cuadrante acotado por las grificas de y = x
x=0,y=4.

2

>

Solucién Cuando se observa como una regién de tipo I, tenemos de la FIGURA 14.37a), 0 =< x

=2,x* =y = 4, por lo que
24
JJxeysz = J' J xeyzdydx.
R 0 Jx?

La dificultad aqui es que la integral parcial definida J; 2 xe”” dy no puede evaluarse debido a que

2 . . . ., .
¢’ no tiene una antiderivada como funcién elemental con respecto a y. Sin embargo, como

vemos en la figura 14.3.7b), podemos interpretar la misma regiéon como una de tipo II definida
pr0o=y=40=x= \fy Por consiguiente, de (2),

, 4 Vy s
J'Jxey dA = J J xe¥ dxdy
o Jo

R
41 ) Vy
szze’v} @

|
< =~
| —
<
®,
S

i) Como se mencioné después del ejemplo 1, es posible definir la integral doble en térmi-
nos de un doble limite de una doble suma tal como

2 Ef(xﬁ yHAy;Ax; o E Ef(xi yHAx; Ay,
i J J i

No daremos los detalles.

ii) Se le sugiere aprovechar las simetrias para minimizar su trabajo cuando calcule areas y
volimenes mediante integracién doble. En el caso de volimenes, asegurese de que tanto
la regién R como la superficie sobre la region posean simetrias correspondientes. Vea el
problema 19 en los ejercicios 14.3.

iii) Antes de intentar evaluar la integral doble, trate siempre de dibujar una imagen exacta de
la regién R de integracion.
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b) Regién tipo 11
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762 CAPITULO 14 Integrales multiples

SEIHALERE®R] Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, evalde la integral doble sobre la re-
gién R que estd acotada por las graficas de las ecuaciones
dadas. Elija el orden de integracién mas conveniente.

1. ijysz; y=x,y=0,x=1

R
2. JJ(x-l—l)dA; y=x,x+y=4x=0
R
3. JJ(2x+4y + 1)dA; y=x%y=x
R
4. ijey dA; R la misma que en el problema 1
R
S. JJnydA; y=x,y=8x=0
R
X 2 2
6. JJdA; y=x"+1,y=3—x
y
R
7 YA y=0,y=1,x=0,x=1
. 1+xy 9’ y 7y 9’ ’
R
8. stenﬂ;ch, x—yz,x—O,y=l,y=2
R
9. JJ\/xz-l—ldA; x—y,x——y,x=\/§
R

10. deA; y=tan 'x,y=0,x =1

=

En los problemas 11y 12, evalde [ (x + y) dA para la regién
dada R.

11. y 12.

14+ R 14

R

—t—t X —t—t X
1 1

FIGURA 14.3.8 Regi6n FIGURA 1439 Regi6én
de integracién del de integracién del
problema 11 problema 12

En los problemas 13-18, emplee la integral doble para calcu-
lar el drea de la regién R que estd acotada por las graficas
de las ecuaciones que se indican.

13. y= —x,y =2x — x*
14. x
15. y=e¢,y=lhx,x=1,x=4
16. Vx+ Vy=2x+y=4

17. y = —2x+3,y=x3,x=—2

:yz,xzz—yz

<
|

18. y = —x2 + 3, y=-"2x+4,y=0,0=x=2

19. Considere el so6lido acotado por las gréaficas de
x* 4+ y? = 4,z=4—yyz = 0que se muestran en la FIGU-
RA 14.3.10. Elija y evalde la integral correcta que represen-
te al volumen V del sélido.

2 4—x
a) 4J J 4 — y)dydx
0 Jo

2
» 2|

-2

2

i
|
i
c) 2j J 4 — y)dxdy
270

4 — y)dydx
_yz

X P+ =4
FIGURA 14.3.10 Sdlido del problema 19

20. El sélido acotado por los cilindros x*> + y?> =r? y

y* + z* = r?recibe el nombre de bicilindro. Un octavo del
s6lido se muestra en la FIGURA 14.3.11. Elija y evalde la inte-
gral correcta correspondiente al volumen V del bicilindro.

roVr—x?
a) 4J’ j G yz)l/zdydx

2
—rv— r’*xz

2

b) 8 j J L = )2 dxdy
0 J0

X
FIGURA 14.3.11

Sélido del problema 20
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En los problemas 21-30, determine el volumen del sélido aco-

tado por las gréficas de las ecuaciones indicadas.

21. 2x + y+ z=6,x =0,y = 0,z = 0, primer octante

22. z=4—y,x=3,x=0,y =0,z =0, primer octante

23. x? +y2=4,x—y +2z=4,x=0,y=0,z =0, pri-
mer octante

24. y=x2,y+z=3,z=O

25. z=1 +x2+y2,3x+y=3,x=0,y=
mer octante

0,z = 0, pri-

26. zzx-l-y,)cz-l-y2 =9,x=0,y =0,z = 0, primer
octante

27. y7=6,x=0,x=5,y=1,y=6,z=0

28. z=4—-x"— ;3% z=0

29. z=4—y X +y"=2x,2=0

30 z=1—x%z=1—-y,x=0,y =0,z = 0, primer
octante

Sif5(x, y) = fi(x, y) para todo (x, y) en una regién R, entonces
el volumen del sélido acotado por las dos superficies sobre R es

V= Jj[ﬁ(x’ )’) _fl(x’ )’)] dA.

R

En los problemas 31-34, determine el volumen acotado por
las graficas de las ecuaciones dadas.

Bl.x+2y+z=4,z=x+ y,x =0,y = 0, primer octante
2. z=x>+y,z=9

33. z=x%z=—-x+2,x=0,y =0,y = 5, primer octante
M4.2z=4-x"—yLz=2—y

En los problemas 35-40, invierta el orden de integracién.

y

2y 5 (Vas—y
35. J J f(x,y) dxdy 36. J J fx,y) dxdy
0 0

0 -5
3 (et 2 (3—y
37. J J f(x,y) dydx 38. J J f(x,y) dxdy
0 Ji o Jyp2
1 (Vx 2 (2-x
39. J J fx,y)dydx + j j f(x,y) dydx
b Jo 1 Jo
L(Vy 2 (V2
40. J J fx,y)dxdy + j J f(x,y) dxdy
b Jo 1 Jo

En los problemas 41-46, evalie la integral iterada que se indi-
ca invirtiendo el orden de integracion.

171 112
41. j sz\/1+y4dydx 42. J Je_Y/xdxdy
0 Jx

0 Y2y
2 (4 1 (Vi=x
43. f Jcos\/;dxdy 44.J j V12— dydx
0 Jy? —1V1-2

14.3 Evaluacion de integrales dobles 763

L[ 402
45, J J I S dydx 46. J J Vx® + 1 dxdy
0 Jx 1 + y 0 \6

El valor promedio f,., de una funcién continua z = f(x, y)
sobre una regién R en el plano xy se define como

foo = j‘”ﬂx, ) dA, ©)

R

donde A es el drea de R. En los problemas 47 y 48, determine
Joro Para la funcion y la region R dadas.

47. f(x,y)=xy; Rdefinidamediantea =x=b,c=y=d

48. f(x,y) =9 — x* — 3y%
¥ +37=9

R acotada mediante la elipse

= Piense en ello

49. De (3) podemos escribir [[z f(x, y) dA = fy, - A, donde
A es el drea de R. Discuta acerca de la interpretacion geo-
métrica de este resultado en el caso f(x, y) > 0 sobre R.

50. Sea R una region rectangular acotada por las rectas x =a,
x=b,y=cyy=d,dondea < b,c < d.

a) Muestre que

”cos 2m(x + ) dA = —= (5,8, — C,C)
4

J J sen 2m(x + y) dA = —ﬁ(cls2 + 8,0,
T

R
donde

S, = sen2wb — sen2ma, S, = sen2mwd — sen 2wc

C, = cos 2@b — cos 2ma, C, = cos 2mrd — cos 27rc.
b) Muestre que si al menos uno de los dos lados perpen-

diculares de R tiene una longitud entera, entonces

JJCOS 2r(x + y)dA =0y sten 2(x + y)dA = 0.
R R

¢) Inversamente, muestre que si

chos 2r(x + y)dA =0y sten 27(x + y)dA =0,
R R

entonces al menos uno de los dos lados perpendicu-

lares de R debe tener longitud entera. [Sugerencia:

Considere 0 = (5,5, — C,C,)* + (C,S, + §,C)%]

51. Sea R una regién rectangular que se ha dividido en n

subregiones rectangulares Ry, R, . . ., R, que no se tras-
lapan y cuyos lados son todos paralelos a los lados hori-
zontal y vertical de R. Vea la FIGURA 14.3.12. Suponga que
cada rectangulo interior tiene la propiedad de que uno de
sus dos lados perpendiculares tiene longitud entera. Mues-
tre que R tiene la misma propiedad. [Sugerencia: Recurra
al problema 50 y al teorema 14.1.1iii).]
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764 CAPITULO 14 Integrales multiples

R,

ui

FIGURA 14.3.12 Regi6n rectangular del problema 51

= Proyectos

52. El sdlido acotado por la interseccion de tres cilindros
P+ =y + 22 =r’y 2 + 22 = 1? recibe el nom-

FIGURA 14.3.13 Tres cilindros del
mismo radio se intersecan en
angulos rectos en el problema 52

bre de tricilindro. Vea la FIGURA 14.3.13. Realice una bus-
queda en internet y encuentre una figura del sélido real.
Determine el volumen del sélido.

14.4 centro de masa y momentos

I Introduccion En la seccién 6.10 vimos que si p es una densidad (masa por drea unitaria),
entonces la masa de una mancha de materia, o ldmina, bidimensional que coincide con una
region acotada por las graficas de y = f(x), el eje x y las rectas x = a 'y x = b esta dada por

b
m = 1im E pAA, = lim 2 pf(xHAx, = J pf(x) dx. (1)
[Pl—=0 ;= IPI—=0 ¢ B
La densidad p en (1) puede ser una funcién de x; cuando p = constante se dice que la ldmina es
homogénea.
Veremos después que si la densidad de p es una funcién de dos variables, entonces la masa
m de una lamina estd dada por una integral doble.

I Laminas con densidad variable: centro de masa Si una lamina que corresponde a una region
R en el plano xy tiene una densidad variable p(x, y) (unidades de masa por area unitaria), donde
p es no negativa y continua sobre R, entonces de manera andloga a (1) definimos su masa m por
la integral doble

m = "Pﬁm Ep(xk, YOAA, o m= J J p(x, y) dA. 2)
R
Como en la seccién 6.10, definimos las coordenadas del centro de masa de la lamina por
_ MY _ Mx
F= y= 3)
donde
M, = J J xpe, ) dA y M= J J yp(x, y) dA 4)
R R

son los momentos de la 1dmina alrededor de los ejes y y x, respectivamente. El centro de masa
es el punto donde consideramos que se concentra toda la masa de la ldmina. Si p(x, y) es una
constante, se dice que la ldmina serd homogénea y su centro de masa recibe el nombre de cen-
troide de la lamina.

] 5\"|JHe Bkl Centro de masa

Una ldmina tiene la forma de la regioén R en el primer cuadrante que estd acotado por las grafi-
casdey=senxyy=cosxentrex = 0yx = 7/4. Determine su centro de masa si la densidad
es p(x, y) = y.
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14.4 Centro de masa y momentos 765

Solucion De la FIGURA 14.4.1 vemos que

/4 [ cosx
m = JJydA = J J ydydx
R 0 ‘

sen x

J’ﬂ'/41 2:|cosx
= =y dx
0 2 sen x

4

(™

= 5 (COS2 x — sen® X) dx < férmula del dngulo doble
0

2

/4
1 1
= 4sen2x}0 =7

/4 [ cosx
M, = ijydA = J J xydydx
0 sen x

71-/41 2]cosx

1 /4
= j cos 2x dx
0

Ahora,

/4
= J' xcos 2x dx < integracion por partes
0

1 1 A
= (Zx sen 2x + gcos 2x>}0 = E(W - 2).

/4 [ cosx
J yidA = J J yzdydx
R
_1
3

De manera similar,

sen x

f (cos® x — sen® x) dx

(=}

J [cos x(1 — sen®x) — senx(1 — cos®x)] dx

bJ\»—A

/4
1 I s
3(senx 3sen x + cos x 3 cos x)]o = 18(5\f2 4).
Por consiguiente, de (3), las coordenadas del centro de masa de la 1dmina son

1
M, 162

o B
4
1
5= L(S\fz_ég—l 10V2 — 8
y= = T =5l - 8).
4
Las coordenadas aproximadas del centro de masa son (0.29, 068). |

]S\ | A Centro de masa

Una ldmina tiene la forma de la regién R acotada por la grifica de la elipse 3x* + %6)12 =

1,0 =y=4yy = 0.Encuentre su centro de masa si la densidad es p(x, y) = |x]|y.

Solucion De la FIGURA 1442 vemos que la region es simétrica con respecto al eje y. Ademds,
puesto que p(—x, y) = p(x,y), la densidad p es simétrica alrededor de este eje. De esta manera,
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y=cosx

R

y=senx

[

ISR

"™

,7)

<)

X

FIGURA 14.4.1 Lamina del

ejemplo 1

FIGURA 14.4.2 Lémina en el
ejemplo 2
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y y=vZ—22
s

X
V=N
FIGURA 14.43 Disco del
ejemplo 3

la coordenada y del centro de masa debe estar sobre el eje de simetria, y por ello tenemos x = 0.
Utilizando simetria, la masa de la 1amina es

4 r2V1-y16
m = JJ|x|ydA = ZJ J xydxdy
o o o

s VIS
= J xzy} dy
0

4 1
— _ L3
+[ (- )

Y NS W) | R
27 T eV ), :

De modo similar,

4 r2V1-y*/16 512
M, = |||x|]y*dA =2 xydxdy = ==
0 15 -
® 0
De (3)
512
__ 15 _ 32
YT 16 T 15
Las coordenadas del centro de masa son (0, 33). u

No concluimos del ejemplo 2 que el centro de masa debe estar siempre sobre un eje de sime-
tria de una ldmina. Tenga en mente que la funcién de densidad p(x, y) también debe ser simétri-
ca con respecto a ese eje.

I Momentos de inercia Las integrales M, y M, en (4) reciben el nombre de primeros momen-
tos de una ldmina alrededor del eje x y el eje y, respectivamente. Los llamados segundos
momentos de una ldmina o momento de inercia en torno a los ejes x y y son, a su vez, defini-
dos por las integrales dobles

I = ”ﬁp(w) dA e L= szpo@y) dA. (5)
R R

Un momento de inercia es el equivalente rotacional de la masa. Para el movimiento traslacional,
la energia cinética estd dada por K = 1mv?, donde m es la masa y v es la velocidad lineal. La
energia cinética de una particula de masa m que rota a una distancia r del eje es K = 3mv? =
Im(rw)* = 3(mr*)w? = Yw? donde I = mr* es su momento de inercia alrededor del eje de rota-
cién y w es su velocidad angular.

(A [dXe N Momento de inercia

Encuentre el momento de inercia alrededor del eje y del delgado disco homogéneo de masa m
que se presenta en la FIGURA 14.4.3.

Solucién Puesto que el disco es homogéneo, su densidad es la constante p (x, y) = m/mr. Por

consiguiente, de (5),
I, = J szp(x, y)dA = J J xz(’"2) dA
¢ X wr

m (" Vs
= 2J J x2dydx
TN
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=2mzj NV — xrdx

mwr

_ 2mr?

/2
J sen” 0 cos® 0 doO
—7/2

2

mr? (™2
= — j sen” 20 d6
21 2

—/2

mr? (™ 1
= J (1 — cos 46) do = Zmrz.

14.4 Centro de masa y momentos 767

< sustitucién trigonométrica

<« férmula del angulo doble

<« férmula de mitad de dngulo

I Radio de giro El radio de giro de una ldmina de masa m y el momento de inercia / alrededor

de un eje se definen por medio de

1
R, =+
8 m

(6)

Puesto que (6) implica que I = ng, el radio de giro se interpreta como la distancia radial que
la 1dmina, considerada como una masa puntual, puede girar alrededor del eje sin cambiar la iner-

cia rotacional del cuerpo. En el ejemplo 3, el radio de giro es R, = VI,/m =

(amr)/m = 3
zmro)/m = 3r.

AIHANERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, encuentre el centro de masa de la
ldmina que tiene la forma y densidad indicadas.

1. x=0,x=4,y=0,y=3; plxy) =xy
2.x=0,y=0,2x+y=4; pkxy =x*
J.y=xx+y=6y=0; plxy =2

4.y =,y =3 pxy =x>+y
5.y=xx=1,y=0; pxy)=x+y

6. x=yLx=4; px,y)=y+5

7. y=1—x%y=0; densidad p en un punto P directa-

mente proporcional a la distancia desde el eje x.
8. y=senx, 0 =x =,y = 0; densidad p en el punto P
directamente proporcional a la distancia desde el eje y.

9. y=e\x=0x=1y=0; plxy =y
10. y=V9—x%y=0; pxy) = x>

En los problemas 11-14, determine el momento de inercia
alrededor del eje x de la ldmina que tiene la forma y densidad
indicadas.

1. x=y—y.,x=0; pxy) =2x
12. y = xz,y = Vix; plx,y) = x>
13. y=cosx,—m/2=x=m/2,y = 0;
p(x, y) = k (constante)
14. y = V4 — 2 x=0, y = 0, primer cuadrante; p(x, y) =y
En los problemas 15-18, encuentre el momento de inercia

alrededor del eje y de la ldmina que tiene la forma y densidad
indicadas.

15. y = X x=0, y = 4, primer cuadrante; p(x,y) =y
16. y =x%y=Vx; py =x>

17.y:x,y:0,y:1,x:3; p(X,y):4x+3y

18. Misma R y densidad que en el problema 7.

En los problemas 19 y 20, encuentre el radio de giro alrede-
dor del eje indicado de la lamina que tiene la forma y densi-
dad dadas.

19. x=Va®> —y*,x=0; p(x,y)=x; ejey

20. x +y=a,a> 0,x =0,y = 0; p(x, y) =k (constante);
eje x.

21. Una ldmina tiene la forma de la region acotada por la gra-

fica de la elipse x*/a* + y?/b* = 1. Si la densidad es
p(x,y) = 1, encuentre:

a) el momento de inercia alrededor del eje x de la 1amina,

b) el momento de inercia alrededor del eje y de la lamina,

¢) el radio de giro alrededor del eje x [Sugerencia: El
area de la elipse es mab.],

d) el radio de giro alrededor del eje y.

22. La seccién transversal de un perfil aerodindmico experi-
mental es la ldmina que se muestra en la FIGURA 14.4.4. El
arco ABC es eliptico, en tanto que los dos arcos AD 'y CD
son parabdlicos. Encuentre el momento de inercia alrede-
dor del eje x de la 1amina bajo la suposicién de que la
densidad es p(x,y) = 1.

ol-50.0) |
\

_1 )
A(O, 5b

FIGURA 14.4.4  Perfil aerodindmico del problema 22
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768 CAPITULO 14 Integrales multiples

En los problemas 23-26, encuentre el momento de inercia 25. x=y>+2,x=6—y% densidad p en un punto P

polar /o de la limina que tiene la forma y la densidad dadas. inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a
El momento de inercia polar de una lamina con respecto al partir del origen.
origen se define como 26. y=x,y =0,y =3,x =4; p(x,y) = k (constante)

2 2 27. Encuentre el radio de giro del problema 23.
IO = ()C + y )p(xs Y) dA = Ix + Iy' . .
28. Demuestre que el momento de inercia polar con respecto

R .
al origen alrededor del centro de una delgada placa rec-
2. x+ty=a,a>0,x=0,y=0; p(xy) =k (cons- tangular homogénea de masa m, con ancho w y longitud
tante) les Iy = ism(> + w?).

24. y=x%y = Vx; p(x,y) = x* [Sugerencia: Vea los
problemas 12y 16.]

14.5 Integrales dobles en coordenadas polares

I Introduccion Suponga que R es una region acotada por las gréaficas de las ecuaciones pola-
res r = g1(6), r = g,(0) y los rayos 8 = «a, 6 = 3, y que f es una funcién de r y 6 que es conti-
nua sobre R. Con el fin de definir la integral doble de f sobre R, empleamos rayos y circulos con-
céntricos para dividir la regién en una reticula de “rectdngulos polares” o subregiones R;. Vea la
FIGURA 145.1a) y b). El drea AA, de una subregion tipica Ry, que se muestra en la figura 14.5.1¢),
es la diferencia de dreas de dos sectores circulares:

1 1 1
AA = ErI%HAOk - ErlgAOk = E(VJ%H - V/%)Aok

1
= E(rkﬂ + 1) — r)AO, = rfAr A6y,

donde Ary = 1y — 1y r¥ denotan el radio promedio %(rkﬂ + ).

0] eje
polar o
a) Regién R b) Subregién Ry ¢) Ampliacién de Ry,
FIGURA 14.5.1  Particién de R usando coordenadas polares

Eligiendo un punto muestra (r3, 67) en cada Ry, la integral doble de f sobre R es

lim > f(rf 05)riAr A6, = J J f(r, 6) dA.

IP[—0 =1
R

La integral doble se evalda entonces por medio de la integral iterada

B [ &)
”f(r, 6) dA = J J f(r, O)r dradb. (1)
R o Jg,(0)
Por otro lado, si la regién R es como se indica en la FIGURA 14.5.2, la integral doble de f sobre R es
entonces
0 eje
polar ) b (ha(r) ]
FIGURA 1452 Regién R de ”f(n ) dA = j L (‘)f(r, O)rdodr. 2

integracion en (2)

R
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14.5 Integrales dobles en coordenadas polares 769

N5\ [ BN Centro de masa

Encuentre el centro de masa de la ldmina que corresponde a la regién acotada por la curva lla-
mada pétalo de rosa r =2 sen 20 en el primer cuadrante si la densidad en el punto P en la 1ami-
na es directamente proporcional a la distancia desde el origen polar.

Solucién Al variar 6 de 0 a 77/2, obtenemos la gréfica de la FIGURA 145.3. En este caso, la dis-
tancia desde el origen polar es d(0, P) = |r|. Por consiguiente, la densidad de la ldmina es
p(r, 0) = k|r|, donde k es una constante de proporcionalidad. De (2) de la seccién 14.4, tenemos

7/2 (2 sen 20 _
m = JJk;ﬂdA - kJ J (Fyrdrdo P e
R 0 0
w/2 1 2 sen 26
= kj rﬂ do >
N 3 0 0] eje
h2 polar
_8, J sen’ 20 d0 FIGURA 1453 Lémina del
3 b ejemplo 1

2

8, (7

= gk sen” 26 sen20df < identidad trigonométrica
0

3 /2
= SkJ (1 — cos®26)sen 26 d6
0
/2
_8 1 1. _ 16
= 3]{ 2cos 20 + 6(:os 20]0 9 k.

Puesto que x = r cos 6, podemos escribir el primer momento M, = kj J x|r| dA como
R

/2 (2 sen 20
M, = kj j r* cos 0drdo
o Jo

77/21 2 sen 26
= kJ' Zr“ cos 9} do
0 0

/2
4kJ (sen 20)4 cos 0do <« férmula del angulo doble
0
/2

4k J (2 sen O cos H)* cos Hd6O

o

/2
= 64kj sen* 6 cos® 0 d

0

7/2
= 64kJ sen* O(1 — sen? 0)° cos 6d6

0

/2
= 64k (sen*® — 2 sen® 6 + sen® H)cos 6.db

0

1 2 1 2512
_ L Lo _ 21z

64k<ssen 0 - sen 0+ g Sen 9)]0 315~

De manera similar, utilizando y = r sen 6, encontramos

/2 2 sen26
M, = kJ J r’ sen Odrdf = 5£k.
b b 315

Aqui las coordenadas rectangulares del centro de masa son

512

3157 32

x—y——&k—?)s. n
9
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y=\8 =2

y
e
y=x

FIGURA 14.5.4 Regién R de
integracién del ejemplo 2

/ X2+y2—y=0

FIGURA 1455 Sdlido dentro de
un hemisferio del ejemplo 3

En el ejemplo 1 podriamos haber sefialado el hecho de que M, = M, y, consecuentemente,
X = y apartir de que la 1dmina y la funcién de densidad son simétricas alrededor del rayo 6 = /4.

1 Cambio de variables: coordenadas rectangulares a polares En algunos casos una integral
doble [ [ f(x,y) dA que es dificil o incluso imposible de evaluar utilizando coordenadas rectan-
gulares puede evaluarse ficilmente cuando se recurre a un cambio de variables. Si suponemos
que f es continua sobre la regiéon R, y si R puede describirse en coordenadas polares como
0=g0)=r=g0),a=0=pB,0< B — a= 27, entonces

B (8:0)
ij(x, y)dA = J' J f(r cos 0, r sen 0)r drdo. 3)
R (3

81(0)
La ecuacién (3) es particularmente ttil cuando f contiene la expresién x> + y% puesto que, en
coordenadas polares, no podemos escribir

x2+y2=r2 y xXT+y =

(A]5\"|JHe Ml Cambio de variables

Use coordenadas polares para evaluar

2 (V8—x? 1
———— dydbx.
LL 5+x2+y2y

Solucién A partirde x =y = V8 — x% 0 = x = 2, hemos dibujado la regién R de integra-
cién en la FIGURA 1454. Puesto que x> + y*> = r% la descripcién polar de la circunferencia
x* 4+ y? = 8 es r = V8. En consecuencia, en coordenadas polares, la regién de R esta dada por
0=r=V8 7/4=60=m/2 De acuerdo con 1/(5 + x> + y*) = 1/(5 + r?), la integral ori-
ginal se convierte en

2 (V822 1 /2 (V3 1
J J T, L dydx= J j S rdrdo
o s S5+x+y /4 Jo 5+7r

,

L™ (V8 1
:J j Qrdr) do
0

2] 5+ r?

1 /2 V8
= 2J In( + rz)} do

/4 0

1 /2

= §(1n13 —1In5) do
/4

_1 _ m_m\_m 13
—2(ln13 IHS)(2 4>— 8ln 5 [ |

EJEMPLO 3 Rl
Encuentre el volumen del sélido que estd bajo el hemisferio z = V1 — x> — y? y sobre la
regién acotada por la grifica de la circunferencia x> + y> — y = 0.

Solucién De la FIGURA 1455 vemos que

V=J'J\/1 — x* — y? dA.
R
En coordenadas polares las ecuaciones del hemisferio y la circunferencia se vuelven, respectiva-
mente, z = V1 — r? y r=sen 6. Ahora, usando simetria tenemos

o [[visas

0

/2 (sen6
‘[ (A — r)'"rdrd
0

R
/2 1 sen 6
=2 J {—3(1 - rz)»ﬂ do
0 0
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) /2
= 3J [1 — (1 — sen®6)?]d6
0
/2
= % J [1 = (cos® 0)¥*]db
0
2 7[2
=3J (1 — cos’ ) db
0
/2
= g[ [1 — (1 — sen? @)cos 0] do
0
/2
=2y _ L N D
= 3<0 sen f + 3 sen 0)}0 3779 0.60. [ |

I Area Advierta que en (1) si f(r, 8) = 1, entonces el area de la regién R en la figura 14.5.1a)

estd dada por

B [ gx0)
A= JJdA = J J rdrdo.
R a Jg(0)

“

La misma observacion se cumple para (2) y la figura 14.5.2 cuando f(r, 0) = 1.

Se le pide reexaminar el ejemplo 3. La grafica de la circunferencia » = sen 6 se obtiene al

variar 6 de 0 a 7. Sin embargo, efectie la integracion iterada

T (senf
V= J J (1 —r»rdrde
0 Y0

y vea si obtiene la respuesta incorrecta /3. {Dénde esta el error?

AIHAGERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-44.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, emplee la integral doble en coordena-
das polares para calcular el drea de la regién acotada por las
graficas de las ecuaciones polares que se indican.

1. r=3+3senf 2. r=2+cos 6

3. r=2sen 6, r = 1, area comun

4. r=8 sen 46, un pétalo
En los problemas 5-10, encuentre el volumen del sélido aco-
tado por las graficas de las ecuaciones dadas.

5. Unpétalode r=5cos 30,z=0,z=4

6. > +y =4,72=Vo—-x>—yLz7=0

7. Entre x> +y*=1vy x*+y*=9, z=V16—x>—y%

z=0

8. z=Vx?+yLx2+y?=257=0

9. r=1+cos 6,z =y, z =0, primer octante
10. r=cosf,z=2+x>+y%,2z=0

En los problemas 11-16, encuentre el centro de masa de la

ldmina que tiene la forma y densidad dadas.

11. r=1,r = 3,x = 0,y = 0, primer cuadrante; p(r, ) =k
(constante)

12. r=cos 0; densidad p en el punto P directamente propor-
cional a la distancia desde el origen.

13. y = V3x,y=0,x=3; p(r,0) = r?

14. r=4 cos 26, pétalo sobre el eje polar; p(r, #) =k (cons-
tante)

15. Fuerader = 2y ydentrode r=2+2cos 0,y = 0, pri-
mer cuadrante; densidad p en el punto P inversamente
proporcional a la distancia desde el origen.

16. r=2+2cos 6,y = 0, primero y segundo cuadrantes;
p(r, 6) = k (constante)

En los problemas 17-20, encuentre el momento de inercia
indicado de la ldmina que tiene la forma y densidad indicadas.

17. r=a; p(r, 0) = k (constante); I,
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772 CAPITULO 14 Integrales multiples

18. r = a; p(r,0) = | 1 1,

+ r4’
19. Fuera de r = a y dentro de r = 2a cos 6; densidad p en

un punto P inversamente proporcional al cubo de la dis-
tancia desde el origen; I,

20. Fuera de r = 1y dentro de » =2 sen 26, primer cuadran-
te; p(r, ) = sec? 0; 1,

En los problemas 21-24, determine el momento polar de
inercia I, = [[ erp(r, 0) dA = I, + I, de laldmina que tiene
la forma y densidad indicadas.

21. r = a; p(r,0) = k (constante). [Sugerencia: Use el pro-
blema 17 y el hecho de que I, = I,.]

22. r=0,0 =60 = m,y = 0; densidad p en un punto P pro-
porcional a la distancia desde el origen.

23. rf=1,5=60=1,r=1,r=3,y=0; densidad p en
un punto P inversamente proporcional a la distancia
desde el origen. [Sugerencia: Integre primero con respec-
toaf.]

24. r=2a cos 0; p(r, §) = k (constante)

En los problemas 25-32, evalie la integral iterada que se indi-
ca cambiando a coordenadas polares.

3 (Vo-x
25. J J Vx? + y* dy dx
0

V22 (V1-y? 2
26 J J oy
0 y V% + y2

1 1-y? .,
27. J J e" " dxdy
o Jo

v
28. J

1 4—x? x2 2 4—x? xz
29. J J dydx + J J dydx
0 1—x2 X+ )’2 1 Jo X+ )’2

1 2y—y?
30. J J (1 —x* — yHdxdy
0 Jo

dx dy

5 25— x?
31. J J (4x + 3y) dy dx
0

dx dy

1 1—y?
N
o Jo 1+ VX2 +y?

33. La integral impropia [ (;’O e dx es importante en la teoria
de probabilidad, estadistica y otras areas de las matemati-
cas aplicadas. Si I denota la integral, entonces debido a que
la variable de integracion es una variable sustituta tenemos

1= j e dx e 1= J e”’zdy.
0 0

En vista del problema 53 de los ejercicios 14.2 se tiene

() [

=J J e dx dy.
o o

Emplee coordenadas polares para evaluar la dltima inte-
gral. Calcule el valor de 1.

34. Evaltie [fz(x + y)dA sobre laregién que se muestra en la
FIGURA 14.5.6.

r=2sen6
r=2

X
eje
polar

FIGURA 14.5.6 Regién R del problema 34

= Aplicaciones

35. El tanque de hidrégeno liquido en el transbordador espa-
cial tiene la forma de un cilindro circular recto con una
tapa semielipsoidal en cada extremo. El radio de la parte
cilindrica del tanque es de 4.2 m. Determine el volumen
del tanque que se muestra en la FIGURA 14.5.7.

515m

19.3m

= )

2

-
FIGURA 14.5.7 Transbordador espacial del problema 35

36. En algunos estudios de la diseminacién de enfermedades
de plantas, el nimero de infecciones por drea unitaria
como una funcién de la distancia desde la planta fuente
infectada se describe por medio de una férmula del tipo

I(r) = a(r + ¢)7°,

donde I(r) es el nimero de infecciones por unidad de
drea a una distancia radial r de la planta fuente infectada,
y a, b 'y ¢ son parametros (positivos) que dependen de la
enfermedad.
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37.

a) Deduzca una férmula para el nimero total de infec-
ciones dentro de un circulo de radio R centrado en la
planta fuente infectada; esto es, evalie [[-I(r)dA,
donde C es una region circular de radio R centrada en
el origen. Suponga que el pardmetro bno es 1 o 2.

b) Muestre que si b > 2, entonces el resultado en el in-
¢iso a) tiende a un limite finito cuando R — ©0.

¢) Para la roya del maiz comiin, el nimero de infeccio-
nes por metro cuadrado se modela como

I(r) = 68.585(r + 0.248) 23!,
donde r se mide en metros. Encuentre el nimero total
de infecciones.

Las densidades de poblacién urbana decaen exponencial-
mente con la distancia desde el distrito comercial central
(DCCQ); esto es,

D(r) = Dye™ """,

donde D(r) es la densidad de poblacién a una distancia
radial r desde el DCC, D es la densidad en el centro y d
€s un parametro.

a) Utilizando la férmula P = [[-D(r) dA, encuentre una
expresion para la poblacién total que vive dentro de

14.6 Area de la superficie 773

j j rD(r) dA

e

JJ D(r) dA
c

determine una expresién para los viajes promedio
(distancia recorrida) al DCC de la gente que vive den-
tro de la regién C.

¢) Utilizando los resultados de los incisos a) y b), en-
cuentre la poblacion total y los viajes promedio cuan-
do R — o0.

b) Empleando

38. Se argumenta que el costo, en términos de tiempo, dinero o

esfuerzo, de colectar o distribuir material a o desde una
localidad es proporcional a la integral [[;7 dA, donde R es
la regién que se cubre y r denota la distancia al sitio de
coleccién/distribucién. Suponga, por ejemplo, que un quita-
nieves se envia a limpiar un drea de estacionamiento circu-
lar de didmetro D. Muestre que quitar la nieve y acumular-
la en el perimetro es aproximadamente 70% mads costoso
que acumular toda la nieve en el centro del estacionamien-
to. [Sugerencia: Establezca por separado la integral para
cada caso, empleando una ecuacién de coordenadas polares

una region circular C de radio R del DCC.

14.6 Areadela superficie

I Introduccion En la seccién 6.5 vimos que la longitud de un arco de la grifica y = f(x) desde

x = aax = b estd dado por
b iy 2
L= fﬂl +<{x)dx. (1)

a
El problema en tres dimensiones, que es la contraparte del problema de la longitud de arco, es
encontrar el drea A(S) de la porcidn de la superficie dada por la funcién z = f(x, y) que tiene pri-
meras derivadas parciales continuas sobre una region cerrada R en el plano xy. Una superficie S
de este tipo se dice que es continua.

I Construccion de una integral Suponga, como se muestra en la FIGURA 146.1a), que una particion
interior P de R se forma utilizando lineas paralelas a los ejes x y y. La particién P consiste entonces
de n elementos rectangulares R, de drea AA, = Ax,Ay, que yacen por completo dentro de R. Deje
que (x;, i, 0) denote cualquier punto en un elemento R;. Como se advierte en la figura 14.6.1a), al
proyectar los lados de R, hacia arriba, determinamos dos cantidades: una porcién del parche S, de la
superficie y una porcion de T, de un plano tangente en (x;, v, f(xi, yi)). Parece razonable suponer que
cuando R, es pequefio, el area AT} de T} es aproximadamente la misma que el drea AS, del parche S,.
Para determinar el drea de 7) vamos a elegir (x;, y;, 0) en una esquina de R, como se mues-
tra en la figura 14.6.1b). Los vectores indicados u y v, los cuales forman dos lados de T}, estan
dados por
u = Axi + filx, y)Axk y v = Ay + [ yOAyK,

donde f(x;, yi) ¥ fy(xk 1) son las pendientes de las rectas que contienen a u y v, respectivamen-
te. En este caso de (10) de la seccién 11.4 sabemos que AT, = |u X v|, donde

i J k
Axy 0 fil yoAx,

0 Ay f;)(xk’ Vi) Ay
= [ —filxe yoi — (X yi + k1Ax Ay,

www.FreelLibros.org
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porcién de la superficie
z= f(x,y) sobre R

: 1 v
i w/iTy
| i : NSk
1 I |
1 1 |
! Sk !
I | |
1 | |
i i >
I I \
| : L/ A //
LA |
3 G i 034 7~ 7 (5 31 0)
/’(///‘ * IR, RX N
7 7 7 ] 777 Axy| /Ry
I~ ]
/7 Ayk
a) 5

FIGURA 14.6.1 Superficie en a); ampliacién de Ry, S; y Ty en b)

En otras palabras,

ATy = [u X v| = V£l 0 + [ y01> + 1 AxAy,.

En consecuencia, el drea A(S) es aproximadamente

SV + Ll yo? + L y0 12 AxAy,.
k=1

Al tomar el limite de la suma anterior cuando || P|| — 0 se llega a la siguiente definicién.

Definicion 14.6.1 Area de la superficie

Sea f una funcién para la cual las primeras derivadas parciales f, y f, son continuas sobre
una regién cerrada R. Entonces el drea de la superficie sobre R estd dada por

A(S) = ”\/1 + [f 0T+ [, )17 dA. 2)

R

Nota: Podria haberse adivinado la forma (2) extendiendo naturalmente la estructura de una
variable de (1) a dos variables.

Empleo de (2

Determine el drea de la superficie de la porcién de la esfera x> + y? + z? = a” que estd sobre el
plano xy y dentro del cilindro x*> + y* = b%, 0 < b < a.

Solucién Si se define z = f(x, y) por f(x, y) = Va*> — x* — y% entonces

_ —X _ -y
SRV RV

aZ

y por ello L+ [A)P + [0 = PERER—Y

Por consiguiente, (2) es

a
o = ||

R
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donde R se indica en la FIGURA 14.6.2. Para evaluar esta integral doble, cambiamos a coordenadas
polares. El circulo x* + y*> = b* se convierte en r = b, 0 = 0 = 27

27 (b
aj f (@*— r»""2r drdo
0 Jo

A(S)

2 b
aj —(a® - rz)l/ﬂ do
0 0
2
ala — Va* - bz)J do
0
= 27'ra(a - Va® - bz). |

Empleo de (2)

Encuentre el 4rea de la superficie de las porciones de la esfera x> + y* + z> = 4 que est4n den-
tro del cilindro (x — 1)*> + y* = 1.

Solucion El drea de superficie en cuestion consiste en las dos regiones sombreadas y oscuras
de la superficie (arriba y debajo del plano xy) en la FIGURA 14.6.3. Como en el ejemplo 1, (2) se

14.6 Area de la superficie 775

\

\
<=\

. x2+_\)2+z2:a2
FIGURA 14.6.2 Superficie del
ejemplo 1

simplifica en

donde R es la regién acotada por la grifica de (x — 1)> + y*> = 1. El factor adicional de (2) en
la integral surge del uso de la simetria. En este caso, en coordenadas polares la frontera de R es

2
AWS) =2| | —F/———
o=3ff i

simplemente » = 2 cos 6. De tal modo,

dA,

 (2cos 6
A(S) = 4J J @ —r"rdrdo
0 -0 FIGURA 14.6.3 Superficie del
= 8(m — 2) = 9.13. B cjemplo 2
I Diferencial del area de la superficie La funcién
s = V1 + [£0e )+ LA )] dA (3)

recibe el nombre de diferencial del area de la superficie. Emplearemos esta funcion en las sec-
ciones 15.6 'y 15.9.

AIHALEMEXY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45.

= Fundamentos

1.

Encuentre el drea de la superficie de aquella porcién del
plano 2x + 3y + 4z = 12 que estd acotada por los pla-
nos de coordenadas en el primer octante.

Determine el area de la superficie de aquella porcién del
plano 2x + 3y + 4z = 12 que estd arriba de la regién en
el primer cuadrante acotada por la grafica r = sen 26.

. Determine el drea de la superficie de aquella porcién del

cilindro x* + z? = 16 que estd sobre la regién en el pri-
mer cuadrante acotada por las graficas de x =0, x = 2,
y=0,y=5.

. Encuentre el drea de la superficie de aquella porcién del

paraboloide z = x* + y? que est4 debajo del plano z = 2.

. Determine el drea de la superficie de aquella porcién

del paraboloide z = 4 — x> — y® que estd arriba del
plano xy.

6.

10.

Encuentre el drea de la superficie de las porciones de la
esfera x> + y> + z> =2 que estin dentro del cono
2= 42

Encuentre el drea de la superficie de aquella porcidon de
la esfera x* + y* + z% = 25 que est4 arriba de la regién
en el primer cuadrante acotada por las graficas x = 0,
y =0, 4x* + y* = 25. [Sugerencia: Integre primero con
respecto a x.]

Encuentre el drea de la superficie de aquella porcién de
la grifica de z = x> — y? que estd en el primer octante
dentro del cilindro x> + y> = 4.

Encuentre el drea de la superficie de las porciones de la
esfera x> + y* + 72 = a* que estén dentro del cilindro
2+ y2=ay.

Encuentre el area de la superficie de las porciones del
cono z2 =3(x* + y» que estin dentro del cilindro
(x — 1)*> + y? = 1. Vea la FIGURA 14.6.4.
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SRuut
S

16.

FIGURA 14.6.4 Cono de interseccién y cilindro
del problema 10

11. Encuentre el drea de la superficie de las porciones del
cilindro y? + z> = @* que estin dentro del cilindro
x* + y> = a? [Sugerencia: Vea la figura 14.3.11.]

12. Emplee el resultado dado en el ejemplo 1 para demostrar
que el drea de la superficie de una esfera de radio a es
4ma®. [Sugerencia: Considere el limite cuando b — a. ]

13. Determine el drea de la superficie de aquella porcién de
la esferax® + y* + 72 = a® que estd acotada entre y = ¢,
Yy =0,0<c¢ < ¢ < a. [Sugerencia: Emplee coor-
denadas polares en el plano xz.]

14. Demuestre que el drea que se encontr en el problema 13

es la misma que el darea de la superficie del cilindro
X+ 2= azentrey =Cyy=c.

= Piense en ello

15. Como se ilustra en la FIGURA 14.6.5, una esfera de radio 1
tiene su centro sobre la superficie de una esfera de radio
a > 1. Determine el drea de la superficie de esa porcion
de la esfera mayor que es cortada por la esfera mds
pequeiia.

14.7 Laintegral triple

caja Dy.

FIGURA 14.7.1 Punto muestra n
en D, * Forme la suma 3 f(xf, yi, zF)AV,.
k=1

FIGURA 14.6.5 Esferas de interseccién del problema 15

Sobre la superficie de un globo o, mds precisamente,
sobre la superficie de la Tierra, las fronteras de los esta-
dos de Colorado y Wyoming son ambas “rectingulos
esféricos”. (En este problema suponemos que la Tierra es
una esfera perfecta.) Colorado estd acotado por las lineas
de longitud 102 °O y 109 °O y las lineas de latitud 37 °N
y 41 °N. Wyoming estd acotado por las longitudes 104 °O
y 111 °Oy las latitudes 41 °N y 45 °N. Vea la FIGURA 14.6.6.

a) Sin calcular explicitamente sus dreas, determine cudl
de los estados es mds grande y explique por qué.

b) (En qué porcentaje Wyoming es mds grande (0 mas
pequefio) que Colorado? [Sugerencia: Suponga que el
radio de la Tierra es R. Proyecte un rectdngulo esférico
en el hemisferio norte que sea determinado por las lati-
tudes 6, y 0, y las longitudes ¢, y ¢, sobre el plano xy.]

¢) Un libro de referencia indica que las dreas de los estados
mencionados son 104 247 mi® y 97 914 mi%. ;Cémo se
compara esta respuesta con su respuesta en el inciso b)?

FIGURA 14.6.6 Dos rectéangulos esféricos del problema 16

I Introduccion Los pasos que conducen a la definicién de la integral definida tridimensional,
o integral triple, [[ [, f(x,y, z) dV son bastante similares a los de la integral doble.
Seaw = f(x, y, z) definida sobre una region cerrada y acotada D del espacio tridimensional.

e Por medio de una reticula tridimensional de planos verticales y horizontales paralelos a
los planos de coordenadas, forme una particién P de D en n subregiones (cajas) D, de
volimenes AV, que se encuentre por completo dentro de D. Vea la FIGURA 14.7.1.

e Considere que |P|| es la norma de la particion o longitud de la diagonal mds larga de la

+ Elija un punto muestra (x}, yf; zf) en cada subregién D;.

Una suma de la forma X, f(xf; y§, z})AV,, donde (xf, yf, z}) es un punto arbitrario dentro de
cada D, y AV, denota el volumen de cada D,, recibe el nombre de suma de Riemann. El tipo
de particion utilizado, donde todos los D; yacen por completo dentro de D, se denomina parti-

cion interior de D.
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Definicion 14.7.1 La integral triple

Sea funa funcion de tres variables definida sobre una regién cerrada D del espacio tridimensional.
Entonces la integral triple de f sobre D, denotada por medio de [ f,, f(x, y, z) dV, se define como

Jjjf(x, v,2)dV = lim E (xk*, v zjf) AV,. (D
D

IP[—0 k=1

Como en nuestras discusiones anteriores sobre la integral, cuando f'es continua sobre D, enton-
ces el limite en (1) existe; esto es, f es integrable sobre D. Las propiedades de integracidn basicas
de una integral triple son las mismas que aquellas de la integral doble dadas en el teorema 14.1.1.

1 Evaluacion mediante integrales iteradas Si la region D estd acotada por arriba por la grafi-

cade z = g,(x, y) y acotada por abajo por la grafica de z = g;(x, y), entonces es posible demos-

trar que la integral triple (1) puede expresarse como una integral doble de la integral parcial
&l Y f(x, y, 2)dz; esto es,

&1(x, y)
25(X, y)
Jjjf(x, v,2)dV = j” r )f(x, v, 2) dz} dA, 2)
D R 3

g1(x, y)

donde R es la proyeccion ortogonal de D sobre el plano xy. En particular, si R es una region de
tipo I definida por:

Ria=x=0bh(x) =y=h),

entonces, como se ilustra en la FIGURA 14.7.2, la integral triple de f sobre D puede escribirse como

una integral iterada:
b [hyx) [ &%, y)
JJJf(X, y,2)dV = J J J f(x, v, 2)dzdy dx. 3)
D a “h

10 “g1(x, )
Para evaluar la integral iterada en (3) empezamos evaluando la integral definida parcial
8(x, y)
J S, y,2)dz
81(x, y)
en la cual x y y se mantienen fijas.

2=g,(x,y)

FIGURA 14.7.2  Region tipo I en el plano xy
Por otro lado, si R es una regién de tipo II:
Ric=y=d hQy) =x= h(y),
entonces (2) se convierte en

d () (8, y)
Jjjf(x, y,2)dV = J J J Sf(x, v, 2) dz dx dy. 4)
D c “'h

1) Jgix, y)
www.FreelLibros.org
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778 CAPITULO 14 Integrales multiples
En una integral doble hay s6lo dos posibles 6rdenes de integracion: dy dx y dx dy. Las inte-

grales triples en (3) y (4) ilustran dos de seis posibles 6rdenes de integracion:

dz dy dx dz dx dy dy dx dz
dx dy dz dx dz dy dy dz dx.

Las dos tltimas diferenciales nos indican el plano de coordenadas en el cual se localiza la regién
R. Por ejemplo, la integral iterada correspondiente al orden de integracion dx dz dy tendria la forma

d [ h(y) [gxAy.2)
f J J f(x, v, z) dx dz dy.
¢ ‘() Y80y, 2

La interpretacién geométrica de esta integral y la region R de integracién en el plano yz se mues-
tran en la FIGURA 14.7.3.

z=h,(y)

FIGURA 14.7.3 Regi6n tipo I en el plano yz

I Aplicaciones A continuacién se listan algunas de las aplicaciones estandar de la integral triple.

Volumen: Si f(x, y, z) = 1, entonces el volumen del sélido D es

v [

Masa: Si p(x, y, z) es la densidad (masa por volumen unitario), entonces la masa del sélido

D esta dada por
m= JJJp(x, v, 2)dV.
D

Primeros momentos: Los primeros momentos del sélido alrededor de los planos de coor-
denadas indicados por los subindices estin dados por

M, = j”zp(x, y.2)dV, M, = Myp(x, y.2)dV, M, = J j fm(x, ¥, 2)dV.
D D D

Centro de masa: Las coordenadas del centro de masa de D estan dadas por

_ M}'Z _ sz _ MX}’
X=—7\ y=—, = .
m m m

Centroide: Si p(x, y, 7) = constante, el centro de masa de D recibe el nombre de centroide
del sdlido.

Segundos momentos: Los segundos momentos, o momentos de inercia, de D alrededor
de los ejes de coordenadas indicados por los subindices estdn dados por

Iy :” J O+ el y, D dV, 1= J J J &+ Dplx,y, ) dV, L= ”J(x2 + )P, y, 2) dV.
D D D
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Radio de giro: Como en la seccién 14.4, si [ es un momento de inercia del sélido en torno
a un eje dado, entonces el radio de giro es

1
R, =+/—.
8 m

]\ LB Volumen

Encuentre el volumen del sélido en el primer octante acotado por las graficas de z =1 — y?,
y=2xyx=3.

Solucion Como se indica en la FIGURA 14.7.4a), la primera integracion con respecto a z sera de 0
a1l — y°. Ademds, de la figura 14.7.4b) vemos que la proyeccién del sélido D sobre el plano xy
es una region de tipo II. Por consiguiente, a continuacién integramos, con respecto a x, de y/2 a
3. La ultima integracion es con respecto a y de 0 a 1. De tal manera,

103 [1—y?
V=ijdv=f J j dzdxdy
o 0 Jy20

Y,

13
= j f (1 = y*) dxdy
0 Jy/2

1 3
= J (x — xyz)} dy
0 2

¥/

/III-IIIDX:3

b)
FIGURA 14.7.4  Sélido del ejemplo 1 |

El lector debe observar que el volumen en el ejemplo 1 podria haberse obtenido con la
misma facilidad por medio de una integral doble.

EJEMPLO 2 RN

Calcule la integral triple que produce el volumen del sélido que tiene la forma determinada por
el cono de un manto x = \/y? + 22y el paraboloide x = 6 — y* — 22

Solucién Al sustituir y* + 2z = x* en y* + 72 = 6 — x, encontramos que x> =6 — x 0
(x + 3)(x — 2) = 0. Asi, las dos superficies se intersecan en el plano x = 2. La proyeccién sobre
el plano yz de la curva de interseccién es y* + z* = 4. Al utilizar simetria y referirnos a la
FIGURA 14.7.5a) y b), vemos que

2 (Va—y 16—y -2
V=J’JJdV=4J J j dx dz dy.
b 0 % Ve
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Si bien la evaluacién de esta integral es directa, sin duda resulta “descuidada”. Regresaremos a
esta integral en la siguiente seccidn después de haber examinado integrales triples en otros sis-
temas de coordenadas.

FIGURA 14.7.5 Sélido del ejemplo 2 |

A] 5" Mol N Centro de masa

Un sélido tiene la forma determinada por las grificas del cilindro |x| + |y| = 1 y los planos
z =2y z = 4. Encuentre su centro de masa si la densidad est4 dada por p(x, y, z) = kz, con k
una constante.

Solucién El sélido y su proyeccion ortogonal sobre una region R del tipo I en el plano xy se
ilustran en la FIGURA 14.7.6a). La ecuacién |x| + |y| = 1 es equivalente a cuatro rectas:

x+y=1,x>0,y>0; x—y=1x>0,y <0
—x+y=Lx<0,y>0; —x—y=1x<0,y<0.

Puesto que la funcién de densidad p(x, y, z) = kz es simétrica sobre R, concluimos que el centro
de masa yace sobre el eje z; esto es, necesitamos calcular s6lo m y M,,. De la simetria y la figu-
ra 14.7.6D) se concluye que

1 (1-x (4 1 1*)(1 4
m=4j J J kzdzdydx=4kj J ZZZ} dydx
o Jo 2 o Jo 2

1
= 24k<x - 1x2>] = 12k,
2" /o

1 f1—x (4 1 I*xl 4
M,, = 4J J J kz* dz dy dx = 4kj J 313] dy dx
0 Jo p) o Jo 2

1 f1—x
= 2§4kj J dydx = %k.
0 Jo

Por consiguiente,

Las coordenadas del centro de masa son entonces (O, 0, %)
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FIGURA 14.7.6  Sélido del ejemplo 3 |

A3\ KBl Repaso del ejemplo 3

Determine el momento de inercia del sélido del ejemplo 3 alrededor del eje z. Encuentre el radio
de giro.

Solucién Sabemos que I, = [/, D()c2 + y»kz dV. Con simetria podemos escribir esta integral
triple como

1 [1-x (4
I = 4kj j J (* + y)z dz dy dx
b Jo

1 [l1-x 1.
= 4k J J (2 + yz)zz} dy dx
o Jo 27 b
I [1—x
24k J J &> + yHdy dx
0
1 1 1—x
24kJ (xzy + y3>} dx
0 3 0
J[x - X +(1—x)]dx

1 1
{3 - Zx - —(1 - x)4] = 4k.

=)

Del ejemplo 3 es claro que m = 12k y por ello se deduce que el radio de giro es

o B s :

El dltimo ejemplo ilustra como cambiar el orden de integracion en una integral triple.

A\ [JXe M Cambio del orden de integracion

Cambie el orden de integracién en

6 [4-2x/3 [3—x/2—3y/4
J f J f(x, v, 2)dz dy dx
o Jo )

adydxdz.

Soluciéon Como se observa en la FIGURA 14.7.7a), la regién D es el s6lido en el primer octante aco-
tado por los tres planos de coordenadas y el plano 2x + 3y + 4z = 12. Con referencia a la figu-

ra 14.7.7b) y la tabla incluida, concluimos que
3 [6-2z [4-2x/3—4z/3
J J fx,y,2) dy dx dz.
0 0

6 (4—2x/3 [3—x/2—3y/4
J J J f(x,y,2) dzdy dx = J
0 J0 0
www.FreelLibros.org
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782 CAPITULO 14 Integrales multiples
Orden de Primera Segunda Tercera
integracion integracion integracion integracion
dz dy dx 0 a 3—x/2—3y/4 0 a 4—2/3 0 a 6
dy dx dz 0 a 4-—2x/3—4z/3 0 a 6—22 0 a 3

FIGURA 14.7.7 Cambio de integracién de dz dy dx a dy dx dz en el ejemplo 5 |

AEHMHNEREWA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45.

= Fundamentos

En los problemas 1-8, evalte la integral iterada que se indica.

42 (1 3 (x
1. JJ J (x+y+zdxdydz ZJJ
2 1

J “ 24 xy dzdy dx
2

w

wn

~

2—x?—y?
J J xye*dz dx dy

1/2 [x?
J J dydxdz
X = y

Evalte [[[,z dV,donde D es la regién en el primer octan-
te acotada por las graficasde y=x,y=x—2,y=1,y=3,
z=0yz=>5.

10. Evalde [f[,(x* + y°)dV, donde D es la regién acotada
por las grificas de y=x*,z=4—yyz = 0.

°d

3
[ [l o [ [ wiewns
|
|

R

En los problemas 11 y 12, cambie el orden de integracion indi-
cado en cada uno de los otros cinco 6rdenes.

2 (4-2y (4
11. J J j fx, y, z) dzdxdy
0 Y0 x+2y

2 (V36-9xY2 (3
12. J J J f(x, v, 2) dzdydx
0 J0 1

En los problemas 13 y 14, considere el s6lido dado en la figura.
Plantee, pero no evale, las integrales que producen el volumen
V del sélido utilizando los 6rdenes de integracion indicados.

6 (6—x [6—x—2 1 1-x (Vy
J J dy dz dx 4. J J J 4x*2 dz dy dx
oJo o

13. —4 a) dzdydx
b) dxdzdy

¢) dydxdz

4 /

X

14. a) dxdzdy

b) dydxdz

¢) dzdxdy [Sugeren-
y  cia: Esto requerird

dos integrales.]

)7:3

FIGURA 14.7.9 Sélido del problema 14

En los problemas 15-20, dibuje la regién D cuyo volumen V
estd dado por la integral iterada.

403 (2-2/3 3 (VO (Vas-22-p
15. J J J dxdzdy 16. 4J’ j J dzdxdy
0 Jo Jo o Jo

4

1 (Vi s 2 (Va—a® 4
17. J J j dzdydx 18. J J J dzdy dx
—1/-Vi1i-x*Y0 0 J0 x2+y2

2 2=y [V 3 1/x (3
19. J J J dxdzdy 20. J J J dydzdx
0 Y0 -y 1Y 0

En los problemas 21-24, encuentre el volumen V del sélido
acotado por las graficas de las ecuaciones dadas.

21. x=y,4 —x=y,7=0,z=3
22. x* + y2 =4,z =x+y, los planos de coordenadas, el
primer octante.
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23. y=x*+7y=8—x*—7
24. x=2,y=xy=0,z=x>+y,z=0
25. Encuentre el centro de masa del s6lido dado en la figura

14.7.8 si la densidad p en el punto P es directamente pro-
porcional a la distancia desde el plano xy.

26. Encuentre el centroide del sélido de la figura 14.7.9 si la
densidad p es constante.

27. Determine el centro de masa del sélido acotado por las
grificas de x>+ z>=4,y=0y y = 3 si la densidad p en
un punto P es directamente proporcional a la distancia
desde el plano xz.

28. Encuentre el centro de masa del sélido acotado por las
grificas de y=x7,y=x,z=y +2y z = 0si la densidad
p en el punto P es directamente proporcional a la distan-
cia desde el plano xy.

En los problemas 29 y 30, plantee, pero no evalte, las integra-
les iteradas que producen la masa m del sélido que tiene la
forma y densidad indicadas.
29. > +y =1,z+y=8,z7—-2y=2;
px,y,2) =x+y+4
30. 2+ -2 =1,z=—1,2=2:p(x,y,2) = 2° [Suge-
rencia: No use dz dy dx.]

14.8 Integrales triples en otros sistemas de coordenadas 783

31. Calcule el momento de inercia del sélido de la figura
14.7.8 alrededor del eje y si la densidad p es como se
indica en el problema 25. Determine el radio de giro.

32. Calcule el momento de inercia del sélido de la figura
14.7.9 alrededor del eje x si la densidad p es constante.
Determine el radio de giro.

33. Calcule el momento de inercia alrededor del eje z del
sélido en el primer octante que estd acotado por los pla-
nos de coordenadas y la graficax + y + z = 1 siladen-
sidad p es constante.

34. Determine el momento de inercia alrededor del eje y del
s6lido acotado por las graficas z =y, z =4 —y,z =1,
z=0,x=2yx =0 siladensidad p en un punto P es
directamente proporcional a la distancia desde el plano yz.

En los problemas 35 y 36, plantee, pero no evalte, la integral
iterada que produce el momento de inercia indicado del soli-
do que tiene la forma y densidad que se sefialan.

35. z = Vx* + % z = 5; densidad p en un punto P directa-
mente proporcional a la distancia desde el origen; I,
36. X+ 2 =1, y2 + 72 = 1; densidad penel punto P direc-

tamente proporcional a la distancia desde el plano yz; /,

14.8 Integrales triples en otros sistemas

de coordenadas

I Introduccion A partir de la geometria de una region en el espacio tridimensional, la evalua-
cion de una integral triple sobre la region puede a menudo facilitarse al utilizar un nuevo siste-

ma de coordenadas.

I Coordenadas cilindricas El sistema de coordenadas cilindricas combina la descripcién polar
de un punto en el plano con la descripcién rectangular de la componente z de un punto en el espa-
cio. Como se advierte en la FIGURA 14.8.1a), las coordenadas cilindricas de un punto P se denotan
mediante la triada ordenada (r, 0, z). La palabra cilindricas surge del hecho de que un punto P
en el espacio estd determinado por la interseccion de los planos z = constante, § = constante, con

un cilindro r = constante. Vea la figura 14.8.1b).

x,y,2)0(r,0,z2)

z = constante (plano)

_______ —>y

AN
Oy 6 = constante r = constante
X s i
. Y (r, 0) (plano) (cilindro)
a)
FIGURA 14.8.1 Coordenadas cilindricas de un punto en el espacio tridimensional
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784 CAPITULO 14 Integrales multiples

(—V2,\2, 1)

o
(2,3m/4, 1)

FIGURA 14.8.2. Conversién de
coordenadas rectangulares en
coordenadas cilindricas en el
ejemplo 2

I Coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares De la figura 14.8.1a) también vemos
que las coordenadas rectangulares (x, y, z) de un punto se obtienen de las coordenadas cilindri-
cas (r, 6, z7) mediante las ecuaciones.

X = rcos 0, y =rsenb, =2z (1)

[A] S\ [Je BN Centro de masa

Convierta (8, 7/3, 7) en coordenadas cilindricas a coordenadas rectangulares.

Solucion De (1),
_ T _ o1 _
x =38 cosz = 8<2> 4

y=28 seng = 8(;\/§> =4V3
z="1.
Entonces, (8, 7/3, 7) es equivalente a (4, 47/3,7) en coordenadas rectangulares. [ |

I Coordenadas rectangulares a coordenadas cilindricas Para convertir las coordenadas rec-
tangulares (x, y, z) de un punto en coordenadas cilindricas (r, 0, z), usamos

2)

y
rr=x*+ 2 tan9=;, Z

] 5\" e Centro de masa

Convierta (— V2, V2, 1) en coordenadas rectangulares a coordenadas cilindricas.

Il
l

Solucién De (2) vemos que

V2 o
-2

z=1.

tan 0 =

Si tomamos r = 2, entonces, consistente con el hecho de que x < 0 y y > 0, tomamos
6 = 3m/4. Si utilizamos 6 = tan”'(—1) = —/4, entonces es posible usar r = —2. Advierta
que las combinaciones r = 2, 0 = —7/4 y r = —2, 6 = 37/4 son inconsistentes. En conse-
cuencia, (— V2, V2, 1) es equivalente a (2, 37/4, 1) en coordenadas cilindricas. Vea la FIGURA
14.8.2. |

I Integrales triples en coordenadas cilindricas Recuerde de la seccién 14.5 que el drea de un
“rectdngulo polar” es AA = r*ArA#@, donde r* es el radio promedio. De la FIGURA 14.8.3a) vemos
que el volumen de una “cuiia cilindrica” es simplemente

AV = (4rea de la base) - (altura) = r*ArA6Az.

A6

r¥

a)
FIGURA 14.8.3 Cuiia cilindrica en a); region en el espacio tridimensional en b)
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14.8 Integrales triples en otros sistemas de coordenadas 785

Entonces, si f(r, 6, z) es una funcién continua sobre la regién D, como se ilustra en la figura
14.8.3b), la integral triple de F sobre D estd dada por

hy(r, 6) B (820) [ har,0)
Jjjf(r,ﬂ,z)dv— JJ{J f(r,O,z)dZ} dA = J J J f(r, 0, 2)rdz dr db.
i) R hy(r. a

\(r, 6) &1(0) “hy(r, 0)

[N 5\"[HeBEN Centro de masa

Un so6lido en el primer octante tiene la forma determinada por la grafica del cono de un solo

manto z = Vx> + y* y los planos z=1, x =0y y = 0. Determine el centro de masa si la den-
sidad esta dada por p(r, 6, z) = r.

Solucién En vista de (2), la ecuacion del cono es z = r. Por consiguiente, vemos de la FIGURA

14.8.4 que
w2 (1 (1
m = JJerV J J J r(rdz dr df)
D 0 0 Jr
/2
= J J rzz} drdf
0
/2
:L J(rz P)drdo—ﬁ x
/2 (1 FIGURA 14.8.4 Sdlido del
Mx' JJJZTdV J J J Z?Z dzdrdb ejemplo 3
D 0 0 Jr
/2
= J J rz} drdf
0 0

1 72 (1 ) . 1
—2L L(r—r)drd@ %’77

Empleando y =r sen 6 y x = r cos 6, tenemos también que

w2 (11
= ”Jr2 sen @ dV = J J J P sen 0 dzdrdf
0 0 Jr
J J Pz sen 0} drde
0 r

J J T — rysen 8 drdh = !

20°
@2 (1 (1 1
”Jr cos 0dV = J J J r’cos O dzdrdf = ——.
0 0 Jr 20
u €
Por consiguiente, X = == 20 = 5 =~ (.38,
m Lﬂ_ S
24
€
_ M. 20
y = m = r 57 0.38
247
1
*:Mxyzﬂzi:og
z= T 5 8.
247
El centro de masa tiene las coordenadas aproximadas (0.38, 0.38, 0.8). |
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786 CAPITULO 14 Integrales multiples

[N 5\" [N Centro de masa

Evalde la integral de volumen

del ejemplo 2 en la seccién 14.7.

z Solucién  Si introducimos coordenadas polares en el plano yz mediante y =r cos 6, z=r sen 6,
r=2 entonces las coordenadas cilindricas de un punto en el espacio tridimensional son (r, 0, x). La
descripcion polar de la figura 14.7.5b) estd dada en la FIGURA 14.85. En este caso, puesto que
-2 y* + 72 = %, tenemos
x=Vy’+22=r y x=6—-y"—72=6 — 1.
6=0 cje Y Por consiguiente, la integral se transforma en
polar w2 (2 (61 w2 (2 6—r?
FIGURA 14.8.5 Versién polar de V=4 rdxdrdd = 4 rx drdo
la figura 14.7.5b) o b ), o o -

72 (2
4J J 6r — r* — ) drdb
o Jo

/2 1 1 2
4J <3r2 - Zr4 — 3r3>} do
b 0

/2
3 ), 3

I Coordenadas esféricas Como se ve en la FIGURA 14.8.6a), las coordenadas esféricas de un
punto P estan dadas por la triada ordenada (p, ¢, 6), donde p es la distancia del origen a P, ¢ es
el dngulo entre el eje z positivo )y, el vector 07, y 6 es el dangulo medido desde el eje x positivo
hasta la proyeccion del vector OQ de OP. El dngulo 0 es el mismo dngulo que en coordenadas
polares y cilindricas. La figura 14.8.6b) muestra que un punto P en el espacio estd determinado
por la interseccién de un cono ¢ = constante, un plano # = constante y una esfera p = constan-
te; de ahi surge el nombre de coordenadas “esféricas”.

@ = constante
(plano)

¢ = constante
(cono)

L xy.2)0(p, 9, 0)

o P
| y
1
¢ P : 4
|
1,7 Y
_____ a7
o
p = constante
(esfera)

b)
FIGURA 14.8.6 Coordenadas esféricas de un punto en el espacio tridimensional

I Coordenadas esféricas a coordenadas rectangulares y cilindricas Para transformar coordena-
das esféricas (p, ¢, 0) a coordenadas rectangulares (x, y, z), observamos de la figura 14.8.6a) que

— — —
x = |0Q|cos 6, y = |0Ql|sen6, z = |OP|cos ¢.
- - . . .
Puesto que |OQ|=p sen ¢ y |OP| = p, las ecuaciones anteriores se convierten en

x=psen¢dcosh, y=psendsend, z = p cosad. 3)
www.FreelLibros.org
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Suele tomarse p = 0y 0 = ¢ = 7. Ademds, puesto que \@| = p sen ¢ = r, las férmulas
r=psen¢, 0 =80, z=pcosdo 4)

nos permiten transformar las coordenadas esféricas ( p, ¢, 0) en coordenadas cilindricas (r, 6, 7). W

N5\ [N Centro de masa

Convierta las coordenadas esféricas (6, /4, 7/3) en
a) coordenadas rectangulares y b) coordenadas cilindricas.

Solucién
a) Identificando p = 6, ¢ = 7/4 y 0 = /3, encontramos de (3) que

_ T oo — L 1\_3
x—6sen40053 6(2\ﬁ)<2> 2\@

_ Toan — (L La)=3
y = 6sen sen— = 6(2\@>(2\/§> = 2\/6

7=6 cos% = 6(;@) = 3V2.

Las coordenadas rectangulares del punto son (3V/2,3V6,3V2).
b) De (4) obtenemos

r==6 sen% = 6(;\/§> =3V2

T
=3
T 1
z=6cos— = 6(=V2]=3V2.
4 2
De tal modo, las coordenadas cilindricas del punto son (3V/2, 7/3, 3V/2). ]

1 Coordenadas rectangulares a coordenadas esféricas Para convertir las coordenadas rectan-
gulares (x, y, z) en coordenadas esféricas (p, ¢, ), usamos

p? =x*+y*+ 2% tan6=X, :

cosp =—F7—————.
X Vi + 32 + 2

I Integrales triples en coordenadas esféricas Como se observa en la FIGURA 14.8.7, el volumen z
de una “cufa esférica” estd dado por la aproximacién

AV = p*sen¢ Ap A A6.

®)

p sen pAO

De tal modo, en una integral triple de una funcién continua en coordenadas esféricas f(p, ¢, §), psené —
la diferencial de volumen dV es Ad —

dV = p*sen ¢ dp d¢ db.

Por consiguiente, una integral triple comtin en coordenadas esféricas tiene la forma x
B (80 [0 FIGURA 14.8.7 Cuiia esférica
J f J flp, ¢, 6)dV = J J J f(p. §.0) p* sen ¢ dp dep db.
D a Jgi(0) “hi(d,0)

A\ e} Centro de masa

Emplee coordenadas esféricas para determinar el volumen del sélido del ejemplo 3.

Soluciéon Empleando (3),

z = lsevuelve pcos¢ =10 p = seco,

z= Vx> + y*se vuelve ¢ = 7/4.
www.FreelLibros.org
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p varia de
T 0asec ¢ Como se indica en la FIGURA 1488, V = ”J dV escrita como una integral iterada es
¢ varia de i / | D
0aX™ : : 72 (/4 (sec ¢ /2 71-/41 sec ¢
2 : sz J f pzsendadpdd)dO:J J 34 sen  deb dO
% i i o Jo o o o 0

1 w/2 (/4
= 3J J sec’ ¢ sen ¢ dep df
oo

1 /2 (/4
= 3J J tan ¢ sec> P d¢p d
o o

/ T
s — 0variade0a7

x 72 /4
FIGURA 14.88 Slido del =—| =tan’¢| db
. 3 2 0
ejemplo 3 0
B 1 /2 B 1
= 6L dao = o [ |

A 5\"[JHeMVA Centro de masa

Determine el momento de inercia en torno al eje z del s6lido homogéneo acotado entre las esfe-
rasx’ + Yy + 22 =a’yx> +y +2=b%a <h.

Utilizamos un simbolo diferen- . Solucion  Si 8(p, ¢, 0) = k es la densidad, entonces

te para la densidad para evitar
la confusion con el simbolo p I = JJ’J()CZ + yz)k dv.

de coordenadas esféricas.

pvariade  “p  pvarfade De (3) encontramos x” + y> = p” sen” ¢, y de la primera ecuacién en (5) vemos que las ecuacio-
Oam ,/ i -~ ab nes de las esferas son simplemente p = a y p = b. Vea la FIGURA 14.8.9. Consecuentemente, en
g, coordenadas esféricas la integral anterior se vuelve
=~ 5 b
| 3
9 e >y (™
7’-»——*" L=k J J J p? sen® $(p? sen ¢ dp dep df)
X \ 0 varia de 0 -0 “a
0a22m

2w (@ (b
ZkJ’ J Jp“sen%bdpdqbdﬂ
0 0 Ja

FIGURA 14.8.9 Limites de
integracién del ejemplo 7

2 771 b
= kJ’ J 5pssen3¢>} de¢ do
0o Jo a
2w (7
= lk(b5 — aS)J J (1 — cos® ¢) sen ¢ dep d
5 o Jo
_Las s 7 Loog)|
= gk(b —a’) —cos ¢ + zcos o || do
0 0
k(b — ad). [ |

A4 o[ 8
= 15k(b a)f0 do = 57

Las coordenadas esféricas se usan en la navegacién. Si consideramos a la Tierra como una
esfera de radio fijo centrada en el origen, entonces un punto P puede ubicarse especificando
dos dngulos 6 y ¢. Como se muestra en la FIGURA 14.8.10, cuando ¢ se mantiene constante, la
curva resultante se denomina paralela. Los valores fijos de 6 producen curvas llamadas
meridiano  circulos grandes. La mitad de uno de estos circulos grandes que une los polos norte y sur reci-
primo be el nombre de meridiano. La interseccidn de una paralela y un meridiano produce la posi-
cién de un punto P. Si0° = ¢ = 180°y —180° = 6 = 180°, se dice que los dangulos 90° — ¢
y 6 son, respectivamente, la latitud y longitud de P. El meridiano primo corresponde a una
longitud de 0°. La latitud del ecuador es 0°; las latitudes de los polos norte y sur son, a su vez,

FIGURA 14.8.10 Latitudes +90° (0 90° norte) y —90° (0 90° sur).
y longitudes

¢ = constante_
%%
g

0 = constante

ecuador
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AEIHMALERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45.

= Fundamentos

En los problemas 1-6, convierta el punto dado de coordenadas
cilindricas a coordenadas rectangulares.

1. (10,37/4,5) 2. (2,576, —3)
3. (V3,m/3, —4) 4. (4,7m/4,0)
5. (5, 7/2, 1) 6. (10,5m/3,2)

En los problemas 7-12, convierta el punto dado de coordena-
das rectangulares a coordenadas cilindricas.

7. (1, -1, —9) 8. 2V3,2,17)
9. (-Vv2,V6,2) 10. (1,2,7)
11. (0, —4,0) 12. (V7,-V7,3)

En los problemas 13-16, convierta la ecuacién dada a coorde-
nadas cilindricas.

13. x*+ 2+ 2 =125 4. x+y—z=1
15. > +y2 =2 =1 16. x* + 22 =16

En los problemas 17-20, convierta la ecuacién dada a coorde-
nadas rectangulares.

17. z = ?
19. r=5sect

18. z=2rsenf
20. 6 = w/6

En los problemas 21-24, use una integral triple y coordenadas
cilindricas para determinar el volumen del sélido que esta
acotado por las gréficas de las ecuaciones que se indican.

21 X+ y? =4+ + 22 =16,2z=0
22.z=10—x2—y2,z=1

23 z=x>+y x4+ 2 =252z=0

4. y=x*+22y=x>+72+4

En los problemas 25-28, emplee una integral triple y coorde-
nadas cilindricas para determinar la cantidad indicada.

25. El centroide del sélido homogéneo acotado por el hemis-
ferio z = Va? — x* — y?yel plano z = 0.

26. El centro de masa del sélido acotado por las graficas de
y2 +72= 16, x =0 y x = 5, donde la densidad en un
punto P es directamente proporcional a la distancia desde
el plano yz.

27. El momento de inercia en torno al eje z del sélido acota-
do por arriba por el hemisferio z = V9 — x*> — y*y por
abajo por el plano z = 2, donde la densidad en un punto
P es inversamente proporcional al cuadrado de la distan-
cia desde el eje z.

28. El momento de inercia alrededor del eje x del sélido aco-
tado por el cono de un solo manto z = Vx> + y* y el
plano z = 1, donde la densidad en un punto P es directa-
mente proporcional a la distancia desde el eje z.

En los problemas 29-34, convierta el punto dado de coordena-
das esféricas a

a) coordenadas rectangulares y

b) coordenadas cilindricas.
29. (3, m/2, 7/6) 30. (5,57/4,2m/3)
31. (8, m/4,37/4) 32. (3, 5m/3, 7/6)
33. 4,37/4,0) 34. (1, L17/6, m)

En los problemas 35-40, convierta los puntos dados de coor-
denadas rectangulares a coordenadas esféricas.

35. (=5, —5,0) 36. (1, —V3,1)
37. (53,3, 1) 38. (—5V3,0,—3)
39. (3, -3,3V2) 40. (1,1, —V6)

En los problemas 41-44, convierta la ecuacion dada a coorde-
nadas esféricas.

41. > +y* + 2 =64 2. x>+ 1y + 2 =4
43. 72 = 3x* + 3y? 4, —x* -y +72=1
En los problemas 45-48, convierta la ecuaciéon dada a coorde-
nadas rectangulares.

45. p =10
47. p=2sec ¢

46. ¢ = /3
48. p sen’ ¢ =cos ¢
En los problemas 49-52, emplee una integral triple y coorde-

nadas esféricas para determinar el volumen del sélido que
estd acotado por las graficas de las ecuaciones que se indican:

49. 7= Vx> +y P +y2+72=9

50. x> + y2 + 2= 4,y =xy = \Vi3x,z = 0, primer
octante

51. 722 = 3x* + 3y2, x =0,y =0,z = 2, primer octante

52. En el interior por x> + y? + z> = 1 y en el exterior por
2=x2+y

En los problemas 53-56, emplee una integral triple y coorde-

nadas esféricas para encontrar la cantidad indicada.

53. El centroide del s6lido homogéneo acotado por el cono de
un solo manto z = Vx? + y?ylaesferax® +y* +z>=2z.

54. El centro de masa del sélido acotado por el hemisferio
z="V1—x*—y*yel plano z = 0, donde la densidad
en el punto P es directamente proporcional a la distancia
desde el plano xy.

55. La masa del sélido acotado por arriba por el hemisferio
7= V25— x*—y? y por debajo por el plano z = 4,
donde la densidad en un punto P es inversamente propor-
cional a la distancia desde el origen [Sugerencia: Exprese el
limite ¢b superior de integracién como un coseno inverso. |

56. El momento de inercia en torno al eje z del sélido acota-
do por la esfera x*> + y*> + z> = @, donde la densidad en
un punto P es directamente proporcional a la distancia
desde el origen.
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Si la funcién g es uno a uno,
entonces tiene una inversa y por
elloc = g Ya) yd =g '(b).

(2

14.9 cambio de variables en integrales miltiples

I Introduccion En muchos casos resulta conveniente efectuar una sustitucion, o cambio de
variable, en una integral para evaluarla. La idea en el teorema 5.5.3 puede refrasearse como
sigue: si fes continua y x = g(u) tiene una derivada continua y dx = g'(u) du, entonces

b d
Jf (x) dx = j f(g(u)) g'(w) du, &)

a

donde los limites y de integracién de c y d estdn definidos por a = g(c) y b = g(d). Hay tres
aspectos que deben subrayarse en (1). Para cambiar la variable en una integral definida reempla-
zamos x donde aparece en el integrando por g(u), cambiamos el intervalo de integracién [a, b]
sobre el eje x al intervalo correspondiente [c, d] sobre el eje u, y sustituimos dx por una funcién
mdltiplo (a saber, la derivada de g) de du. Si escribimos J(u) = g'(u), entonces (1) tiene la forma

b d
Jf (x) dx = J J(g@w)) J(u) du. 2)

Por ejemplo, empleando x =2 sen 0, —7/2 = § = /2, tenemos

limitesde x | f(x) limites de 0] f(2sen ) J(O)
2/ /2 /2

J Va4 — xPdx = J

0 0

—_— — 2
2cosf (2cosO)db = 4 cos  0dO = .

0

I Integrales dobles Aunque el cambio de variables en una integral mdltiple no es directo
como el procedimiento en (1), se mantendrd la idea bésica que se ilustra en (2). Para cambiar
variables en una integral doble necesitamos dos ecuaciones, tales como

x =xu,v), y=yu,v). 3)

Para que haya analogfa con (2), esperamos que un cambio de variables en una integral doble
tome la forma

”f(x, y) dA = ”f(x(u, v), y(u, v))J(u, v) dA', “4)
R

N

donde S es la region en el plano uv correspondiente a la region R en el plano xy, y J(u, v) es algu-
na funcién que depende de las derivadas parciales de las ecuaciones en (3). El simbolo dA’ en el
lado derecho de (4) representa ya sea a dudv o dvdu.

En la seccién 14.5 discutimos brevemente cémo cambiar una integral doble [[f(x,y) dA
de coordenadas rectangulares a coordenadas polares. Recuerde que en el ejemplo 2 de esa sec-
cion las sustituciones

X =rcosf y y=rsenf (5)
llevaron a
sz\/gledydx = Jﬂ/zj\@ ! rdrd6. (6)
b Lo S5+ x4y e, S+

Como advertimos en la FIGURA 14.9.1, la introduccidn de coordenadas polares cambia la region ori-
ginal de integracion R en el plano xy a una mas conveniente region rectangular de integraciéon S
en el plano r. Notamos también que al comparar (4) con (6), podemos identificar J(r, 0) = ry
dA" = dr db.
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y
2,2)
y=x Y 0
ﬂ
2
S
m
4 1
1
I I L
T T T r
2+y?=38 \8
a) Regién R en el plano xy b) Regién S en el plano r 6

FIGURA 14.9.1 Regiones en dos planos diferentes

Las ecuaciones de cambio de variable en (3) definen una transformacion o mapeo 7 del
plano uv al plano xy:

T(u, v) = (x,y).

Un punto (x, o) en el plano xy estd determinado a partir de x, = x(ug, vg), Yo = ¥ (g, V) y S€
dice que es una imagen de (u, vy), esto es, T(ug, vg) = (Xg, Yo)-

A3\ JXeBE N Transformacion de una region

Encuentre la imagen de la region S que se muestra en la FIGURA 14.9.2a), bajo la transformacién

x=u2+v2,y=u2—v2.

Soluciéon Empezamos determinando las imédgenes de los lados de S que hemos indicado me-
diante Sy, S, y Ss.

S;: Enel lado v = 0 de manera que x = u% y = u* Al eliminar u se produce entonces y = x.
En este caso, imagine que el movimiento es a lo largo de la frontera de (1, 0) a (2, 0) (esto
es, 1| = u = 2). Las ecuaciones x = u* y y = u” indican entonces que x varia de x = 1 a
x = 4y yvaria simultdineamente de y = 1 ay = 4. En otras palabras, en el plano xy la ima-
gen de S; es el segmento de recta y =x de (1, 1) a (4, 4).

S>: En esta frontera u> + v*> = 4 y también x = 4. En este caso, conforme nos movemos del
punto (2, 0) a (\ﬁ, \/g), la ecuacién restante y = > — v? indica que y varia de
y=2-0=4ay= (\/3)2 - (\/;)2 = 1. En este caso la imagen de S, es el segmento
de recta vertical x = 4 que empieza en (4, 4) y desciende hasta (4, 1).

S5: Puesto que u> — v* = 1, obtenemos y = 1. Sin embargo, a medida que nos movemos
sobre esta frontera desde (\/5, \/§) hasta (1, 0), la ecuacién x = u?> + v? indica que x varia
dex = 4ax = 1. Laimagen de S; es el segmento de recta horizontal y = 1 que empieza en
(4, 1) y termina en (1, 1).

La imagen de S es la region R dada en la figura 14.9.2b). |

Observe en el ejemplo 1 que recorrimos la frontera de S en direccion contraria a la de las
manecillas del reloj, y la frontera de R se recorre en la direccion de las manecillas. Afirmamos
que la transformacién de la frontera de S ha inducido una orientacion en la frontera de R.

Aunque una prueba de la férmula del cambio de variables en una integral multiple estd mas
alld del nivel de este texto, sefialaremos algunas de las suposiciones subyacentes que se hacen
alrededor de las ecuaciones (3) y las regiones Ry S:

e Las funciones x = x(u, v), y = y(u, v) tienen primeras derivadas parciales continuas
sobre S.

e La transformacién es uno a uno.

e Cada una de las regiones R y S consiste en una curva cerrada simple continua por seccio-
nes y su interior.

* El determinante de segundo orden

o ax
ou ov| _ ox (:)l _ gg (7)
dy Iyl dudv v u

ou v

no es cero y no cambia de signo sobre S.
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I Jacobiano Se dice que una transformacion 7 es uno a uno si cada punto (xg, yy) en R es la
imagen bajo 7 del punto dnico (u, vy) en S. Dicho de otro modo, ningtin par de puntos en S tiene
la misma imagen en R. Con la restricciéon de que r = 0y 0 = 6 < 2, las ecuaciones en (5)
definen una transformacién uno a uno desde el plano 76 hasta el plano xy. El determinante en (7)
se denomina determinante jacobiano, o simplemente jacobiano, de la transformacién 7'y es la
clave para el cambio de variables en una integral multiple. El jacobiano de la transformacién
definida por las ecuaciones en (3) se denota por medio del simbolo

a(x, y)
(u, v)’

De manera similar a la nocién de una funcién uno a uno introducida en la seccién 1.5, una trans-
formacién uno a uno T tiene una transformacién inversa 7' tal que

X

-1 —
FIGURA 14.9.3 Transformaciones T (xo, yo) (o, vo)-

entre regiones Esto es, (i, vo) es la imagen bajo T ™' de (x,, o). Vea la FIGURA 14.9.3. Si es posible resolver en
(3) para u y v en términos de x y y, entonces la transformacion inversa se define mediante el par

de ecuaciones
u=ulx,y), v=uvxy). (8)

El jacobiano de la transformacién inversa 7" es

Jdu  du
I, v) _ fox dy ©)
oy | v
ox  dy
y se relaciona con el jacobiano (7) de la transformacién 7" por medio de
aJ(x, d(u, v
() A, v) _ 10
a(u, v) I(x,y)
8] |{Ke )} Jacobiano
El jacobiano de la transformacién x = r cos 6, y =r sen 6 es
axox
J(x, —
(x,y) _lor 06 _ |[cos 6 r sen 0 = r(cos? 0 + sen?6) = r. -

ar,0)  |dy ay sen 6 r cos 6
ar 00

Dirigiremos ahora nuestra atencién al punto principal de esta discusién: como cambiar variables
en una integral multiple. La idea que se expresa en (4) es vélida; la funcién J(u, v) viene a ser el
valor absoluto del jacobiano; esto es, J(u, v) = |d(x, y)/d(u, v)|. De acuerdo con las suposicio-
nes planteadas antes, tenemos el siguiente resultado para las integrales dobles.

Teorema 14.9.1 Cambio de variables en una integral doble

Six = x(u, v), y = y(u, v) es una transformacion que mapea una region S en el plano uv hacia
la regién R en el plano xy y f'es una funcién continua sobre R, entonces

a(x, y)
a(u, v)

”f(x, y)dA = ”f(X(u, v), y(u, v)) ‘ ’dA'- (1)
R S

La férmula (3) de la seccion 14.5 para cambiar una integral doble a coordenadas polares es
s6lo un caso especial de (11) con
I(x, y)
a(r, 0)

:|r|:r

puesto que r = 0. En (6), entonces, tenemos J(r, 8) = |d(x, y)/d(r, 0)| = r.
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Un cambio de variables en una integral miultiple puede utilizarse para una simplificacién del
integrando o para una simplificacion de la regién de integracion. El cambio de variables real uti-
lizado muchas veces se inspira en funcion de la estructura del integrando f(x, y) o por las ecua-
ciones que definen la region R. Como consecuencia, la transformacién se define mediante
ecuaciones de la forma dada en (8); esto es, estamos tratando con la transformacién inversa. Los
siguientes dos ejemplos ilustran estas ideas.

N 5\" [N Cambio de variables

Evalde [ sen(x + 2y) cos(x — 2y) dA sobre la regién R que se muestra en la FIGURA 14.9.4a).

Solucién La dificultad al evaluar esta integral doble es claramente el integrando. La presencia
de los términos x + 2y y x — 2y nos lleva a definir el cambio de variables

u=x-+2 y v=x— 2y

Estas ecuaciones mapeardn R sobre la regién S en el plano uv. Como en el ejemplo 1, transfor-
mamos los lados de la region.

Si:y=0implicau = xy v = x o0 v = u. A medida que nos movemos de (27, 0) a (0, 0)
vemos que los puntos imagen correspondientes en el plano uv yacen sobre el segmento de
recta v =u de (2, 27) a (0, 0).

S>:x = 0 implicau =2y y v = —2y o v = —u. A medida que nos movemos de (0, 0) a
(0, 7), los puntos imagen correspondientes en el plano uv yacen sobre el segmento de recta
v=—ude (0,0)am, —2m).

S3:x + 2y = 2a implica u = 2. Conforme nos movemos de (0, 7) a (277, 0), la ecuacioén
v = x — 2y muestra que v varfade v = —2m av = 27. De tal modo, la imagen de S5 es el
segmento de recta vertical u = 27 que empieza en (27, —27) y se extiende hasta (27, 277).
Vea la figura 14.9.4b).

Ahora, al resolver las ecuaciones u = x + 2y, v = x — 2y paraxy y en términos de u y v, obte-
nemos

=%(u+v) y y=i(u—v).

x| 11
Por tanto 06y _ fou ov| _ |2 2| _ _1
’ u,v) |9y 11 4
u Jdv 4 4
Por consiguiente, de (11) encontramos que
sten(x + 2y)cos(x — 2y)dA = jjsen U CoS v —i‘dA’

R

";\’—‘ n

J J sen u cos vdvdu
0 —u

i

J sen’ udu

u

sen u sen v} du

—u

m-
(=)

l\.)\>—
S

J (1 — cos 2u) du

m~

(—lsenZ)ZﬁZl |
=g\ u . >
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y
T y =45
y=x7
R
xy=35
xy=1
a)
VA (1,5) “4,5)
S
I an @1
b)

FIGURA 14.9.5 Regiones Ry S

del ejemplo 4

A 5\" [N M8 Cambio de variables

Evaltie [f,xy dA sobre la regién R que se muestra en la FIGURA 14.9.5a).

Solucién En este caso el integrando es bastante simple, pero la integracion sobre la regiéon R
resultarfa tediosa, ya que tendriamos que expresar [fzxy dA como la suma de tres integrales.
(Verifique lo anterior.)

Las ecuaciones de las fronteras de R sugieren el cambio de variables

v = Xy. (12)

La obtencion de la imagen de R es directa en este caso, puesto que las imdgenes de las curvas
que conforman las cuatro fronteras son simplemente u = 1,u =4, v=1y v = 5. En otras pala-
bras, la imagen de la region R es la regién rectangular S: 1 = u = 4,1 = v = 5. Vea la figura
14.9.5b).

Ahora, en vez de tratar de resolver las ecuaciones en (12) para x y y en términos de u y v,
es posible obtener el jacobiano d(x, y)/d(u, v) calculando d(u, v)/d(x,y) y utilizando (10).
Tenemos

ou oul L2 L
w,v) _fax ay| _ | ¥ 2| _ 3y
alx,y)  |dv v y X x
ox  dy
y por ello de (10),
oy 1 ¥ 1
au,v) 9w, v) 3y 3u’
a(x, y)
Por consiguiente,
dA = L dA'
4 Y173
R s
1(* v
= J J —dvdu
3), ) u
_1 41(; ) ’
= SJI v Idu
41 4
=4Jdu=41nu] =41n4 ]
U 1

I Integrales triples Para cambiar variables en una integral triple, consideremos
x = x(u,v,w), y=yu,v,w), z=zu,v,w) (13)

como una transformacién 7 uno a uno de la region E en el espacio uvw a la regién D en el espa-
cio xyz. Si las funciones en (13) satisfacen las contrapartes de tres variables de las condiciones
listadas en la pagina 791 y el jacobiano de tercer orden

ax o ax
Ju Jv Iw
ax,y,z) _[dy dy dy
o(u, v, w) “lou v ow
dz 0dz 0z
Ju Jv Iw

no es cero y no cambia de signo sobre E, entonces tenemos el siguiente resultado.
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14.9 Cambio de variables en integrales maltiples

Teorema 14.9.2 Cambio de variables en una integral triple

Six = x(u, v,w),y =y, v,w), z = z(u, v, w) es una transformacién que mapea una regién
E en el espacio uvw hacia una regién D en el espacio xyz y f es una funcién continua sobre E,
entonces

ax,y,2) |
J’Jff(x, y,2)dV = JJJf(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w)) ‘a(uvw) ‘ dav'. (14)
D E

Dejamos como ejercicio mostrar que si 7 es la transformacioén de coordenadas esféricas a
rectangulares definida por

x=psenc¢cosh, y=psenc¢dsenf, z=pcosd,
entonces
X, ¥, 2) 5
————— = p~sen ¢. (15)
a(p, ¢, 0)

Vea el problema 28 en los ejercicios 14.9.

1 Posdata: Un poco de historia Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) nacié en Potsdam en
el seno de una rica familia alemana. El joven Carl Gustav fue notable en muchas dreas de estu-
dio, pero su habilidad y amor por los intrincados célculos algebraicos lo llevaron a la vida de un

pobre matemdtico y maestro. Sufrié un colapso nervioso en 1843 debido a

Jacobi

ecuaciones de Hamilton-Jacobi.

exceso de trabajo. Su disertacién para obtener el doctorado en filosoffa se
relaciond con un tema ahora conocido por cualquier estudiante de cdlculo:
fracciones parciales. Sin embargo, las grandes contribuciones de Jacobi a las
matemadticas se produjeron en el campo de las funciones elipticas y de la teo-
ria de nimeros. También realizé aportaciones importantes a la teoria de
determinantes y a la simplificacién de dicha teoria. Si bien Jacobi fue prin-
cipalmente un matemdtico “puro”, todo estudiante de dindmica y mecdnica
cudntica reconocerd su contribucién a esas dreas a través de sus famosas

AEIHALERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-45.

= Fundamentos

1. Considere una transformacién 7 definida por x = 4u — v,
y = 5u + 4v. Encuentre las imdgenes de los puntos (0, 0),
0,2),(4,0)y (4, 2) en el plano uv bajo T.

2. Considere una transformacién 7 definida porx = Vv — u,
y = v + u. Encuentre las imagenes de los puntos (1, 1),
(1,3) y (V/2, 2) en el plano xy bajo T .

En los problemas 3-6, encuentre la imagen del conjunto S
bajo la transformacién dada.
3.5 0=u=2,0=v=u
4. S —-l=u=41=v=5 u=x—y,v=x+2y
5. 50=u=1,0=v=2; 2

x=u—1vLy=w
6. SS1l=u=21=v=2

x=2u+v,y=u—3v

X:MU,y:U2

En los problemas 7-10, determine el jacobiano de la transfor-
macién 7 del plano uv al plano xy.

7. x =ve ",y = ve" 8. x=e3”senv,y=e3”cosv
2
2 -2
9.u=%,v=yf 10.u=2xz,v=2 y2
X X x+y x“+y

11. a) Encuentre la imagen de laregiéon S: 0=u=1,0=v
= 1 bajo la transformacién x = u — uv, y = uv.
b) Explique por qué la transformacién no es uno a uno
sobre la frontera de S.

12. Determine dénde es cero el jacobiano d(x, y)/d(u, v) de
la transformacion en el problema 11.

En los problemas 13-22, evalde la integral dada por medio de
los cambios de variable que se indican.

13. [fx(x + y)dA, donde R es la regién acotada por las gra-
ficas de x — 2y = —6,x —2y=6, x+ty=—1, x +
y=3,u=x—2y,v=x-+y

cos%(x -y »
14. ——————dA, donde R es la region acotada por las
e Xty

grificasdey = x,y =x — 7, y=—3x+3,y=-3x+6;
u=x—y,v=3x+y
2
15. j J y;dA, donde R es la region acotada por las gréficas
R

y=xly=stx =y x=hu=x/yv=y/x
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796 CAPITULO 14 Integrales multiples

16. [[x(x + y)dA, donde R es la regién acotada por los
circulos x>+ y> =2x, x> + y> = 4x, x> + y* = 2y, x> +
2x
2 — —
= 6y,u = LU=
o o+ y Xty

[Sugerencia: De u* +
vz.]

17. [[x(x* +y?) dA, donde R es la regi6n en el primer cua-
drante acotada por las graficas de P y2 =a, x> — y2 =p,
2xy=c,2xy=d,0<a<b,0<c<d, uzxz—yz,v=2xy

18. [[x(x* + y*)sen xy dA, donde R es la regién acotada por
las grificas de x* —y* =1, x> —y* =9, xy =2, xy =—2;
u=x>—y,v=nxy

19. JJ a 5 dA, donde R es la region en el primer cuadrante
RY + X

acotada por las grificas de x = 1,y =x%y =4 — x%

x=Vv—-—uy=vtu

20. [[xydA, donde R es la regién triangular con vértices
©0,0),2,3))y(—4,1);x=2u —4v,y=3u+ v

21. [fzy*dA, donde R es la regién en el primer cuadrante
acotada por las gréificas de xy = l,xy =4,y = x,
y=dx;u=xy,v=y/x

22. [ffp(4z + 2x — 2y)dV, donde D es el paralelepipedo
l=y+z=3,-1=—y+z=1,0=x—y=3;
u=y+tzv=—-ytzw=x—y

En los problemas 23-26, evaltie la integral doble por medio de
un cambio de variables apropiado.

1 f1—x
23. J J VIO Gy dx 24, J
0 J0

-2
25. [fz(6x + 3y)dA, donde R es la regién trapezoidal en el
primer cuadrante con vértices (1, 0), (4, 0), (2,4) y (%, 1)

0 [x+2

2 2
J & 2xy+x dy dx
0

26. [fx(x + y)'¢"""dA, donde R es la regién cuadrada con
vértices (1, 0), (0, 1), (1,2)y (2, 1)

27. Evalte la integral doble [[z(35x° + §y°) dA, donde R es
la regién eliptica cuya frontera es la grafica de
2> + &> = 1. Emplee la sustitucién u = tx,v =3yy
coordenadas polares.

28. Verifique que el jacobiano de la transformacién dada en
(14) es a(x, y, 2)/dp, $, 0) = p sen .

29. Emplee V = [[[,dVy las sustituciones u = x/a, v=y/b,
w = z/c para mostrar que el volumen del elipsoide

Pla* + ¥/ + 72/c* = 1es V = Jmabc.
= Aplicaciones

30. Un problema en termodindmica consiste en determinar el
trabajo realizado por una maquina de Carnot. Este traba-
jo se define como el drea de la regién R en el primer cua-
drante acotado por las isotermas xy = a, xy = b, 0 <a
< b y las adiabdticas xy'* = c,xy!* =d,0 < ¢ < d.
Emplee A = [[xdA y una sustitucién apropiada para
calcular el drea que se muestra en la FIGURA 14.9.6.

xy=a

FIGURA 14.9.6 Region R del problema 30

Revision del capitulo 14

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-6, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F).

=

3 (s 503
J Jex Ydxdy = J j
—2J -

-y dy dx

2. Si J f(x,y)dx = F(x,y) + co(y) es una integral parcial, entonces F,(x, y) = f(x, y).

3. Si [/ es la integral parcial definida J

82(x)
f(x, y) dy, entonces dI/dy = 0. ____
21(x)

1 1 171
4. Para toda funcién continua f, J J fG,y)dydx = 2J J f(x,y) dy dx.
-1 0 Jx?

2
X

5. El centro de masa de una lIdmina que posee simetria yace sobre el eje de simetria de la 1dmi-

na.

6. En coordenadas cilindricas y esféricas la ecuacién del plano y = x es la misma.
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B. Llene los espacios en blanco

En los problemas 1-12, llene los espacios en blanco.

1.

2.

10.

11.

12.

5 5
j (83—y>dx— .
241

y
Si R, y R, son regiones que no se traslapan tales como R=R; UR,, [[of(x,y) dA=10y
J Sz f(x,y) dA = —6, entonces [ [, f(x,y) dA =

J J dx dy produce el drea de un

. La regién acotada por las grificas de 9x> + y> = 36,y = —2,y = 5 es una regién de tipo

4
. ffy(x, y)dy =
2

. Sip(x, v, z) es la densidad, entonces la integral iterada que produce la masa de un sélido aco-

tado por el elipsoide x*/a* + y*/b* + 7*/c* = 1 es

2 2y — (=
J J Sflx,y)dxdy = J J Sx, y) dy dx
0 Jy? — )=

. Las coordenadas rectangulares del punto (6, 57/3, 577/6) dadas en coordenadas esféricas

son

. Las coordenadas cilindricas del punto (2, 7/4, 27r/3) dadas en coordenadas esféricas son

La regién R acotada por las grificasy = 4 — x*yy = 0 es tanto del tipo I como del tipo II.
Interpretada como una region tipo II, J J fx,y)dA = j J fx,y)
0 _

La ecuacién del paraboloide z = x>+ y2 en coordenadas cilindricas es , en
tanto que en coordenadas esféricas su ecuacién es

sen 6
Laregién cuya dreaes A = j J rdrdf es
0

0

C. Ejercicios
En los problemas 1-14, evalie la integral dada.
_ 1
2 —4dxy __
1. j(le e 5x + 1) dy 2. J4 T 3 dx
y o
3. j y? sen xy dx 4. J % dy
y? 1/x y
2 (2x 4 14 1
5. J J ye¥ *dy dx 6. J dydx
1 VA e? [1/x
7. J J ny dy dx 8. J J In x dydx
0 Jx y e J0
/2 (cos b 7/2 (senz (Inx
9. j J j 3r’drdf dz 10. J J e'dydxdz
0 Jo w4 o o

11.

12.

5dA, donde R esté acotada por el circulo x> + y? = 64
R

%%

JdA donde R estd acotada por la cardioide r =1 + cos 6
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798 CAPITULO 14 Integrales multiples

1

[

. ” (2x + y) dA, donde R estd acotada por las grificas de y = %x, x=y’+1,y=0
R

14. ”dev, donde D estd acotada por los planos z = x + y,z=6 —x —y,x =0,y =0
D
15. Empleando coordenadas rectangulares, exprese

”21 A
X +y

R

como una integral iterada, donde R es la regién en el primer cuadrante que estd acotada por
las graficas de x> +y*=1,x +y* =9, x =0y y = x. No evalde.

16. Evalie la integral doble del problema 15 utilizando coordenadas polares.

En los problemas 17 y 18, dibuje la regién de integracion.

2 (x?
17. J J f(x,y) dy dx

-2 7X2

11 [x2+y?
18. J J J fx, v, 2) dz dx dy
-1 0

-1

19. Invierta el orden de integracion y evaliie

1V
J' J cos x? dx dy.
0 Jy

20. Considere [[ [ f(x,y,z) dV, donde D es la region en el primer octante acotada por los pla-
nos z=8 —2x —y,z=4,x =0,y = 0. Exprese la integral triple como seis diferentes
integrales iteradas.

En los problemas 21 y 22, utilice un sistema de coordenadas apropiado para evaluar la integral
dada.

201 [(Va—x?
21. J J J 4z + ) dydxdz
o J12J0

1 V=22 (Vi-x—y?
22. J J J &* + y* + 2*dz dy dx
0 Jo “VI1-x*—y?

23. Encuentre el drea de la superficie de la porcién de la grafica de z = xy dentro del cilindro
X +y =1

24. Utilice una integral doble para encontrar el volumen del sélido que se muestra en la FIGURA
14R.1.

y
y =173
//{=x2 ’

X
FIGURA 14.R.1  Sélido del problema 24
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25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32,

Exprese el volumen del s6lido que se muestra en la FIGURA 14.R.2 como una o mds integrales
iteradas utilizando el orden de integracion

a) dy dx b) dx dy.

Elija el inciso a) o el inciso b) para determinar el volumen.

FIGURA 14.R.2  Sélido del problema 25

Una ldmina tiene la forma de la region en el primer cuadrante acotada por las gréficas de
y=x"y y=x". Encuentre el centro de masa si la densidad p en un punto P es directamen-
te proporcional al cuadrado de la distancia desde el origen.

Determine el momento de inercia de la ldmina descrita en el problema 26 en torno al eje y.
Encuentre el volumen de la esfera x> + y? + z°> = 4’ utilizando una integral triple en

a) coordenadas rectangulares, b) coordenadas cilindricas y ¢) coordenadas esféricas.
Determine el volumen del sélido que estd acotado entre los conos z = Vx> + y%

z=3Vx? + y* yel plano z = 3.

Determine el volumen del sélido que se muestra en la FIGURA 14.R.3.

z=V1—x%—y?

X
FIGURA 14.R.3 Sdlido del problema 30

Evalde la integral [ R()c2 +y?) Vx2 - y2dA, donde R es la regidn acotada por las graficas
dex=0,x=1,y=0yy =1 por medio del cambio de variables u = 2xy, v = x> — y°.

Evalte la integral

1
dA,
”\/(x—y)2+2(x+y)+1

R

donde R es la regién acotada por las graficas de y =x, x =2y y = 0 mediante el cambio de
variables x = u + uv,y = v + wuv.
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Capitulo 15

Calculo integral vectorial

En este capitulo Hasta este punto en nuestro estudio del calculo, hemos encontrado tres tipos
de integrales: la integral definida, la integral doble y la integral triple. En este capitulo se pre-
sentan dos nuevos tipos de integrales: las integrales de linea y las integrales de superficie. El
desarrollo de estos conceptos depende en gran medida de los métodos vectoriales. En la sec-
cion 15.2 se introduce un nuevo tipo de funcion vectorial: una funcién que no define a una curva
sino mas bien a un campo de vectores.

15.1 Integrales de linea

15.2 Integrales de linea de campos vectoriales
15.3 Independencia de la trayectoria

15.4 Teorema de Green

15.5 Superficies paramétricas y areas

15.6 Integrales de superficie

15.7 Rotacional y divergencia

15.8 Teorema de Stokes

15.9 Teorema de la divergencia

Revision del capitulo 15 801
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802 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

B

A
a) Curva suave

b) Curva suave por partes

A=B

¢) Cerrada pero no simple

A=B

d) Curva cerrada simple
FIGURA 15.1.1 Tipos de curvas

15.1 Integrales de linea

I Introduccién La nocién de integral definida [?f(x) dx, esto es, integracion de una funcion de
una sola variable definida sobre un intervalo, puede generalizarse a la integracion de una fun-
cion de varias variables definidas a lo largo de una curva. Para este fin necesitamos introducir
cierta terminologia acerca de curvas.

I Terminologia Suponga que C es una curva parametrizada por x = x(¢), y = y(t),a = t =< b,
y que A y B son los puntos inicial y terminal (x(a), y(a)) y (x(b), y(b)), respectivamente.
Afirmamos que:

e (Ces una curva suave si x'(f) y y'(¢) son continuas sobre el intervalo cerrado [a, b] y no
son simultdneamente cero sobre el intervalo abierto (a, b).

e ( es una curva suave por partes si consiste en un nimero finito de curvas suaves
Cy, C,, ..., C, unidas extremo por extremo; estoes, C = C,UC, U ---U C,.

e (esuna curva cerrada si A =B.

e (Ces una curva simple si no se cruza a si misma entre A y B.

e (Cesuna curva cerrada simple si A = B y la curva no se cruza a si misma.

* Si C no es una curva cerrada, entonces la orientacion impuesta sobre C es la direccién
que corresponde a los valores crecientes de 7.

Cada tipo de curva definida antes se ilustra en la FIGURA 15.1.1.

Esta misma terminologia lleva de manera natural a las curvas en espacio tridimensional. Por
ejemplo, una curva espacial C definida porx = x(¢), y = y(f), z = z(f),a = t = b, es suave si las
derivadas x', y' y 7’ son continuas sobre [a, b] y no simultineamente cero sobre (a, b).

I Integrales de linea en el plano Sea z = f(x, y) una funcién definida en alguna regi6n bidi-
mensional que contiene a la curva suave C definida por x = x(¢),y = y(¢), a =t = b. Los

Una desafortunada eleccion de - siguientes pasos conducen a las definiciones de tres integrales de linea en el plano.

nombre. El término “integrales
curvilineas” serfa mas apropiado.

Ay

FIGURA 15.1.2 Punto muestra
sobre el subarco k-ésimo

* Sea
a:t0<t1<t2<"'<tn:b

una particién del intervalo paramétrico [a, b] y considere que los puntos correspondien-
tes sobre la curva C, o puntos de particién, son

A:P0,P1,P2,...,P,1:B.

e Los puntos de particién P, = (x(t), ¥()), k = 0, 1,2, ..., n dividen a C en n subarcos
de longitudes As,. Considere que la proyeccion de cada subarco sobre los ejes x y y tie-
nen longitudes Ax; y Ay,, respectivamente.

* Sea | P| la longitud del subarco mds largo.

 Escoja un punto muestra (x}; y{) sobre cada subarco como se ilustra en la FIGURA 15.1.2.
Este punto corresponde a un nimero 7 en el subintervalo k-ésimo [#,_;, #;] en la parti-
ci6n del intervalo del parametro [a, b].

e Forme las sumas

DEEYD AN, DfaEYDAY Yy Dk yh) Ase
k=1 k=1 k=1

Tomamos el limite de estas tres sumas cuando ||P| — 0. Las integrales que resultan se resu-
men a continuacion.

Definicion 15.1.1 Integrales de linea en el plano

Sea f una funcién de dos variables x y y definida en una regién del plano que contiene una
curva suave C.

i) La integral de linea de f con respecto a x a lo largo de C de A a B es

[P0 =1

f fG,y)dx = 1im >, fxk v Ax,. (1)
¢ (continiia)
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ii) La integral de linea de f con respecto a y a lo largo de C de A a B es

f fly)ydy = lim >, f(x vy Ay )

c [P| =0 =1

iii) La integral de linea de f con respecto a la longitud de arco s a lo largo de C de A
a Bes

ff(x, y)ds = lim Dk DA, 3)
—0k=1

C

Es posible demostrar que si f(x, y) es continua sobre C, entonces las integrales definidas en
(1), (2) y (3) existen. Asumiremos la continuidad de f como un hecho.

I Interpretacion geométrica En el caso de dos variables, la integral de linea con respecto a la
longitud de arco [ f(x, y) ds puede interpretarse de manera geométrica cuando f(x, y) = 0 sobre
C. En la definicion 15.1.1 el simbolo As, representa la longitud del subarco k-ésimo sobre la
curva C. Sin embargo, de la figura 15.1.2 tenemos la aproximacion As, = V (Axp)* + (Ayy)>.
Con esta interpretacion de As;, vemos de la FIGURA 15.1.3a) que el producto f(x}, y§)As, es el drea
de un rectdngulo vertical de altura f(x}, y¥) y ancho As,. La integral [.f(x,y) ds representa
entonces el drea de un lado de una “cerca” o “cortina” que se extiende a partir de la curva C en
el plano xy hacia arriba de la grafica de f(x, y) y que corresponde a los puntos (x, y) sobre C. Vea
la figura 15.1.3b).

: |

y y
/ 6,3
) C 0N c
As, Oy
a) Rectangulo vertical b) “Cerca” o “cortina” de
altura variable f(x, y)
con base C

FIGURA 15.1.3 Interpretacién geométrica de iii) de la definicién 15.1.1

I Método de evaluacion: Cdefinida paramétricamente Las integrales de linea en la definicién
15.1.1 se evalian de dos maneras, dependiendo de si la curva C estd definida paramétricamente
o mediante una funcién explicita. En cualquier caso, la idea bdsica es convertir la integral de
linea en una integral definida de una sola variable. Si C es una curva suave parametrizada por
x = x(1),y = ¥(t), a =t = b, entonces dx = x'(t) dt, dy = y'(t) dt, y por ello (1) y (2) se vuel-
ven, respectivamente,

b
J fx, y)dx = J J&x(@), y(0))x'(2) dt, “)
c a
b
Jf(x, y)dy = Jf(X(t),y(t))y'(t) dt. )
C a
Ademads, utilizando (5) de la seccién 6.5 y la parametrizaciéon dada, encontramos que ds =
VIxX®1? + [y'()]? dt. Por consiguiente, (3) puede escribirse como
b
ff(x, ¥ ds = f Fa@, )V IX D1 + [0 d. ©)
C a
Empleo de (4), (5) y (6)

Evalie
a) [cxy?dx, b) [cxy*dy, ¢) [cxy*ds
sobre el cuarto de circulo C definido por x=4 cost,y=4 sent,0 =< t = /2. Vea la FIGURA 15.1.4.
www.FreelLibros.org

15.1 Integrales de linea

4(0,4)(3111:%

t + X
4,0
ent=0
FIGURA 15.1.4 Curva C

del ejemplo 1
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804 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

Soluciéon

a) De (4),

X y dx

T2 e~
jxy2 dx = J (4 cos 1)(16 sen® £)(—4 sen ¢ df)
c 0

/2
= —256J sen’ ¢ cos t dt
0

1 /2
= —256| —sen*t = —64.
4 0
b) De (5),
X ¥ dy
77/2 le N/ N T/

nyz dy = J (4 cos 1)(16 sen® £)(4 cos 1 df)
c 0

7/2
= 256J sen’r cos®t dt < use la formula del angulo doble para el seno
0

/2
= 256J Zsenz 2t dt <—use la férmula del dngulo mitad para el seno
0

77/21
= 64J —(1 — cos 4t) dt
b 2
1 /2
= 32|t — —-sen4t = 167r.

4 0
c¢) De (6),

2

X y ds

72— —
nyz ds = J (4 cos 1)(16 sen® t)\/16(coszt + sen®1) dt
c 0

/2
= 256J sen’ ¢ cos t dt
0

/2

_ 1.3
—256{ sent0 3

3

I Método de evaluacion: C definida por y= g(x) Si la curva C esté definida por una funcién
explicita y = g(x), a = x = b, es posible utilizar x como un pardmetro. Con dy = g'(x) dx y

ds =V'1 + [g'(x)]? dx, las integrales de linea (1), (2) y (3) se vuelven, a su vez,

b
J fx,y)dx = Jf (x, g(x)) dx, (7
C a

b
J flx,y)dy = Jf (x, g(x) g'(x) dx, ®)
C a

b
Jf(x, y)ds = Jf(x, V1 + [¢)]* dx. )
C a

Una integral de linea a lo largo de una curva C suave por partes se define como la suma de
las integrales sobre las distintas curvas suaves cuya unién compone a C. Por ejemplo, en el caso
de (3), si C esta compuesta por curvas suaves C; y C,, entonces

Jf(x,y) ds = Jf(x,y) ds + jf(x,y) ds.
c c

I G

B Notacion En muchas aplicaciones, las integrales de linea aparecen como una suma
JP(x, y)dx + jQ(x, y) dy.
C C
www.FreelLibros.org



Es una practica comun escribir esta suma sin el segundo simbolo integral como

JP(x, y)dx + O(x,y) dy o simplemente JP dx + Qdy. (10)
C C

Uso de (7), (8) y (10)

Evalie [cxy dx + x> dy, donde Cestdi dadapory = x°, —1=x=2.

Solucién La curva C se ilustra en la FIGURA 15.1.5 y se define mediante la funcién explicita
y = x°. Por consiguiente, podemos usar x como el parametro. Con dy = 3x? dx, se deduce de (7)

y (8) que

y dy

2 —
ny dx + X dy = J x(x®) dx + x*(3x% dx)

C -1

R]3\ Mol La curva Cdefinida por partes

Evaliie [.y* dx — x* dy sobre la curva cerrada C que se muestra en la FIGURA 15.1.6a).

Solucion Puesto que C es suave por partes, expresamos la integral como una suma de integra-

les. Simbélicamente, escribimos
j B J " 4[ " J' ’
C C C C

1 2 3

donde Cy, C, y C3 son las curvas que se muestran en la figura 15.1.6b). En C;, usamos x como
pardmetro. Puesto que y = 0, dy = 0,

2
fyzdx - x*dy = J' 0dx — x*(0) = 0.
C

| 0

En C5, usamos y como pardmetro. De x = 2, dx = 0 tenemos

4
Jyzdx—xzdy Jy2(0)—4dy=
0

C

4 4
—J 4dy = —4y] = —16.
o 0
Por dltimo, en Cs, usamos de nuevo x como pardmetro. De y = x%, obtenemos dy = 2x dx y por
ello
0
J Vdx — xX*dy = J x*dx — x*(2x dx)
c

5 2

0
= J (x* — 2x%) dx
p)

Por consiguiente, Jyz dx — x*dy = 0 + (—16) + % = _7572' -
c

I Propiedades Es importante advertir que una integral de linea es independiente de la parame-
trizacién de la curva C siempre que a C se le dé la misma orientacién por medio de todos los
conjuntos de ecuaciones paramétricas que definen la curva. Vea el problema 33 en los ejercicios
15.1. Recuerde que la direccién positiva de una curva parametrizada C corresponde a valores
crecientes del parametro 7.

www.FreelLibros.org
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—L-nT
FIGURA 15.1.5 Curva C en el
ejemplo 2

y
_2
T Ax=2
- X
y=0
a)
y
T 2,4)
C
¥ A o
Ci
- X
(0,0) (2,0)
b)

FIGURA 15.1.6 Curva C en el
ejemplo 3
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Suponga, como se ilustra en la FIGURA 15.1.7, que el simbolo —C denota la curva que tiene los
mismos puntos pero la orientacion opuesta de C. En ese caso es posible demostrar que

Para integrales definidas ordina- J Pdex+ Qdy=— fP dx + Qdy

rias, esta propiedad es equivalen- -C c

tea [ f(x) dx =~ f(x) dx. (1)
o J de+Qdy+Jde+Qdy=0.

B B -c c
Por ejemplo, en el inciso a) del ejemplo 1 vimos que [cxy* dx = —64 y por ello (11) puede
escribirse como [_cxy* dx = 64.
c -C I Integrales de linea en el espacio Suponga que C es una curva suave en espacio tridimensio-

nal definida por las ecuaciones paramétricas x = x(7),y = y(1),z = z(f), a = t = b. Si fes una
funcién de tres variables definida en alguna regién del espacio tridimensional que contiene a C,

A A

podemos definir cuatro integrales de linea a lo largo de la curva:
FIGURA 15.1.7 Las curvas C'y

—C tienen orientaciones opuestas

J Sflx, v, 2) dx, J Sf(x, v, 2) dy, Jf(x,y,z)dz y Jf(x,y,Z)ds.
C C C C

V4
As, B La primera, segunda y cuarta integrales se definen de manera andloga a (1), (2) y (3) de la defi-
C nicién 15.1.1. Por ejemplo, si C se divide en n subarcos de longitud As, como se muestra en la
A//\/H_H (v, vi, 7)) FIGURA 15.1.8, entonces
y 1! )
fOey, 2 ds = lim ) ek vE ) As
X c [PI=0 =1
FIGURA 15.1.8  Punto muestra La nueva integral en la lista, la integral de linea de f con respecto a z a lo largo de C de A a B,
sobre el subarco k-ésimo se define como
j &y, 2)dz = lim >k i 2 Az (12)
C —U k=1

I Meétodo de evaluacion Utilizando las ecuaciones paramétricas x = x(¢), y = y(¢), z = z(1),
a =t = b, podemos evaluar las integrales de linea a lo largo de la curva en el espacio C de la
siguiente manera:

b
Jf(x, y,2)dx = J Jx(®), y(@), 2(0))x'(0) dt,
C a

b
Jf(x, y,2)dy = J f&x@), (1), 2(0)y'(1) dt,

C

b (13)
Jf(x, ¥, 2)dz = J FCx(0), y(0), 2(0))Z'(¢) dt,
c

a

b
Jf(x, y,2)ds = Jf(X(l), YO, 2NV XD + [y (0] + [Z(0]1% dr.
C

a

Si C se define mediante la funcién vectorial r(f) = x(¢)i + y(1)j + z()k, entonces la dltima inte-
gral en (13) puede escribirse

b
Jf(X, y,2)ds = Jf(x(l), y(@®), z0)[r'(1)] dt. (14
C a

Examinaremos una integral que es andloga a (14) en la seccién 15.6.
Como en (10), en el espacio tridimensional a menudo estamos interesados en integrales de
linea de la forma de una suma:

JP(x, y,2)dx + Qx,y,2)dy + R(x, y, z) dz.
C

N1\ [N l"q Integral de linea en espacio tridimensional
Evaltie [y dx + xdy + zdz, donde Ceslahélicex=2cost,y=2sent,z =10 =t = 2.

Solucién Al sustituir las expresiones para x, y y z junto con dx =—2 sen t dt, dy = 2 cos t dt,
dz = dt obtenemos
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15.1 Integrales de linea 807

21
fydx + xdy + zdz = J —4 sen’tdt + 4 cos’tdr + tdt
0

4(cos*t — sen’ 1)

2
= J (4 cos 2t + t) dt < férmula del dngulo doble
0

(2 sen 21 + étz)}

= 272 [ |

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, evalie [cf(x,y)dx, [c f(x, y) dyy
Jcf(x,y) ds sobre la curva indicada C.

1. f(x,y) =2xy; x=05cost,y=5sent,0=tr=mx /4
2. f(x,y) =y + 2)cy2 +2x;, x=2ty= ro=r=1
.,y =3x2+6 y=2x+1,-1=x=0
4. fx,y) = x*/y y = %xm, 1=x=8
5. Evaltie [ (x* — y?) ds, donde C estd dada por x =5 cos 1,
y=5sent,0 =t =2
6. Evalie [~(2x + 3y) dy, donde C est4 dada por x =3 sen
2t,y=2cos2t,0 =t = .
En los problemas 7 y 8, evalte [f(x, y, z) dx, [cf(x,y, 2) dy,
Jcfe, v, 2)dzy [cf(x,y, z) ds sobre la curva indicada C.
7. f(x,y,2) =z
8. f(x,y,2) = 4dxyz; x= %t3,y =2 z=2,0=t=1

x=cost,y=sent,z =10=t=m/2

En los problemas 9-12, evaliie [.(2x + y) dx + xy dy sobre
la curva dada C entre (—1,2) y (2, 5).

9. y=x+3 10. y=x*+ 1
11. y 2.5) 12. y 2.5)
(-1L2 (=12 A
2.2) +
—_—tt——+—+>X 1 >+ X
(—1,0) (2,0

FIGURA 15.1.9 Curva
del problema 11

FIGURA 15.1.10 Curva
del problema 12

En los problemas 13-16, evalte [ Y dx + x dy sobre la curva

dada Centre (0,0) y (1, 1).

13. y = ¥ 14. y = x

15. C consiste en los segmentos de recta de (0,0) a (0, 1) y
de (0, 1)a (1, 1).

16. C consiste en los segmentos de recta de (0,0) a (1,0) y
de (1,0) a (1, 1).

17. Evalde [.(6x* + 2y%) dx + 4xy dy, donde C estd dada
por x = \/t,y= t,4=r=0.

18. Evalde [ — y* dx+ xy dy, donde C estd dada por x = 2t
y=£0=r=2.

19. Evalde [ C2x3y dx + (3x + y) dy, donde C estd dada por
x=y*de(l,—1)a(l,1).

20. Evalie fc4x dx + 2y dy, donde C esta dada por x =y’
+1de (0, —1)a(9,?2).

En los problemas 21 y 22, evalde | C(x2 + ¥} dx — 2xy dy
sobre la curva C dada.

21. 2.y

YA 2+y2=4 (1,1)

y =22

X

FIGURA 15.1.12  Curva
del problema 22

FIGURA 15.1.11
del problema 21

Curva

En los problemas 23 y 24, evalde | c x%y* dx — xy? dy sobre la
curva C dada.

23. y 24.
(-1, 1) < (1, 1)
A
X
Y
(=1, -1 > (1,-1)
FIGURA 15.1.13 Curva

del problema 23
¢ problema FIGURA 15.1.14 Curva

del problema 24

25. Evalie | cydx — xdy, donde C estd dada por x =
2cost,y=3sent,0 =t =m.

26. Evalie [ _.x’y’dx + x’y*dy, donde C estd dada por
y=x4,—1 =x=1.

En los problemas 27-30, evalde [ ¢y dx + zdy + xdz sobre
la curva C dada entre (0, 0, 0) y (6, 8, 5).

27. C consiste en los segmentos de recta de (0,0,0) a
(2,3,4)yde (2,3,4)a(6,8,5).

28. C definida por r(r) = 3ri + £’j + 3Pk, 0 =1 =2
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808 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

29. z
©.0.5 —>»——(6,8,5)
—t—t—t—+—+— y
0,0,0)
(6,0,0)
X
FIGURA 15.1.15 Curva del problema 29
30. z
(6,8,5)
(0’0»0>:::T::: y
(6,8,0)

x
FIGURA 15.1.16  Curva del problema 30

31. Evalde [.10x dx — 2xy* dy + 6xz dz donde C estd defi-
nidaporr(r) =ti + ’j + k,0 =t = 1.

32. Evalte [.3xdx —y*dy + 2> dzdonde C=C, U G, U G5
y

C,: el segmento de recta de (0, 0, 0) a (1, 1, 0).
C,: el segmento de recta de (1, 1,0)a (1, 1, 1).
C5: el segmento de recta de (1, 1, 1) a (0, 0, 0).

P e —
P = ——=Vv,—
Huracén S ~———

a) Flujo de aire alrededor de
un ala de avién: |v,|>|v,|

b) Flujo laminar de la
sangre en una arteria;
las capas cilindricas de
sangre fluyen mds rapido
cerca del centro de la arteria

33. Verifique que la integral de linea [ c y* dx + xy dy tiene
el mismo valor sobre C para cada una de las siguientes
parametrizaciones:

C:x=2t+1,y=4+2,0=r=1
C:x=fy=2%1=1=V3
C:x=Int,y=2Int, e=t=¢
34. Considere las tres curvas entre (0, 0) y (2, 4).

Cox=ty=2t,0=t=2
Cz:x=t,y=t2,05t52
Cyyx=2t—4,y=4—38, 2 =r=3.

Demuestre que [ o Xyds = i) ¢, Xy ds, pero Je, xy ds #

J ¢, xy ds. Explique.

= Aplicaciones

35. Si p(x, y) es la densidad de un alambre (masa por longitud
unitaria), entonces m = [ P y) ds es la masa del alam-
bre. Calcule la masa de un alambre que tiene la forma del
semicirculox=1+cos t,y=sent,0 = = 7, si la den-
sidad en un punto P es directamente proporcional a la dis-
tancia desde el eje y.

36. Las coordenadas del centro de masa de un alambre con
densidad variable estdn dadas por

x:im’ y =

>

M, M,
m
donde

m = fp(x, yds, M, = J yp(x,y) ds, M, = Lxr)(x, y) ds.
C C

Encuentre el centro de masa del alambre del problema 35.

15.2 Integrales de linea de campos vectoriales

I Introduccion EIl movimiento del viento o el flujo de fluidos pueden describirse mediante un
campo de velocidades en el que es posible asignar un vector en cada punto representando la velo-
cidad de una particula en el punto. Vea la FIGURA 15.2.1a) y b). Advierta que, en el campo de velo-
cidades sobrepuesto a una imagen de satélite de un huracdn en la foto al margen, los vectores
muestran claramente la rotacién caracteristica en el sentido contrario al de las manecillas del
reloj de los vientos dentro de un drea de baja presion. Los vectores mds largos cerca del centro

¢) Campo de fuerza inversa
al cuadrado; la magnitud
de la fuerza de atraccién
es mds grande cerca de
la particula

d) Lineas de fuerza alrededor de
dos cargas iguales positivas

FIGURA 15.2.1 Ejemplos de campos vectoriales
www.FreeLibros.org



15.2 Integrales de linea de campos vectoriales 809

del campo indican vientos de mayor velocidad que los de la periferia del campo. El concepto de
un campo de fuerza desempefia un papel importante en mecdnica, electricidad y magnetismo.
Vea la figura 15.2.1¢) y d). En esta seccion estudiaremos una nueva funcién vectorial que des-

cribe a un campo de vectores, o campo vectorial, bidimensional o tridimensional y la conexién
entre los campos vectoriales y las integrales de linea.

I Campos vectoriales Un campo vectorial en el espacio bidimensional es una funcién de
valores vectoriales

F(x,y) = P(x, pi + Q(x, y)j

que asocia un unico vector bidimensional F(x, y) con cada punto (x, y) en una regién R en el
plano xy sobre el cual estan definidas las funciones componentes escalares P y Q. De manera
similar, un campo vectorial en el espacio tridimensional es una funcién

F(x,y,2) = P(x,y, i + Q(x,y, 2)j + R(x, y, 2k

que asocia un Unico vector tridimensional F(x, y, z) con cada punto (x, y, z) en una regién D del
espacio tridimensional con un sistema de coordenadas xyz.

]3| XMW Campo vectorial en el espacio bidimensional

Grafique el campo vectorial bidimensional F(x, y) = —yi + xj.

Solucién Una manera de proceder consiste simplemente en elegir puntos en el plano xy y después
graficar el vector F en cada punto. Por ejemplo, en (1, 1) dibujarfamos el vector F(1, 1) = —i + j.

Para el campo vectorial dado es posible dibujar de manera sistemédtica vectores de la misma
longitud. Observe que [F| = Vx* + %, y por ello los vectores de la misma longitud k deben

yacer a lo largo de la curva definida por Vx* + y* = k; esto es, en cualquier punto sobre el circu-
lo x* + y* = k%, un vector tendria la misma longitud k. Por simplicidad vamos a elegir circulos

que tienen algunos puntos en ellos con coordenadas enteras. Por ejemplo, parak=1,k=V2y
k = 2 tenemos:

En x° + y2 = 1: En los puntos (1, 0), (0, 1), (—1, 0), (0, —1), los vectores correspondientes
j, —1, —j, i tienen la misma longitud 1.

En x>+ y2 =2:Enlos puntos (1, 1), (—1, 1), (—1, —1), (1, — 1), los vectores correspondien-
tes —i + j, —i — j,i — j,i + j tienen la misma longitud V2.

Sobre x> + y2 = 4: En los puntos (2, 0), (0, 2), (=2, 0), (0, —2), los vectores correspondien-
tes 2j, —2i, —2j, 2i tienen la misma longitud 2.

Los vectores en estos puntos se ilustran en la FIGURA 15.2.2. ]

En general, es casi imposible dibujar campos vectoriales a mano y por ello debemos confiar
en tecnologias como las de un SAC. En la FIGURA 15.23 hemos mostrado una version generada por
computadora del campo vectorial del ejemplo 1. Muchas veces cuando los vectores se dibujan con
su longitud correcta, el campo vectorial luce amontonado con vectores que se traslapan. Vea la
figura 15.2.3a). Un SAC escalard los vectores de manera tal que los que se muestran tienen lon-
gitudes proporcionales a su longitud verdadera. Vea la figura 15.2.3b). En la figura 15.2.3¢) se pre-

F(2,0
F(0,2) @0
t\Jl 2"

Fie2.0) F(0, —2)

FIGURA 15.2.2 Campo vectorial
bidimensional del ejemplo 1

T T T T T T T
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IR R BEESRNENENAN
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//*jj,‘\\\\\ //'/////:k\\\\\\
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T PN O ///////k\\\\\\‘\
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g Cr ] oL/ LI/ Tt
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-3 - -1 0 1 2 3 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
a) Campo vectorial sin escalamiento b) Campo vectorial con escalamiento ¢) Campo vectorial normalizado

FIGURA 15.2.3 Campo vectorial del ejemplo 1
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810 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

senta la version normalizada del mismo campo vectorial; en otras palabras, todos los vectores tie-

nen la misma longitud unitaria. Advierta que la pequefia inclinacién en las representaciones del

campo vectorial de la figura 15.2.3 se deben al hecho de que el SAC calcula y grafica el vector en

la direccion apropiada con el punto inicial (su cola) del vector ubicada en un punto especificado.
En la FIGURA 15.2.4 se ilustran dos campos vectoriales en el espacio tridimensional.

aF(x,y.2)=yj b)F(x,y,z7)=xi+yj+zk
FIGURA 15.24 Campos vectoriales en el espacio tridimensional

I Conexion con integrales de linea Podemos recurrir al concepto de un campo vectorial bidi-
mensional o tridimensional para escribir una integral de linea general de un modo compacto. Por
ejemplo, suponga que el campo vectorial bidimensional F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j se define a lo
largo de una curva paramétrica C: x = x(¢), y = y(f),a = t = b, y considere que la funcién vecto-
rial 1(r) = x(H)i + y(1)j es el vector de posicion de los puntos sobre C. Entonces la derivada de r(z),

e _ . . dx, dy,
% i+ Y0 = i+

nos lleva a definir la diferencial de r(¢) como

dr

dr = Edt = dxi + dyj. (1)
Puesto que F(x,y) -dr = P(x,y) dx + Q(x, y) dy
podemos escribir entonces una integral de linea de F a lo largo de C como
J P(x,y)dx + Q(x,y) dy = J F - dr. 2)
C C

Similarmente, para una integral de linea sobre una curva en el espacio C,

JP(x, v,2)dx + Q(x,v,2)dy + R(x, y,z) dz = JF - dr, 3)

C C

donde
F(x,y,2) = P(x,y, i + O(x,y,2)j + R(x,y, 2k y dr = dxi + dyj + dzk.
Sir(f) = x(H)i + y(£)j, a = t =< b, entonces para evaluar [-F - dr en (2) definimos
F(r(r)) = P(x(1), y(0))i + Q(x(1), (1)} “)

y usamos (1) en la forma dr = r'(¢) dt para escribir
b
JF -dr = J F(r()) - r'(¢) dr. ®)
C a

El resultado en (5) se extiende de manera natural a (3) para campos vectoriales tridimensionales
definidos a lo largo de una curva en el espacio C dada por r(t) = x(1)i + y()j + z(Hk,a =t = b.

www.FreelLibros.org



15.2 Integrales de linea de campos vectoriales 811

Empleo de (5)

Evalie [-F -dr donde F(x,y) = xyi + y*j y C esté definida por la funcién vectorial r(f) =
elitej,—-1=r=1.

Solucion De (4) tenemos

F(r()) = (e"'e)i + (¢}
=i+ %
Puesto que dr = r'(¢) dt = (—e”'i + €'j) dt,
F(r()-dr = (i + €¥j) - (—e i + ¢'j) dt
= (—e '+ M) dt

y por ello de (5)

JF-dr
c

1 1
J F(r () - r'() dr = f (—e "+ Nar
-1

-1
-t l 3t :
(e +3e .
I ST 1
—(e +3e e+3e

~ 4.3282.

El campo vectorial F y la curva C se muestran en la FIGURA 15.2.5. [ |

I Trabajo En la seccion 11.3 vimos que el trabajo W realizado por una fuerza constante F que
causa un desplazamiento en linea recta d de un objeto es W = F - d. En la seccién 6.8 se demos-
tré que el trabajo realizado al mover un objeto de x = a ax = b por la fuerza F(x) que varia en
magnitud pero no en direccién estd dado por la integral definida W = [’F(x) dx. En general, un
campo de fuerza F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j que actia en cada punto sobre una curva suave
C:x =x(t), y=y(),a =t = b, varfa tanto en magnitud como en direccién. Vea la FIGURA
15.2.6a). Si A 'y B son los puntos (x(a), y(a)) y (x(b), y(b)), respectivamente, preguntamos:

e (Cudl es el trabajo realizado por F cuando su punto de aplicacién se mueve a lo largo de
CdeAaB?

Para responder esta pregunta, suponga que C se divide en n subarcos de longitudes As;, y que
(x% ¥¥) es un punto muestra sobre el subarco k-ésimo. Sobre cada subarco F(x7, yF) es una fuer-
za constante. Si, como se muestra en la figura 15.2.60), la longitud del vector
Ary = (g = x-Di + (0 = »=0)i = Axd + Ay
es una aproximacion a la longitud del subarco k-ésimo, entonces el trabajo aproximado realiza-
do por F sobre el subarco es
(IFGE yblcos 0) [Ary| = Fxf: yE) - Ay
= P(eii y0) Ax + OO yi) Ay

Sumando estos elementos de trabajo y tomando el limite, podemos definir de manera natural el
trabajo realizado por F como la integral de linea de F a lo largo de C:

W = JP(x, y)dx + Qx,y) dy 0 W = JF - dr. (6)

C C

En el caso de un campo de fuerza que actia en puntos sobre una curva en el espacio tridimen-
sional, el trabajo [.F - dr se define como en (3).
En este caso, ya que

dr _ drds
dt ds dt
www.FreelLibros.org
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| X
FIGURA 15.2.7 Vector de fuerza

F que actda a lo largo de C en
el inciso a) del ejemplo 3

FIGURA 15.28 Vector de fuerza
F que actda a lo largo de C en
el inciso b) del ejemplo 3

T
F
C

flujo de
fluido

FIGURA 15.29 Curva cerrada
en un campo de velocidades

dejamos dr = T ds, donde T = dr/ds es, como vimos en la seccién 12.1, una tangente unitaria
a C. Por consiguiente,

W= JF~dr: JF~Tds = JcompTFds. (7
c c c

En otras palabras,

» El trabajo efectuado por una fuerza F a lo largo de una curva C se debe por completo a
la componente tangencial de F.

]\ [Xe BN Trabajo

Determine el trabajo realizado por
a) F=xi+yjyb) F=3i+3j
a lo largo de la curva C trazada por r(f) =cos ti +sen tjdesde t = Oat = .

Solucién
a) La funcién vectorial r(f) produce las ecuaciones paramétricas x = cos f, y = sen f,
0 =t = 7, que reconocemos como un medio circulo. Como se advierte en la FIGURA
15.2.7, el campo de fuerza F es perpendicular a C en todo punto. (Vea el problema 1 de
los ejercicios 15.2.) Puesto que las componentes tangenciales de F son cero, esperamos
que el trabajo realizado a lo largo de C sea cero. Para ver esto usamos (5):

W = JF ~dr = JF(r(t)) -1'(t) dt
fo c
= J (cos ti + sentj) - (—senti + cos tj) dt
0

T
= J (—costsent + sentcost)dt = 0.
0

b) En la FIGURA 15.28 los vectores en dorado son las proyecciones de F sobre los vectores
tangente unitarios. El trabajo realizado por F es

3 1
W= JF-er J(i—l—j)-r’(t)dt
- C4 2
= ﬂ§i+l‘ - (—senti + tj) dt
= ) 1 5 se cos tj
_ 7.3 1
= L( 4sent+2cost)dt

= gcostJrlsent ﬂ=—§
4 2 . 2

Las unidades de trabajo dependen de las unidades de |F| y de las unidades de distancia.
|

B Circulacion Una integral de linea de un campo vectorial F a lo largo de una curva cerrada
simple C se dice que serd la circulacién de F alrededor de C; esto es.

circulacion = J'F -dr = JF - T ds. (8)
c c

En particular, si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces la circulacion (8) es una
medida de la cantidad por la cual el fluido tiende a girar por la curva C rotando, o circulando,
alrededor de ella. Por ejemplo, si F es perpendicular a T para todo (x, y) sobre C, entonces
JcF-Tds =0y la curva no se mueve en absoluto. Por otro lado, [¢F-Tds >0y
Jc F-Tds < 0significa que el fluido tiende a rotar C en direccién contraria a la de las mane-
cillas del reloj y en el sentido de las manecillas del reloj, respectivamente. Vea la FIGURA 15.2.9.

I Campos vectoriales gradiente Asociado con una funcién f de dos o tres variables hay un
campo vectorial. Para una funcién de dos variables f(x, y), el gradiente

Vix, y) = filx, )i + fi(x, y)j ©)
www.FreelLibros.org



15.2 Integrales de linea de campos vectoriales 813

define un campo vectorial bidimensional llamado campo gradiente de f. Para una funcién de
tres variables f(x, v, z), el campo gradiente tridimensional de f se define como

Vi, y,2) = iy, D1 + fi(x, ¥, 2f + fix, y, 2k

)3\ |JXe)"8 Campo gradiente

Determine el campo gradiente de f(x, y) = x> — y*.

(10)

Solucién Por definicién, el campo gradiente de fes

. . . .
Vi, y) = il + aiy‘] = 2xi — 2yj. [ |

Recuerde de la seccion 13.1 que las curvas definidas por f(x, y) = ¢, para ¢ adecuada, se
denominan curvas de nivel de f. En el ejemplo 5, las curvas de nivel de f'son la familia de hipér-
bolas x* — y*> = ¢, donde ¢ es una constante. Con la ayuda de un SAC, hemos superpuesto en la
FIGURA 15210 un muestreo de las curvas de nivel x> — y*> = ¢ (azul) y vectores en el campo gra-
diente Vf(x,y) = 2xi — 2yj (rojo). Para un mayor énfasis visual hemos elegido graficar todos
los vectores en el campo de manera que sus longitudes sean las mismas. Cada vector en el campo
gradiente Vf(x, y) = 2xi — 2yj es perpendicular a alguna curva de nivel. En otras palabras, si la
cola o punto inicial de un vector coincide con un punto (x, y) sobre una curva de nivel, entonces
el vector es perpendicular a la curva de nivel en (x, y).

I Campos vectoriales conservativos Un campo vectorial F se dice que es conservativo si F
puede escribirse como un gradiente de una funcién escalar ¢. En otras palabras, F es conserva-
tivo si existe una funcion ¢ tal que F = V¢. La funcion ¢ recibe el nombre de funcién poten-

cial de F.

4] 3\ ¥l N Campo vectorial conservativo

Demuestre que el campo vectorial bidimensional F(x, y) = yi + xj es conservativo.

Solucién Considere la funcién ¢(x, y) = xy. El gradiente de la funcién escalar ¢ es

ap. 9
_ 0P 0P
Vo P oy j=yi+xj
Como V¢ = F(x, y) concluimos que F(x, y) = yi + xj es un campo vectorial conservativo y que

¢ es una funcion potencial de F. El campo vectorial se presenta en la FIGURA 15.2.11. |

Desde luego, no todo campo vectorial es un campo conservativo aunque muchos campos
vectoriales encontrados en fisica son conservativos. (Vea el problema 51 en los ejercicios 15.2.)

Para los propésitos presentes, la importancia de los campos vectoriales conservativos sera evi-

dente en la siguiente seccién cuando continuemos con nuestro estudio de integrales de linea.

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46.

-2 -1 0 1 2
FIGURA 15.2.10 Curvas de nivel
de f'y campo gradiente de f en el
ejemplo 4

[ IR A A
9»»/7///////:
08l = = o rorom s 7S]
e e maA A ST
06 » = = 0 r 77 /S]]
R B A A A
04 » » « # 2 # # F 1 1]
A B N A
0.2-»«414ffffff:
SR I
OrA44“**T¢T:
0 02 04 06 08 1

FIGURA 15.2.11 Campo vectorial
conservativo del ejemplo 5

= Fundamentos

En los problemas 1-6, grafique algunos vectores representati-
vos en el campo vectorial dado.

1. F(x,y) = xi + yj
3. F(x,y) = yi + xj
5. F(x,y) = )j

campos vectoriales en a)-d).

a) F(x,y) = —3i + 2j
¢) F(x,y) =3i—2j

2. F(x,y) = —xi +yj
4. F(x,y) = xi + 2yj 0
6. F(x,y) = xj

En los problemas 7-10, asocie la figura dada con uno de los

7. |77 A AT A AT A A A ]

-2t

[ 7 AT

AT AT A AT
AT AT A A AT A
AT AT

AT AT AT A AT
AT AT AT A AT
AAATAA AT AT ]
AT AT AT AT
AT AT AT A AT
AT AT AT AT
[ 7 AT AT
AT AT
AT AT AT

AT AT AT AT ]

b) F(x,y) = 3i + 2j
d) F(x,y) = =3i — 2j

-2 -1 0 1 2
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8.

9.

10.

En los problemas 11-14, asocie la figura dada con uno de los

—_

-2

FIGURA 15.2.13 Campo vectorial del problema 8

2

—

-2

FIGURA 15.2.14  Campo vectorial del problema 9

NS}

—

-2

FIGURA 15.2.15 Campo vectorial del problema 10
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campos vectoriales en a)-d).

F(x,y,2) = xi + yj + zk
F(x,y,z) = —zk
Fx,y,2) =i+ j+ zk
Fx,y,z)=xi+j+ Kk

FIGURA 15.2.16 Campo vectorial del problema 11

FIGURA 15.2.18 Campo vectorial del problema 13

14. -
ﬁ// 2_10])2]’

2

—

FIGURA 15.2.19 Campo vectorial del problema 14

En los problemas 15-20, evalte la integral de linea [ F - dr.

15. F(r,y) = yli —x%j; r)=e¢ Yi+ej, 0=t=In2

16. F(x,y) =2xyi + x%j; r( =4+ ¢}, 0=r=2

17. F(x,y) = 2xi + 2yj; r() = 2t — Di + (61 + 1)j,
-1=r=1

18. F(x,y) = x% + yj; r(H) =costi+ sentj, 0 =t=m/6

19. F(x,y,2) = —yi + xj + 2zk;
r(f) =2costi + 3sentj + 3tk,0 =t =

20. F(x,y,2) = e'i + xeVj + xye™k; r(f) = ti + *j + 'k,
0=r=1

21. Determine el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) =
yi+xj que actiia a lo largo de y=1n x desde (1, 0) a (e, 1).

22. Determine el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) =
2xyi + 4y%j que actiia a lo largo de la curva suave por par-

tes que consiste en los segmentos de recta de (—2,2) a
(0,0) y de (0,0) a (2, 3).
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23.

24.

25.
26.
217.

28.

29.

30.

15.3 Independencia de la trayectoria

Calcule el trabajo realizado por la fuerza F(x, y) =
(x + 2y)i + (6y — 2x)j que actia una vez en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj alrededor del tridngu-
lo con vértices (1, 1), 3, 1) y (3, 2).

Calcule el trabajo realizado por la fuerza F(x, y, z) = yzi +
xzj + xyk que actiia a lo largo de la curva dada por
r(t) =i +1)j + tkdet=lat=3.

Encuentre el trabajo realizado por una fuerza constante
F(x,y) = ai + bj que actia una vez en sentido contrario
al de las manecillas del reloj alrededor del circulo
2+ yr=09,

En un campo de fuerza inverso al cuadrado F = cr/|r|?,
donde c es una constante y r = xi + yj + zK, determine
el trabajo realizado al mover una particula a lo largo de la
recta de (1, 1, 1) a (3, 3, 3).

Para el campo vectorial gradiente que se obtuvo en el
ejemplo 4, determine el trabajo realizado por la fuerza
F = Vfque actia a lo largo de r() =5 cos i + 5 sen fj,
0=r=2m.

Para el campo vectorial conservativo del ejemplo 5,
encuentre el trabajo realizado por la fuerza F que actia a
lo largo de r(r) =2 sen ti + 10 cos ¢j, 0 =t = 27r.

Un campo de fuerza F(x, y) actda en cada punto sobre
una curva C, que es la unién de C;, C, y C3 mostrada en
la FIGURA 15.220. |F| se mide en libras y la distancia se
mide en pies utilizando la escala dada en la figura.
Emplee los vectores representativos que se muestran para
aproximar el trabajo realizado por F a lo largo de C.
[Sugerencia: Emplee W = [.F - T ds.]

¥)
10
agl LT
Gy
N
C.
5 2
s X
B
Af/
A4
X
5 10

FIGURA 15.220 Curva C y campo de

fuerza F del problema 29
Suponga que una curva suave C es descrita por la funcién
vectorial r(f) paraa = t = b. Sean la aceleracion, la veloci-
dad y la rapidez dadas por a = dv/dt, v=dr/dt y v = |v|,
respectivamente. Empleando la segunda ley de Newton
F = ma, demuestre que, en la ausencia de friccion, el tra-

15.3 Independencia de la trayectoria 815

bajo realizado por F al mover una particula de masa cons-
tante m desde el punto A en t =a hasta el punto Ben t=b
es el mismo que el cambio en la energia cinética:

K(B) — K(4) = Jm{v(b)]* = Smlv(a))"

- dope L2 d
Sugerencia: Considere a PARAL

En los problemas 31-36, encuentre el campo gradiente de la
funcioén f dada.

31 f(x,y) = +¢(3x — 6y)*>  32. f(x,y) = x — y + 2x cos 5xy
33. f(x,y,2) = xtan 'yz 34 f(x,y,2) = x — x*yz*

35. fx,yv,0) =y +z— xe

36. f(x,y,2) = In(x* + 2y* + 3z°

En los problemas 37-40, asocie el campo vectorial conserva-
tivo dado F con una de las funciones potencial en a)-d).

a) $(x,y) = 3x° +3y" = 5 b) p(x.y) = x* + 5y’

) by =7+ =4 d) x,y) =2x+ )" + 1
37. F(x,y) = 2xi + yj 38. F(x,y) = xi + 2yj
39. F(x,y) = 2i + yj 40. F(x,y) = xi + y%j
En los problemas 41-44, el campo vectorial dado es conserva-
tivo. Mediante ensayo y error, determine una funcién poten-
cial ¢ para F.
41. F(x,y) = cos xi + (1 — seny)j
42. F(x,y) = e i — xe’j
43. F(x,y,2) =i+ 2yj — 122%k
44. F(x,y,2) = y*2i + 20923 + 3xy*2’k

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 45-50, utilice un SAC para superponer las
gréaficas del campo gradiente de f 'y las curvas de nivel de f
sobre el mismo conjunto de ejes coordenados.

45. f(x,y) = x + 3y 46. f(x,y) = x — y*
47. f(x,y) = senx seny 48. f(x,y) = senx + seny
49. f(x,y) = e *cosy 50. f(x,y) = cos(x +y)

= Piense en ello

51. Todo campo de fuerzas inverso al cuadrado F = cr/|r|?,
donde ¢ es una constante y r = xi + yj + zk, es conser-
vativo. Demuestre lo anterior determinando la funcién
potencial ¢(x, y, z) para F.

52. ;Dos funciones diferentes fy g pueden tener el mismo
campo gradiente?

I Introduccion En esta seccion nos referiremos a una curva C suave por partes entre un punto
inicial A y un punto terminal B como una trayectoria o trayectoria de integracion. El valor de
una integral de linea [ F - dr suele depender de la trayectoria de integracién. En otras palabras,
si C; y C, son dos trayectorias diferentes entre los mismos puntos A y B, entonces en general
esperamos que [¢ F-dr # [ F-dr. Sin embargo, hay excepciones muy importantes. La
nocién de un campo vectorial conservativo F desempefia un papel importante en la discusién que
sigue. Se le sugiere repasar este concepto en la seccién 15.2.
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816 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

Nota: Para evitar la repeticién innecesaria suponemos todo el tiempo que F es un campo vec-
torial continuo en alguna regién bidimensional o tridimensional, que sus funciones componen-
tes tienen primeras derivadas parciales continuas en la regién, y que la trayectoria C yace por
completo en esta dltima.

)3\ Moy Independencia de la trayectoria

La integral [y dx + x dy tiene el mismo valor en cada trayectoria C entre (0, 0) y (1, 1) que se
muestra en la FIGURA 15.3.1. Quiza recuerde de los problemas 13-16 de los ejercicios 15.1 que sobre
estas trayectorias

Jydx-l—xdy: 1.
c

También se le sugiere verificar [y dx + x dy = 1 sobre las curvas y=x>, y=x*yy = Vxentre
(0, 0) y (1, 1). La relevancia de todo esto sugiere que la integral [y dx + x dy no depende de
la trayectoria que une a estos dos puntos. Proseguimos con esta discusion en el ejemplo 2.

y 1, 1) y a,n y a,n y 1, 1)
e

A
- > X
0,0 0,0 0,0 0,0
a) b) ) d)
FIGURA 15.3.1 La integral de linea del ejemplo 1 es la misma sobre cuatro trayectorias |

La integral en el ejemplo 1 puede interpretarse como la integral de linea de un campo vec-
torial F a lo largo de una trayectoria C. Si F(x,y) = yi + xj y dr = dxi + dyj, entonces
Jeydx + xdy = [¢F - dr. Enel ejemplo 5 de la seccién 15.2 se demostré que el campo vecto-
rial F(x, y) = yi + xj es conservativo encontrando la funcién potencial ¢(x, y) = xy para F.
Recuerde que esto significa que F(x, y) = V.

I Un teorema fundamental El siguiente teorema establece una importante relacién entre el
valor de una integral de linea sobre una trayectoria que yace dentro de un campo vectorial con-
servativo. Ademds, proporciona un medio de evaluar estas integrales de linea de manera que es
andlogo al teorema fundamental del cdlculo:

b
Jf’(X) dx = f(b) — fla), (D

donde f(x) es una antiderivada de f'(x). En el siguiente teorema, conocido como teorema fun-
damental para integrales de linea, el gradiente de una funcién escalar ¢,

ap. 9P,
Vd) = al + 5‘],

desempena la parte de la derivada f'(x) en (1).

Teorema 15.3.1 Teorema fundamental

Suponga que C es la trayectoria en una regiéon abierta R del plano xy dada por r(f) =
x(i=y()j,a=1t=>b.SiF(x,y) = P(x, y)i + O(x, y)j es un campo vectorial conservativo en
Ry ¢ es una funcién potencial para F, entonces

JF-drz JVd)-dr:qﬁ(B)—d)(A), (2)
C C

donde A = (x(a), y(a)) y B = (x(b), ().
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15.3 Independencia de la trayectoria 817

DEMOSTRACION Probaremos el teorema para una trayectoria suave C. Puesto que ¢ es una
funcién potencial para F tenemos

ap. 9P,
F = V(f) :al +@‘].

Usando después r'(r) = (dx/dt)i + (dy/d)j es posible escribir la integral de linea de F a lo largo
de la trayectoria C como

JF-dr=JF-r’(t)dt
C C

b9 ap d
_ (% ax  0bdyy
| \ox dt ~ dy dt
En vista de la regla de la cadena (teorema 13.5.1),

& _abar i dy
dt ox dt  dy dt

b

d
JF-erJd)dt
B adt

= d(x(0), Y(t))}
= ¢x(b), y(b)) — d(x(a), y(a))
= ¢(B) — $(A). n

Para curvas suaves por partes, la prueba anterior debe modificarse considerando cada arco
suave de la curva C.

y por ello se concluye que

b

I Independencia de la trayectoria Si el valor de una integral de linea es el mismo para cada
trayectoria en una regién que conecta el punto inicial A y el punto terminal B, entonces se dice
que la integral serd independiente de la trayectoria. En otras palabras, una integral de linea
JcF -dr de F alo largo de C es independiente de la trayectoria si [ F-dr = [ F - dr para
cualesquiera dos trayectorias C; y C, entre A y B. El teorema 15.3.1 muestra que si F es un
campo vectorial conservativo en una regién abierta bidimensional o tridimensional, entonces
JcF - dr depende sélo de los puntos inicial y terminal A y B de la trayectoria C, y no de C
misma. En otras palabras, las integrales de linea de campos vectoriales conservativos son inde-
pendientes de la trayectoria. Dichas integrales a menudo se escriben

B B
jF-dr= J Vé - dr. 3)
A

A
]\ Hel¥H Repaso del ejemplo 1

Evalde [¢ydx + x dy, donde C es la trayectoria con punto inicial (0, 0) y punto terminal (1, 1).

Solucion La trayectoria C que se muestra en la FIGURA 15.3.2 representa cualquier curva suave por y (1,1
partes con puntos inicial y terminal (0, 0) y (1, 1). Hemos visto varias veces que F = yi + xj es
un campo vectorial conservativo definido en cada punto del plano xy y que ¢(x, y) = xy es una

funcién potencial para F. De tal modo, en vista de (2) del teorema 15.3.1 y (3), podemos escribir c
(1, 1) (1, 1)
Jydx-l—xdy:J F~dr=J Vo -dr x
c (0.0) (0.0 (0,0)
1n FIGURA 15.3.2 Curva suave por
= xy:| partes del ejemplo 2
0,0
=1-1-0-0=1. ]

Al usar el teorema fundamental del calculo (1), cualquier antiderivada de f'(x) puede utili-
zarse, tal como f(x) + K, donde K es una constante. De manera similar, una funcién potencial
para el campo vectorial del ejemplo 2 es ¢p(x, y) = xy + K, donde K es una constante. Podemos
descartar esta constante al usar (2) del teorema 15.3.1 puesto que
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818 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

A
R

a) Region conexa R

A.
Be

b) R no es conexa

O

¢) Region R miiltiplemente conexa

FIGURA 15.3.3 Regiones en el
plano

(Xg> Y)

b)

FIGURA 15.3.4 Regién R en la
prueba del teorema 15.3.2

B
J F-dr = (¢B) + K) = (¢(A) + K) = $(B) — $(A).
A

Antes de proceder necesitamos considerar algunas regiones especiales en el plano.

I Terminologia Afirmamos que una regién (en el plano o en el espacio) es conexa si cada par
de puntos A y B en la regién puede unirse mediante una curva suave por partes que yace por com-
pleto en la regién. Una regidn R en el plano es simplemente conexa si es conexa y toda curva
cerrada simple C que yace del todo dentro de la regiéon puede reducirse, o contraerse, hasta un
punto sin abandonar R. La dltima condicién significa que si C es cualquier curva cerrada simple
que yace por completo en R, entonces la regién en el interior de C también yace por completo
en R. Poniéndolo en términos generales, una regién simplemente conexa no tiene hoyos en ella.
La region R en la FIGURA 15.3.3a) es una region simplemente conexa. En la figura 15.3.3b) la region
R que se muestra no es conexa, o disconexa, puesto que A y B no pueden unirse mediante una
curva C suave por partes que esté en R. La regién en la figura 15.3.3¢) es conexa pero no sim-
plemente conexa porque tiene tres hoyos en ella. La curva representativa C en la figura rodea a
uno de los hoyos, y por ello no puede contraerse hasta un punto sin dejar la regién. Esta tltima
region se dice que es miltiplemente conexa.

En una regién conexa abierta R, las nociones de independencia de la trayectoria y un campo
vectorial conservativo son equivalentes. Esto significa: si F es conservativo en R, entonces
JcF - dr es independiente de la trayectoria C, e inversamente, si [ F - dr es independiente de la
trayectoria, entonces F es conservativo.

Enunciamos lo anterior de manera formal en el siguiente teorema.

Teorema 15.3.2 Conceptos equivalentes

En una regién conexa abierta R, [¢F - dr es independiente de la trayectoria C si y solo si el
campo vectorial F es conservativo en R.

DEMOSTRACION Si F es conservativo en R, entonces ya hemos visto que [¢ F - dr es indepen-
diente de la trayectoria C como una consecuencia del teorema 15.3.1.

Por conveniencia probamos el inverso para una regién R en el plano. Suponga que [F - dr
es independiente de la trayectoria en R y que (xy, ¥o) ¥ (x, ¥) son puntos arbitrarios en la regién
R. Sea la funcién ¢(x, y) definida como
(X, y)

(;b(x’y) = J F'dl‘,

(X0, Y0)

donde C es una trayectoria arbitraria en R de (xy, yo) a (x, y) y F = Pi + Qj. Vea la FIGURA 15.3.4a).
Después de esto se elige un punto (x;, y), x; # x, de manera que el segmento de recta de (x;, y)
a (x, y) esté en R. Vea la figura 15.3.4b). Luego por la independencia de la trayectoria podemos
escribir

1Y) @«
(j)(x,y):J F-dr-l—J F - dr.
(0, o) (x1, y)
En este caso,
3¢ 9 (X, )
R — + —
. 0 axJ Pdx + Qdy
(x1,y)
puesto que la primera integral no depende de x. Sin embargo, sobre el segmento de recta entre (x;, y)
(x,y) (x,y)
y (x, ¥), y es constante de manera que dy = 0. Por consiguiente, J Pdx + Qdy = J P dx.
&1, y) (x1,y)

Por la forma de la derivada del teorema fundamental del calculo (teorema 5.5.2) tenemos entonces

ad) 9 (x, y)
o ox L y)P(x, y) dx = P(x, y).
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15.3 Independencia de la trayectoria 819

De igual modo es posible demostrar que d¢p/dy = Q(x, y). En consecuencia, de

b, .
Vo =it i = Pt Q) =Fxy)

concluimos que F es conservativo. [ |

I Integrales alrededor de trayectorias cerradas Recuerde de la seccion 15.1 que una trayec-
toria, o curva, C se dice que es cerrada cuando su punto inicial A es el mismo que el punto ter-
minal B. Si C es una curva paramétrica definida por la funcién vectorial r(f), a = t = b, enton-
ces C es cerrada cuando A = B, esto es, r(a) = r(b). El siguiente teorema es una consecuencia
inmediata del teorema 15.3.1.

Teorema 15.3.3 Conceptos equivalentes

En una region conexa abierta R, [~ F -dr es independiente de la trayectoria si y sélo si
Jc F - dr = 0 para toda trayectoria cerrada C en R.

DEMOSTRACION Primero demostramos que si [ F - dr es independiente de la trayectoria,
entonces [¢ F - dr = 0 para toda trayectoria cerrada C en R. Para ver esto vamos a suponer que
A'y B son cualesquiera dos puntos sobre C'y que C = C; U C,, donde C; es una trayectoria de A
a By C, es una trayectoria de B a A. Vea la FIGURA 15.35a). En ese caso,

JF-drzJF.dr+JF.dr=jF-dr—J F - dr, 4)
C C C. C —C,

1 2 1

donde —C, es ahora una trayectoria de A a B. Debido a la independencia de la trayectoria,
Je,F-dr = [_¢ F-dr. De tal modo, (4) implica que [-F -dr = 0.

A continuacién, si probamos el inverso de que si [ F - dr = 0 para toda trayectoria cerra-
da Cen R, entonces [ F - dr es independiente de la trayectoria. Dejemos que C, y C, represen-
ten cualesquiera dos trayectorias de A a B'y por ello C = C; U (—C,) es una trayectoria cerra-
da. Vea la figura 15.3.5b). Se sigue de [cF-dr = 0o

0= JF~dr= JF-dr-i—J F-erJ
c c -G c

F-dr — JF~dr
1 CZ

que [¢, F-dr = [, F-dr. Por consiguiente, [ F - dr es independiente de la trayectoria. M

Suponga que F es un campo vectorial conservativo definido sobre una regiéon conexa abier-
tay C es una trayectoria cerrada que yace por completo en la regién. Cuando los resultados de
los teoremas anteriores se juntan concluimos que

F conservativo <> independencia de la trayectoria <> JF -dr = 0. 5)
c

El simbolo < en (5) se lee “equivalente a” o “si y s6lo si”.

I Prueba para un campo conservativo Las implicaciones en (5) muestran que si la integral de
linea [ F - dr no es independiente de la trayectoria, entonces el campo vectorial no es conser-
vativo. Sin embargo, hay una forma mads sencilla de determinar si F es conservativo. El siguien-
te teorema es una prueba para un campo vectorial conservativo que recurre a las derivadas par-
ciales de las funciones componentes de F = Pi + Qj.

Teorema 15.3.4 Prueba para un campo conservativo

Suponga que F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j es un campo vectorial conservativo en una regiéon

abierta Ry que Py Q son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en R. Entonces

op _ 9Q

v (6)

y ox

para todo (x, y) en R. Inversamente, si se cumple la igualdad (6) para todo (x, y) en una regién
R simplemente conexa, entonces F = Pi + Qj es conservativo en R.
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820 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

El inciso b) del siguiente ejem-
plo utiliza la integracion par-

cial. Se recomienda un repaso

de la seccién 14.2.

DEMOSTRACION PARCIAL Probamos la primera mitad del teorema. Suponemos que las fun-
ciones componentes del campo vectorial conservativo F = Pi + Qj son continuas y tienen pri-
meras derivadas parciales continuas en una regién abierta R. Puesto que F es conservativo, exis-
te una funcién potencial ¢ tal que

b,  0p.

F=Pi+Qi=V¢=ai+87y']'

Asi, P = d¢p/dxy Q = d¢p/dy. En este caso

fﬂf'_a(8¢> ’p <9Q_a<6¢)_ )
dy N dy \ ox dy

- dy ox y ox  ox © oxay’

Del teorema 13.3.1, las derivadas parciales mixtas de segundo orden son iguales y por ello
dP/dy = 9Q/dx como se queria demostrar. [ |

=SR]\ [Nl Empleo del teorema 15.3.4

El campo vectorial conservativo F(x, y) = yi + xj en el ejemplo 2 es continuo y tiene funciones
componentes cuyas primeras derivadas parciales son continuas en toda la regién abierta R con-
sistente en todo el plano xy. Con las identificaciones P =y y Q = x se deduce de (6) del teorema
15.3.4,

wp_ 90
dy ox’

)3\ [JNel'W Empleo del teorema 15.3.4

Determine si el campo vectorial F(x, y) = (x> — 2y)i + (x + 5y)j es conservativo.

Solucién Con P = x> — 2y’ y Q = x + 5y, encontramos

P _ 9 _

a2
dy 6y y ox

Como 9dP/dy # dQ/dx para todos los puntos en el plano, se sigue del teorema 15.3.4 que F no
es conservativo. [ |

Empleo del teorema 15.3.4

Determine si el campo vectorial F(x, y) = —ye ™1 — xe”™j es conservativo.

Soluciéon Con P = —ye ™y Q = —xe ¥, encontramos

90

JoP - _
e Xy — Xy =
xye e o

dy
Las componentes de F son continuas y tienen derivadas parciales continuas. De tal modo, (6) se
cumple en todo el plano xy, que es una regién simplemente conexa. Del inverso del teorema
15.3.4 concluimos que F es conservativo. |

Tenemos una pregunta mds importante que responder en esta seccion:

e Si F es un campo vectorial conservativo, ;cémo se encuentra una funcién potencial ¢
para F? (7)

En el siguiente ejemplo damos la respuesta a la pregunta planteada en (7).

)3\ XMW Integral que es independiente de la trayectoria

a) Demuestre que [ F -dr, donde F(x,y) = (y* — 6xy + 6)i + (2xy — 3x> — 2y)j, es
independiente de la trayectoria C entre (—1, 0) y (3, 4).
b) Encuentre una funcién potencial ¢ para F.
3,4
c¢) Evalie J F - dr.
(=1,0)
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15.3 Independencia de la trayectoria

Solucién
a) Alidentificar P = y* — 6xy + 6y Q = 2xy — 3x* — 2y se obtiene
P _ 90
By 2y — 6x = o

El campo vectorial F es conservativo porque (6) se cumple en todo el plano xy y como
consecuencia la integral [ F - dr es independiente de la trayectoria entre cualesquiera
dos puntos A y B en el plano.
b) Debido a que F es conservativo, hay una funcién potencial ¢ tal que
¢ I¢

=2 = L = _ 2 _
o Y 6xy + 6 y ay 2xy — 3x 2y. 8)

El empleo de integracion parcial respecto a la primera expresion en (8) produce
¢ = J(y2 — 6xy + 6) dx = xy* — 3x%y + 6x + g(y), )

donde g(y) es la “constante” de integracién. A continuacién tomamos la derivada par-
cial de (9) con respecto a y y la igualamos con la segunda expresion en (8):

J

£ = 2xy — 3x* + g'(y) = 2xy — 3x* — 2y.
De la dltima igualdad encontramos g'(y) = —2y. Al integrar de nuevo se obtiene
g(y) = —y* + C, donde C es una constante. De tal manera,

¢ =x" —3x%y+6x—y*+ C. (10)
¢) Ahora podemos usar el teorema 15.3.2 y la funcién potencial (10) (sin la constante):

(3.4 3.4
jF'erJ F-dr = (xy — 3x% + 6x — y?)
c (

—1,0) (—1,0)

= (48 — 108 + 18 — 16) — (—6) = —52. [ |

Nota: Puesto que se mostr6 que la integral en el ejemplo 6 es independiente de la trayectoria en
el inciso a), podemos evaluarla sin determinar una funcién potencial. Tenemos la posibilidad de
integrar a lo largo de cualquier curva conveniente conectando los puntos dados. En particular, la
rectay = x + 1 es una curva de este tipo. Al usar x como pardmetro se produce en ese caso

jF~dr= J(yz—6xy+6)dx+(2xy—3x2—2y)dy
c c
3
= J [(x+ 1) —6x(x + 1) + 6] dx + [2x(x + 1) — 3x> — 2(x + 1)] dx
-1

3
= J (—6x> — 4x + 5)dx = —52.

-1

I Campos vectoriales conservativos tridimensionales Para un campo vectorial conservativo
tridimensional

F(x,y,2) = P(x,y, 21 + Q(x, 5, 2)j + R(x,y, 2k

y una curva espacial suave por partes r(f) = x(Hi + y(1)j + z(r)k, a = t = b, la forma bdsica de
(2) es la misma:

JF-dr = JV(l)‘dr
c c
= ¢(B) — P(A) = (x(b), y(b), z(b)) — P(x(a), y(a), z(a)). (11)

Si C es una curva en el espacio tridimensional, una integral de linea [ F - dr es independiente
de la trayectoria siempre que el campo vectorial tridimensional

F(x,y,2) = P(x,y, i + O(x,y, 2 + R(x, y, 2k
www.FreelLibros.org
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822 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

FIGURA 15.3.6 Trayectoria
representativa C del ejemplo 7

sea conservativo. El andlogo tridimensional del teorema 15.3.4 resulta similar. Si F es conserva-
tivoy P, Q y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en alguna regién
abierta del espacio tridimensional, entonces

9P _9Q 9P _oR 90 _ oR

= = = (12)
dy ox’ 0z ax’ 0z ay

Inversamente, si (12) se cumple en toda una regién apropiada del espacio tridimensional, enton-
ces F es conservativo.

A3\ [N lVA Integral que es independiente de la trayectoria
a) Demuestre que la integral de linea

f(y+yz)dx+(x+3z3+xz)dy+(9y12+xy— 1) dz
C

es independiente de la trayectoria entre (1, 1, 1) y (2, 1, 4).
2.1,4)
b) Evalde J F-dr.
(1,1, 1)

Solucién
a) Con las identificaciones

F(x,y,2) = (y + y2)i + (x + 32 + x2)j + OyZ* + xy — Dk,
P=y+yz, Q=x+37%+xx y R=9%9F+xy—1,

vemos que las igualdades

i a0 P oR a0 ) IR

ay L+z ax’ oz 0T o y 0z 9zt ady
se cumplen en todo el espacio tridimensional. De (12) concluimos que F es conservati-
Vo y, por tanto, la integral es independiente de la trayectoria.

b) La trayectoria C que se muestra en la FIGURA 15.3.6 representa cualquier trayectoria con

puntos inicial y terminal (1, 1, 1) y (2, 1, 4). Para evaluar la integral ilustramos de nuevo

cémo encontrar una funcién potencial ¢(x, y, z) para F utilizando integracién parcial.
En primer lugar sabemos que

w_, i _

dx ’ dy y az R.

Integrando la primera de estas tres ecuaciones con respecto a x se obtiene

¢ =xy +xyz + g(y, 2).
La derivada de esta tltima expresion con respecto a y debe ser entonces igual a Q:

J 0
£=x+xz+£=x+3z3+xz.
dy dy
Por consiguiente,
J
a% =372 implica g =3yz + h®2).

En consecuencia, b = xy + xyz + 3y + h(z).

La derivada parcial de esta ultima expresién con respecto a z debe ser ahora igual a la
funcion R:

J
ETfoy + 9y + W(2) = 9yz% + xy — 1.

De esto obtenemos /'(z) = —1y h(z) = —z + K. Descartando K, es posible escribir

¢ =xy+xyz +3y2 —z (13)
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15.3 Independencia de la trayectoria 823

Por ultimo, de (2) y la funcién potencial (13) obtenemos

@2 1,4)

J (y+y)dx + (x + 32 + x0)dy + 9yz* + xy — 1) dz

a,1,1
2.1,4)

= (xy + xyz + 3y2° — 2) =198 — 4 = 194. [
(1,1, 1)

I Conservacion de la energia En un campo de fuerza conservativo F, el trabajo realizado por
la fuerza sobre una particula que se mueve de la posicién A a la posicién B es el mismo para
todas las trayectorias entre estos puntos. Ademds, el trabajo realizado por la fuerza a lo largo de
una trayectoria cerrada es cero. Vea el problema 31 en los ejercicios 15.3. Por esta razon, un
campo de fuerzas de este tipo se dice que es conservativo. En un campo conservativo F se cum-
ple la ley de conservacion de la energia mecdnica: para una particula que se mueve a lo largo de
una trayectoria en un campo conservativo,

energia cinética + energia potencial = constante.

Vea el problema 37 en los ejercicios 15.3.

Jc NOTAS DESDE EL AULA

Una fuerza de friccion tal como la resistencia del aire es no conservativa. Las fuerzas no
conservativas son disipativas en cuanto a que su accion reduce la energia cinética sin un
aumento correspondiente en la energia potencial. Enunciado de otra manera, si el trabajo
realizado [ F - dr depende de la trayectoria, entonces F es no conservativo.

m Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-46.

= Fundamentos En los problemas 11-18, determine si el campo vectorial dado
es un campo conservativo. Si es asi, encuentre la funcién
potencial ¢ para F.

En los problemas 1-10, demuestre que la integral dada es
independiente de la trayectoria. Evaliie de dos maneras:

a) encuentre una funcién potencial ¢, y 11 F(x,y) = @y’ + 3)i + BxYy* + 1)j
b) integre a lo largo de cualquier trayectoria conveniente 12. F(x,y) = 20% + 3y’(x* + Dj
entre los puntos. 13. F(x,y) = y* cos xy*i — 2xy sen xy’j
2,2 2.4 ) 2 —2/ % :
1. j x2dx + y*dy 2. J 2xy dx + x*dy 14. Fxy) = @ 4y + D7°0d +y))
0,0 (1, 1) 15. F(x,y) = (& + i + (x + y)j
N J(S z>( + o de 4 0 v 16. F(x,y) = 2¢%i + xe?j
X y) dx x — y)dy . .
(1,0) 17. F(x,y,2) = 2xi + (3y* — 2)j — »k
(7/2,0) 18. F(x,v,2) = 2xyi + (x> — ze™)j + (¢ — Dk.
4. j cos x cos ydx + (1 — senx seny)dy
0.0) En los problemas 19 y 20, encuentre el trabajo realizado por
4. 4) —ydx + xdy dx + x dy la fuerza F(x,y) = 2x + e )i + (4y — xe *)j a lo largo
5. J' en cualquier trayectoria que no cruce  de la curva indicada.
1) el eje x 19. > 20
G 4)xdx+ydy ol )
6. en cualquier trayectoria que no pase por
(1.0 Va4 y Y~ el origen
(3.6)
7. J F-dr, F = 2y*x — 3)i + 2y’ + 4)j , , x
(1,2) > (—=2,0) (2,0)
©.0) ©.0) FIGURA 1538 C
8. j F-dr, F = (5x + 4y)i + (4x — 8y))j FIGURA 15.3.7 Curva del problema 20 e
(-1, 1) del problema 19
9. J(z S)F cdr, F = (y° + 3x%)i + (2 + 3y’ + Dj En los problemas 21-26, muestre que la integral dada es inde-
0.0 ’ pendiente de la trayectoria. Evalde.
1,0 2,4,8)
10. j F-dr, F=(Q2x—y senxy — 5y%)i— (20xy* + x senxy)j 21 j yzdx + xzdy + xydz
(=2,0) a,1,1)
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23

24

25

26.

a,1,1
22 J 2xdx + 3y*dy + 477 dz
(

0,0,0)

1,0,0)

3,4, 1
Qx + Ddx + 3y*dy + —dz
(1,2, 1) 2

2,2,1n3)
J F-dr; F = ¢%i + 3y} + 2xe*k
(

1,1,1n3)

0,0,0)
J F-dr; F = 2xzi + 2yzj + (x> + y7)k
(=2,3, 1)

En los problemas 27 y 28, evalte [-F - dr.

27. F(x,y,z) = (y — yz senx)i + (x + z cos x)j + y cos xk;
r(f) =26 + (1 + cos ’j + 4 sen’tk, 0 =t = 7/2

28. F(x,v,2) = 2 — &)i + 2y — Dj + 2 — xe9k;

r() =i+ A+ £k (1,1, —1)a(2,4,8)

= Aplicaciones

29. Laley del cuadrado inverso de atraccion gravitacional entre

30.

31.

32.

dos masas m, y m, estd dada por F = —Gmmyr/|r|?,
donde r = xi + yj + zk. Demuestre que F es conserva-
tivo. Encuentre una funcién potencial para F.

Determine el trabajo realizado por la fuerza F(x, y, z) =
8xy’zi + 12x%y%zj + 4x?y’k que actia a lo largo de la
hélice r(r) = 2 cos i + 2 sen #j + tk de (2,0,0) a
(1, V3,7/3). De (2,0,0) a (0,2, m/2). [Sugerencia:
Demuestre que F es conservativo.]

Si F es un campo de fuerza conservativo, demuestre que
el trabajo realizado a lo largo de cualquier trayectoria
cerrada simple es cero.

Una particula en el plano es atraida al origen con una
fuerza F = |r|"r, donde n es un entero positivo y
r = xi + yj es el vector de posiciéon de la particula.
Demuestre que F es conservativo. Encuentre el trabajo
realizado al mover la particula entre (x;, y;) y (X2, y,).

@ m/2,1)
J (2x seny + €¥)dx + x? cos ydy + (3xe¥ + 5) dz
(

= Piense en ello

En los problemas 33 y 34, demuestre que el campo vectorial
dado F es conservativo. Evalde la integral de linea [ F - dr
sin determinar la funcién potencial para F.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

F(x, y) = 2x cos yi + x> sen yj; Ces r(r) =2"" i+
sen(m/D)j, | =1 =2

F(x, y, z) = sen yi + x cos yj + z°K;

Cesr() = Vi +j+ V" 'k0=r=1

Suponga que C; y C, son dos trayectorias en una region
abierta simplemente conexa que tiene los mismos puntos
inicial y terminal. Si [, F-dr =3y [, F-dr =1
(qué dice esto acerca del campo vectorial F?

Considere el campo vectorial

y . X .
F=- i+ .
24y x2+y2']

90

Ty Pero demuestre que F es no

JP
a) Muestre que ay

conservativo. [Sugerencia: Evalie [-F -dr, donde
r(f) = costitsentj, 0 =t =27w.]
b) Explique por qué esto no viola el teorema 15.3.4.
Suponga que F es un campo de fuerza conservativo con
funcién potencial ¢. En fisica la funcién p = —¢ se
denomina energia potencial. Puesto que F = —Vp, la
segunda ley de Newton se convierte en

dv
"= — =+ Vp=0.
mr Vp 0 mo Vp=10
dv dr dr
Integrando m ar dr + Vp- g 0 con respecto a f,

deduzca la ley de conservacion de la energia mecanica:
Imv® + p = constante. [Sugerencia: Vea el problema 30 en
los ejercicios 15.2.]

Suponga que C es una curva suave entre los puntos A (en
t=a)y B (ent= D)y que p es la energia potencial, defi-
nida en el problema 37. Si F es un campo de fuerza con-
servativo y K = 3mu?* es la energia cinética, demuestre
que p(B) + K(B) = p(A) + K(A).

15.4 Teorema de Green

1 Introduccion

En esta seccién examinamos uno de los teoremas mds importantes del calculo

integral vectorial. Veremos que este teorema relaciona una integral de linea alrededor de una
curva cerrada simple suave por partes con una integral doble sobre la regién acotada por la
curva. Le recomendamos que repase la terminologia de la pagina 802 de la seccién 15.1 y

la pagina 818 de la seccion 15.3.

I Integrales de linea sobre curvas cerradas simples Suponga que C es una curva cerrada sim-
ple suave por partes que forma la frontera de una regién simplemente conexa R. Decimos que la
orientacion positiva alrededor de C es la direccion en la que un punto sobre la curva debe mover-
se, o la direccién en la que una persona debe caminar, para completar un solo recorrido de C man-
teniendo la regién R a la izquierda. Vea la FIGURA 15.4.1a). Como se ilustra en las figuras 15.4.10) y
15.4.1¢), las orientaciones positiva y negativa corresponden a recorridos de C en sentido contra-
rio al de las manecillas del reloj y en el sentido de las manecillas del reloj, respectivamente.
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15.4 Teorema de Green 825

a) Orientacién positiva b) Orientacién positiva  ¢) Orientacién negativa
FIGURA 15.4.1 Orientaciones de curvas cerradas simples

El siguiente teorema recibe el nombre de teorema de Green.

Teorema 15.41 Teorema de Green

Suponga que C es una curva cerrada simple suave por partes con una orientacion positiva que
limita una regién simplemente conexa R. Si P, Q, dP/dy y dQ/dx son continuas sobre R, en-

tonces
J
[ ey + 0w vy - ”(Q - "’”) da. M
c ox dy
R
DEMOSTRACION PARCIAL Debemos probar (1) sélo para una regién R que es simultineamen- y = ,()

te de tipo [ y de tipo II:

R g =y=gK, a=x=b
R: () =x=h(), csy=d.

Empleando la FIGURA 15.4.2a), tenemos

y =g !

b (80 [ a b
P oP
_Jf@i A = — j f 67 dydx a) R como una regién tipo I
R a

81(x)

b
= —J [P(x, g2(x)) — P(x, g1(x))] dx

b a
= J P(x, gi(x)) dx + J P(x, g(x)) dx

b

= JP(x, y) dx. 2) I x
C
b) R como una regioén tipo 1T
De manera similar, de la figura 15.4.2b), FIGURA 15.4.2 Regién R
- utilizada en la prueba del
J:[‘ZQ JA = j J 2())22dxdy teorema 15.4.1
R x ¢ Yhy(y) X

d
= | [Qh(y), y) — Q((»), y)] dy

o

d

Q(hy(y), y) dy + J Q(h(y), y) dy

d

J O(x, y) dy. 3)
C

La suma de los resultados en (2) y (3) produce (1). |

Si bien la prueba anterior no es valida para regiones mas complicadas, el teorema se aplica
a esas regiones, tal como la que se ilustra en la FIGURA 15.4.3. La demostracién consiste en descom-
poner R en un nimero finito de subregiones para las cuales (1) puede aplicarse y despu€s se  FIGURA 1543 Regién R descom-
suman los resultados. puesta en cuatro subregiones
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826 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

1, 1)

FIGURA 15.4.4 Trayectoria Cy
region R del ejemplo 1

el drea es

¥ 4m

=12 +(y-5>=4

FIGURA 1545 Trayectoria C y
regién R del ejemplo 2

Cy x2+yr=1

C3:y: —X Cl:y:x

FIGURA 15.4.6 Trayectoria Cy
region R del ejemplo 3

X

La integracién en la direccion positiva sobre una curva cerrada simple C a menudo se deno-
ta por medio de

%P(x, ydx + Q(x,y)dy o %P(x, y)dx + Q(x,y) dy. 4
C C

El pequefio circulo sobrepuesto sobre el signo integral en el primer término en (4) subraya el
hecho de que la integracion es a lo largo de una curva cerrada; la flecha en el circulo en el segun-
do término en (4) refuerza la nocién de que la integracion es a lo largo de una curva cerrada C
con orientacion positiva. Aunque [¢, ¢y § ¢ significan lo mismo en esta seccién, usaremos el
segundo signo integral por el resto de la discusion de manera que usted adquiera cierta familia-
ridad con esta notacion alterna.

]S\ [JNe BN Empleo del teorema de Green

Evalie §.(x> — y*) dx + (2y — x) dy, donde C consiste en la frontera de la region en el primer

cuadrante que estd acotada por las grificasde y = x>y y = x°.

Solucién Si P(x,y) = x> — y* y Q(x,y) = 2y — x, entonces dP/dy = —2y y dQ/ox = —1.
De (1) y la FIGURA 15.4.4 tenemos

j((xz —y)dx + 2y — x)dy = ”(—1 + 2y) dA
C
R

J;)
2

1 X
- f (—y+ yz)] dx
0 X

1 [x?
J (=1 + 2y)dydx

x?

1
11
— | (—,6 4 3_ 2 - b
L( X+ X+ x x°) dx 20" |
Observamos que la integral de linea del ejemplo 1 podria haberse evaluado de manera direc-
ta utilizando la variable x como un parametro. Sin embargo, cuando usted trabaje en el siguien-
te ejemplo, considere el problema de evaluar de la manera usual la integral de linea dada.

]\ [{Xel¥ N Empleo del teorema de Green
Evalte gﬁc(xs + 3y)dx + 2x — eyz) dy,donde Ces el circulo (x — 1)> + (y — 5)* = 4.

Solucién Al identificar P(x,y) =x° + 3y y O(x,y) = 2x — ¢”’, tenemos dP/dy =3 y
dQ/ax = 2. Por consiguiente, (1) produce

ﬁg(x‘ + 3y de + 2x — &) dy = ”(2 —3)dA = —”dA.
¢ R R

En este caso la integral doble [ dA produce el drea de la regién R acotada por el circulo de
radio 2 que se muestra en la FIGURA 15.45. Puesto que el drea del circulo es 72* = 4, se deduce
que

jg(xs +3y)dx + 2x — &) dy = —4m. ]
C

]S\ [JHe BN Trabajo

Determine el trabajo realizado por el campo de fuerza F = (—16y + sen x)i + (4¢” + 3x%)j que
actda a lo largo de una curva cerrada simple C que se muestra en la FIGURA 15.4.6.

Soluciéon De (6) de la seccion 15.2, el trabajo realizado por F estd dado por
W= %F dr = jg(—16y + senx?) dx + (4¢* + 3x%) dy
c c
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15.4 Teorema de Green

y por ello, de acuerdo con el teorema de Green,

W= JJ(6X + 16) dA.
R

En vista de la regién R, la dltima integral se maneja mejor en coordenadas polares. En coorde-
nadas polares R se define mediante 0 = r < 1, w/4 = 6 = 37/4, por lo que tenemos

3m/4 (1
W= j J(6rcost9 + 16)rdrdbo
0

/4

3mw/4 1
= j (2r* cosf + 8r2)} de
0

/4

3m/4
= J (2 cosf + 8)dO = 4. [ | :
/4 3

Cpx=-2

]3| JXel"8 Teorema de Green no aplicable

827

Sea C la curva poligonal cerrada consistente en los cuatro segmentos de recta Cy, Co, C3y Cy
que se muestran en la FIGURA 15.4.7. El teorema de Green no es aplicable a la integral de linea

>

o+ =2y A
L2+ R FIGURA 1547 Trayectoria C y

. ) regién R del ejemplo 4
ya que P, Q, dP/dy y 9Q/dx no son continuas en el origen. [ |

I Teorema de Green para regiones miltiplemente conexas El teorema de Green también

puede extenderse a una regién R con hoyos, esto es, una regién que no es simplemente conexa.

Recuerde de la seccién 15.3 que una regién con hoyos se dice que es multiplemente conexa. En

la FIGURA 15.4.8a) hemos mostrado una regién R acotada por una curva C que consiste en dos cur-

vas cerradas simples C, y C,; esto es C = C, U C,. La curva C estd orientada positivamente, ya

que si recorremos C; en direccidn contraria a la de las manecillas del reloj y a C, en la direccién o

de las manecillas, la regién R siempre estd a la izquierda. Si después de esto introducimos cor-

tes cruzados horizontales como se ilustra en la figura 15.4.8b), la regién R se divide en dos subre- a)
giones Ry y R,. Al aplicar el teorema de Green a R; y R,, se obtiene

90 9P _[[foQ _opP 00 9P
”(ax‘ay>‘“—”(ax‘w)"“”(ax‘ay)d/*
R R, R, ‘
:§Pw+Q@+§Pﬂ+Q@ ©)
C

. C,

= %de+Qdy. b)

c FIGURA 15.4.8 Regién R con un

hoyo
El dltimo resultado sigue del hecho de que las integrales de linea sobre los cortes cruzados (tra-
yectorias con orientaciones opuestas) se cancelardn entre si. Vea (11) de la seccién 15.1.

(H]\Y[JXe N Aplicacion de (5)
- ¥

Evalie % 5 Y S dx + — X 5 dy, donde C = C,; U C; es la frontera de la regién sombreada R

cx” +y x-+y R
que se presenta en la FIGURA 15.4.9.

A

C A
LY
Solucién Como j N

P(x,y>=x_—y 0(x,y) = = Y &

Xy 2t yi=
P Y -x 0 Y- i
ay (x2 + y2)2’ ox (XZ + y2)2
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¢

FIGURA 15.4.10 La integral de
linea sobre C; es la misma que
sobre C,

A

'\C' A
T

FIGURA 15.4.11 Las curvas cerra-
das C 'y C' del ejemplo 6

1/
\

son continuas sobre la regién R acotada por C, se deduce de (5) que

2 2 2 2

- - X — X
jg 2y2dx+ 2x 2dy=JJ{ yz I yz 2y2 A = 0.
ey Pty L+ @y

Como consecuencia de la discusion anterior al ejemplo 5, podemos establecer un resultado
para integrales de linea que nos permite, en ciertas circunstancias, sustituir una trayectoria cerra-
da complicada por una trayectoria que es mds simple. Suponga, como se muestra en la FIGURA
15.4.10, que C; y C, son dos trayectorias cerradas simples suaves por partes que no se intersecan y
que tienen la misma orientacién positiva o contraria a la de las manecillas del reloj. Suponga ade-

mds que Py Q tienen primeras derivadas parciales continuas tales que

op _ 99
ady 0x

en la regioén R acotada entre C; y C,. Entonces de (5) y (11) de la seccién 15.1 se tiene

j(de-l—Qdy-l—i; Pdx+ Qdy=20
c

1 -G

0 <}de+Qdy=§de+Qdy.
C, (&)

A3\ [N BN Repaso del ejemplo 4

(6)

Evalte la integral de linea del ejemplo 4.

Solucién Un método para evaluar la integral de linea es escribir

SRS RS

y después evaluar las cuatro integrales sobre los segmentos de recta C,, C,, C3 y C4 que se mues-
tran en la figura 15.4.7. De modo alterno, si advertimos que el circulo C’: x> + y* = 1 que se
muestra en la FIGURA 15.4.11 yace por completo dentro de C, entonces del ejemplo 5 es claro que
P = —y/(x* + y)y Q = x/(x* + y?) tienen primeras derivadas parciales continuas en la regién

R acotada entre C'y C'. Ademds,
op Y —x 90
Iy 2+ 0
en R. Por consiguiente, se deduce de (6) que

-y X -y X
dx + dy = % dx + dy.
i x>+ y2 x* + y2 y C'xz + y2 x>+ y2 Y

Utilizando la parametrizacion x = cos t, y =sen #, 0 = r =< 27 para C’ obtenemos

21
-y X
dx + dy = —sen t(—sent) + cos t(cos t)] dt
jEszz L L [ —sen 1(—sen 1) (cos 1)]

2
= J (sen’t + cosf) dt
0
21
= J dt = 2.
0

Es interesante advertir que el resultado en (7):

-y X
dx + dy = 2
jgc x2+y? X2+ Y
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es verdadero para toda curva cerrada simple suave por partes C con el origen en su interior. S6lo
necesitamos elegir C’ como x*> + y> = a* donde a es lo suficientemente pequefia para que el
circulo esté por completo dentro de C.

I Posdata: Un poco de historia George Green (1793-1841) nacié en Knottingham, Inglaterra,
hijo de padres trabajadores. El joven George abandond la escuela después de s6lo cuatro cursos
y a la edad de 9 afios empez6 a trabajar en la panaderia de su padre. Después de que su padre
muri6 en 1829, Green emple6 el dinero que obtuvo de la venta de la panaderia para seguir estu-
dios en matematicas y ciencias. De manera fundamentalmente autodidacta, Green produjo varios
articulos antes de entrar a la Universidad de Cambridge a la edad de 40 afios. Con recursos pro-
pios public6é Un ensayo acerca de la aplicacion del andlisis matemdtico en las teorias de la elec-
tricidad y el magnetismo en 1828, en el cual introdujo su famoso teorema de Green. A la edad
de 45 afios obtuvo su licenciatura y permanecié en Cambridge, donde se convirtié en miembro
del profesorado en Gonville and Caius College. El trabajo seminal de Green en matematicas,
electricidad y magnetismo fue practicamente ignorado después de su muerte en 1841, aunque a
la larga atrajo la atencién de la comunidad cientifica y matematica gracias a los esfuerzos de

15.4 Teorema de Green

829

William Thomson (Lord Kelvin) en 1845.

IIHAGERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, verifique el teorema de Green evaluan-
do ambas integrales.
L. $.(x = y)dx + xydy = [[,(y + 1) dA, donde C es el
tridngulo con vértices (0, 0), (1, 0), (1, 3)
2. 93C3x2y dx + (x> — 5y)dy = J[x2x = 3x2) dA, donde C
es el rectangulo con vértices (—1, 0), (—1, 1), (1, 0), (1, 1)
3. §c — vy dx + x* dy = [[x(2x + 2y) dA, donde C es el
circulox=3cost,y=3sent,0 =t =27
4. $o— 2y dx+4xy dy = [[x8y dA, donde C es la frontera
de la region en el primer cuadrante determinada por las
grificasdey = 0,y = Vx,y = —x + 2

En los problemas 5-14, emplee el teorema de Green para eva-
luar la integral de linea dada.
5. ¢.2ydx + 5xdy, donde C es el circulo (x — D? +
(y+3)*=25
6. $.(x + y?) dx + (2x* — y) dy, donde C es la frontera de
la regién determinada por las graficas de y = x% y = 4
7. gﬁc(x4 — 2y dx + (2x* — y*) dy, donde C es el circulo
2+yr=4
8. $.(x = 3y)dx + (4x + y) dy, donde C es el rectdngulo
con vértices (—2, 0), (3,0), (3,2), (=2, 2)
9. $.2xydx + 3xy’dy, donde C es el tridngulo con vértices
(1,2),(2,2),(2,4)
10. gﬁcezx sen 2y dx + ¢ cos 2y dy, donde C es la elipse
9 — 1)> + 4(y — 3> = 36
11. $.xydx + x*dy, donde C es la frontera de la region deter-
minada por las grificasdex = 0, x> + y* = 1,x =0
12. gﬁcexz dx+ 2 tan”' x dy, donde C es el tridngulo con vér-
tices (0, 0), (0, 1), (—1, 1)
13. §.3y°dx + (xy + xy*) dy, donde C es la frontera de la
regién en el primer cuadrante determinado por las grafi-
casdey=0,x =y, x=1—1

14. $oxy* dx+ 3 cos y dy, donde C es la frontera de la regién
en el primer cuadrante determinada por las gréficas de
y=xiy=x

En los problemas 15 y 16, evalde la integral dada sobre cual-

quier curva cerrada simple suave por partes C.

15. iﬁ ay dx + bx dy 16. § Px)dx + Q(y) dy
c c

En los problemas 17 y 18, sea R la regién acotada por una

curva cerrada simple suave por partes C. Demuestre el resul-

tado que se indica.

17. f’;xdy = —%yde areade R
c

C

18. ;jg —ydx + xdy = areade R
c

En los problemas 19 y 20, emplee los resultados de los pro-

blemas 17 y 18 para determinar el drea de la regién acotada

por la curva cerrada que se indica.

19. La hipocicloide x = a cos® ¢, y = a sen’ 1, a > 0,
O=r=27

20. Laelipsex=acost,y=bsent,a > 0,b > 0,
O=t=27w

21. a) Demuestre que
J —ydx + xdy = x1y, — Xy,
c

donde C es el segmento de recta del punto (x;, y;) a
(22, ¥2)-

b) Use el inciso a) y el problema 18 para demostrar que
el area A del poligono con vértices (xy, yq), (X2, ¥»),
..., (x,, y,), marcado en direccion contraria a la de
las manecillas del reloj, es

1 1
A= E(Xl)b = Xy) + E(xzy_% = X3))

1 1
ot S0y T X)) T 5y T ).

www.FreelLibros.org



830 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

22. Emplee el inciso b) del problema 21 para encontrar el drea
del cuadrilatero con vértices (—1, 3), (1, 1), (4,2) y (3, 5).

En los problemas 23 y 24, evalde la integral de linea dada
donde C = C,U G, es la frontera de la regién sombreada R.

23. jg(4x2 = yYdx + & + ) dy
c

Y Cp:x2+y2=4

R /

Cyx2+y2=1

FIGURA 15.4.12 Curva C del
problema 23

24. jg(cosxz—y)dx-i- Vy? + 1dy
C

FIGURA 15.4.13 Curva C del
problema 24

En los problemas 25 y 26, proceda como en el ejemplo 6 para
evaluar la integral de linea dada.
—yidx + xy*d
25. jg % donde C es la elipse x>+ 4y2 =4
c @+ y)
x+1

(x + 1) + 4y?

%6- jg (x + 1;2y+ 42 dx dy, donde C es
cX y

el circulo x> + y*> = 16
En los problemas 27 y 28, emplee el teorema de Green para

evaluar la integral doble dada por medio de una integral de
linea. [Sugerencia: Encuentre funciones apropiadas Py Q.]

27. [[, sz dA, donde R es la regién acotada por la elipse
/9 +y /4 =1

28. [[.[1 —2(y — 1)] dA, donde R es la region en el pri-
mer cuadrante acotada por el circulo P2+ -D2=1
yx=20

En los problemas 29 y 30, emplee el teorema de Green para
el trabajo realizado por la fuerza F dada alrededor de la curva
cerrada en la FIGURA 15.4.14.

2. F=(x—yi+&x+yj 30. F=—x%+ x%j

xX2+y2=4

FIGURA 15.4.14 Curva C
de los problemas 29 y 30

= Aplicaciones

31. Sea R una region acotada por una curva cerrada simple
suave por partes C. Demuestre que las coordenadas del
centroide de la region estdn dadas por

_ 13(2 _ 1%2
X==-0xdy, y=—5¢ ydx
24 J. 2A |,

32. Determine el trabajo realizado por la fuerza F = —yi + xj
que actida a lo largo de la cardioide » =1 + cos 6.

= Piense en ello

33. Sean Py Q continuas y con primeras derivadas parciales
continuas en una region simplemente conexa del plano
xy. Si [ Pdx + Qdy es independiente de la trayectoria,
demuestre que ¢.Pdx + Qdy = 0 sobre cada curva
cerrada simple suave por partes C en la region.

34. Sifesuna funcién de dos variables que satisface la ecua-
cién diferencial de Laplace

a?fr o
L0
ox ay
en una regién simplemente conexa R, demuestre que
Je fydx — f. dy es independiente de la trayectoria en R.

0

15.5 Superficies paramétricas y areas

I Introduccion Hemos visto que las curvas bidimensionales pueden definirse por medio de
una funcién y = f(x), una ecuacioén g(x, y) = 0, o paramétricamente por medio de un conjunto
de ecuaciones x = x(¢), y = y(t),a =t = b. Una curva C descrita por una funcién continua
y = f(x) puede parametrizarse dejando x = ¢ de manera que las ecuaciones paramétricas son
x = t,y = f(#). Se requieren dos variables para parametrizar una superficie S en el espacio tridi-
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15.5 Superficies paramétricas y dreas 831

mensional definida por una funcién de dos variables z = g(x, y). Six = u'y y = v, entonces las
ecuaciones paramétricas para Ssonx = u,y = v,z = g(u, v).

I Superficies paramétricas En general, un conjunto de tres funciones de dos variables,
x =x(u,v), y=yuv), z=zuv) (1

se llaman ecuaciones paramétricas. Las variables u y v reciben el nombre de parametros y el
conjunto de puntos (x, y, z) en el espacio tridimensional definido por (1) recibe el nombre de
superficie paramétrica S. El par ordenado (u, v) proviene de una region R en el plano uv lla-
mado dominio del parametro. El dominio del parimetro es la contraparte bidimensional del
intervalo del pardmetro unidimensional correspondiente a una curva paramétrica C. Una super-
ficie S también puede describirse mediante una funcién de valores vectoriales de dos variables

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k. 2)

Para (ug, vy) dado en R, el vector r(uy, vy) es el vector de posiciéon de un punto P sobre la super-
ficie S. En otras palabras, cuando (u, v) varia sobre la region R, se traza la superficie S a partir  ,:cin de un punto sobre la
del movimiento de la punta de r(u, v). Vea la FIGURA 15.5.1. superficie §
Las parametrizaciones de superficies son muy importantes en las graficas de computadoras.
Muchas de las figuras tridimensionales complicadas generadas en los capitulos 12, 13 y 14 se
obtuvieron utilizando un SAC y una representacion paramétrica de la superficie. Por ejemplo, la
superficie similar a una concha de mar que se ilustra en la FIGURA 15.5.2a) se generd utilizando
Mathematica y las ecuaciones paramétricas

FIGURA 15.5.1  Vector de

x = 2(1 — €""™)cos u cos*(v/2),
y =2(—1 + e”*™)sen u cos*(v/2),
z=1-— eu/3‘n' u/5

—senv + € sen v,

sobre el dominio del pardmetro R en el plano uv definido por las desigualdades 0 = u = 8,
0 = v = 2. En la seccién 12.1 vimos que la funcién vectorial de una sola variable

r(u) = cos ui + senuj + uk

describe una curva en el espacio tridimensional conocida como una hélice circular que se enro-
Ila a lo largo del eje z. Una variacién de esta ecuacion utilizando dos variables:

r(u,v) = (3 + senwv)cos ui + (3 + senv)senuj + (u + cos v)k,

describe lo que podria denominarse una superficie tubular helicoidal. Vea la figura 15.5.2b).

FIGURA 15.5.2  Superficies paramétricas

)3\ XMW Superficie paramétrica

Encuentre ecuaciones paramétricas para el cono de un manto z = Vx? + y°.

Solucion  Si dejamos x = u y y = v, la superficie paramétrica estd dada por las ecuaciones
x=uy=vz=YV u* + 12 Alternativamente, el cono se describe mediante la funcién vectorial

r(u, v) = ui + vi + Vu? + k. |
www.FreelLibros.org



832 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

a)
FIGURA 15.5.3 Superficies paramétricas del ejemplo 2

Verifique esto demostrando que

2 2 2
xTty =z

YA

Y

-1

a) plano uv

b) plano r6
FIGURA 15.5.4 El dominio del
pardmetro a) es una region rectan-
gular; el dominio del pardmetro b)
es una tira infinita

EJEMPLO 2 BCIENHIER

a) LaFIGURA1553a) muestra la parte del cono de unmantox = u,y = v,z = Vu’ + v del
ejemplo 1 correspondiente a los valores del pardmetro —1 =u =1, —1 = v = 1. Los
lados truncados de la figura se deben al hecho de que la superficie interseca la caja que
se exhibe en la figura. Por ejemplo, la curva de interseccién (traza) de la superficie y el
plano vertical u = 1 (x = 1) corresponden a una rama de la hipérbola definida por
z= Vi+r=V1+ y?. Los puntos mds altos del cono ocurren en las cuatro esqui-
nas superiores de la caja; cada uno de los pares de parametros (1, 1), (1,—1), (=1, 1)y
(=1, —1) producen z = V2.

b) Empleando coordenadas polares, la parametrizacion
X = rcos 0, y =rsenf, zZ=r 3)

también define un cono. La grafica de (3) en la figura 15.5.3b) para —1 =r = 1,
0 =0 =2m, es un cono de doble manto truncado por los planos horizontales
r=—1(z= —1)yr=1(z= 1). Cambiando los valores del pardmetroa 0 = r = 1,
0 = 0 = 2, las ecuaciones paramétricas (3) producen el manto superior del cono que
se muestra en la figura 15.5.3¢). u

El dominio R del pardmetro definido por las desigualdades del inciso a) del ejemplo 2 es
una region rectangular en el plano uv. Vea la FIGURA 15.5.4a). Advertimos de paso que un dominio
R del parametro no necesariamente es una region rectangular. Si el dominio R del pardmetro del
inciso b) del ejemplo 2 se define mediante —00 = r = 00,0 = 6 = 27, generamos el cono
completo de doble manto. Este conjunto de desigualdades simultdneas define una tira horizon-
tal infinita en el plano = rf. Vea la figura 15.5.4D).

[=8]3\7|JNe BN Superficie paramétrica

Encuentre las ecuaciones paramétricas del cilindro circular y* + z> = 1 para3 = x < 8.

Solucién  Si usamos y =cos v y z = sen v, entonces es claro que y*> + z*> = cos” v+sen” v = 1.
Para obtener la superficie lateral completa del cilindro usamos los valores 0 = v = 2. Luego
dejamos x = u, donde 3 = u = 8. De tal modo, las ecuaciones paramétricas para esta superficie
son

X=u, y=cosv, zZ=senv, 3=u=80=v=_2m

La gréfica de estas ecuaciones sobre la regién rectangular R definida por las desigualdades
3 =u = 38,0 = v = 27 se presenta en la FIGURA 15.5.5. |
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15.5 Superficies paramétricas y dreas 833

Resulta practicamente imposible identificar incluso superficies bien conocidas cuando se
dan en forma paramétrica o vectorial. Sin embargo, en algunos casos una superficie puede iden-
tificarse al eliminar los pardmetros.

]3| JXel¥"q Eliminacion de pardmetros

Identifique la superficie con la funcién vectorial r(u, v) = Qu — v)i + (u + v + 1)j + uk.

Solucién Las ecuaciones paramétricas de la superficie son

x=2u—v, y=u+v+1, z=u

La suma de x y y produce x + y = 3u + 1. Puesto que z = u, reconocemos x + y = 3z + 1 0  FIGURA 1555 Cilindro del
x +y — 3z = 1 como la ecuacién de un plano. W cjemplo 3

En el ejemplo 4, el plano completo se obtiene dejando que (#, v) varie sobre el dominio del
pardmetro consistente en el plano uv completo, esto es, para —00 < y < 00, —00 < v < 00,

=] 5\ [N FEliminacion de pardmetros

Las ecuaciones

x=asen¢cosf, y=asen¢sent, z = acosde %)

son las ecuaciones paramétricas de una esfera de radio @ > 0. Para ver esto elevamos al cuadra-
do las ecuaciones en (4) y sumamos:
x*+y? + 22 = a’sen’ pcos’ 0 + a® sen’ ¢ sen’ O + a’ cos® ¢
a*sen’ ¢ (cos®> O + sen’ 0) + a® cos® ¢
= a’sen’ ¢ + a’ cos’¢p

= a*(sen® ¢ + cos’p) = d°.

FIGURA 15.5.6 Esfera del
La graficade (4) para0 = ¢ = 7,0 = 6 = 277, se muestra en la FIGURA 15.56. m cemplos

Los pardmetros ¢ y 6 en (4) son los dngulos polar y azimutal utilizados en coordenadas esfé-
ricas. Se le sugiere repasar las férmulas en (3) de la seccién 14.8 que convierte las coordenadas
esféricas de un punto a coordenadas rectangulares.

I Bastidor de una superficie Las curvas negras que son evidentes en cada una de las superfi-
cies generadas por computadora de las figuras 15.5.2, 15.5.3, 15.5.5 y 15.5.6 se llaman bastidor
de una superficie S. Un bastidor de una superficie se obtiene manteniendo constante uno de los
pardmetros en (1) o (2) mientras se deja variar el otro pardmetro. Por ejemplo, si v = v, = cons-
tante, entonces

r(u, vo) = x(u, vo)i + y(u, vo)j + z(u, volk &)

es una funcion de valores vectoriales de una sola variable. En consecuencia, (5) es una ecuacion
de una curva tridimensional C; que yace sobre la superficie S trazada por r(u, v). De manera
similar, si u = uy = constante, entonces

r(ug, v) = x(ug, V)i + y(ug, v)j + 2(uo, V)K (6)

es una ecuacion vectorial de la curva C, sobre la superficie S. En otras palabras, C; y C, son bas-
tidores de S. Para un valor ¢ elegido de 0 = ¢ = 7, y un valor 6, de 0 = 6 = 2, los bastido-
res sobre la esfera de la figura 15.5.6 estan definidas por

r(chy, 0) = a sen ¢, cos Oi + a sen ¢y sen 0 + a cos ¢k @)
y r(¢h, 0y) = a sen ¢ cos Opi + a sen ¢ sen 6yj + a cos o k. )

Las ecuaciones vectoriales en (7) y (8) son, respectivamente, un circulo y un semicirculo. Para
¢y = constante el circulo r(¢y, ), 0 = 6 = 27, yace sobre la esfera paralela al plano xy y es
equivalente a un circulo de latitud fija sobre un globo terrdqueo. Para 6, = constante el semi-
circulo definido por r(¢, ), 0 = ¢ = m, pasa tanto por el polo norte (cuando ¢ = 0 obtene-
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834 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

Estas derivadas parciales tam-
bién se denotan por medio de
rH )’ rl,"

X
FIGURA 15.5.7  Superficie
paramétrica

mos (0, 0, a)) y por el polo sur (cuando ¢ = 7 obtenemos (0, 0, —a)) de la esfera y recibe el
nombre de meridiano. En un globo, un meridiano corresponde a una longitud fija.

I Plano tangente a una superficie paramétrica Para los valores de pardmetro constantes
U = uy, v = vy, el vector

r(ug, vo) = x(ug, V)i + y(ug, vo)j + z(ug, vOK = xoi + yoj + 20k

define un punto (x, Yy, Z9) sobre una superficie S. Ademas, las funciones vectoriales de una sola
variable

r(u’ UO) = x(u7 UO)i + y(u’ vO)j + Z(l/l, Uo)k
r(ug, v) = x(ug, VI + y(ug, v)j + z(up, VIK

definen los bastidores de superficie C; y C, que yacen sobre S. Como el vector r(u, v,) esta defi-
nido por ambas funciones vectoriales, C; y C, se intersecan en (x,, o, Zo)- Las derivadas parcia-
les de (2) con respecto a u y v se definen con los vectores que se obtienen al tomar las derivadas
parciales de las funciones componentes:
or _ox. 9y, 9z
— =+ =i+ =
7 aul au'] auk
o _ox,  dy. oz
—=—i+—j+-k
v Jdv ! v J v k
De tal modo, si dr/du # 0 en (uy, v,), representa una tangente vectorial al bastidor de superfi-
cie C; (v = constante = v,) mientras que dr/dv # 0 en (i, vy) es un vector que es tangente al
bastidor de superficie C, (¢ = constante = u). De (2) de la seccién 11.4, el producto cruz
dr/du X dr/dv se define mediante
i j k
o or _fox oy oz

ou v - ou Ju dul| ®)
o W oo
Jv Jdv Jv

La condicién de que el vector dr/du X dr/dv no es 0 en (1, v,) asegura la existencia de un plano
tangente en el punto (xy, yo, zg)- De hecho, el plano tangente en r(ug, yg) 0 (xo, Yo, Z9) se define
como el plano determinado por dr/du y dr/dv. Puesto que el producto cruz es perpendicular a
ambos vectores dr/du y or/dv, el vector (9) es normal al plano tangente a la superficie S en
(X0, Yo» 20)- Vea la FIGURA 15.5.7.

I Superficie suave Suponga que S es una superficie paramétrica cuya ecuacién vectorial r(u, v)
tiene primeras derivadas parciales continuas sobre una regién R del plano uv. Se dice que la
superficie S es suave en r(u, v,) si los vectores tangentes dr/du y dr/dv en las direcciones u y v
satisfacen dr/du X dr/dv # 0 en (uy, vy). Se afirma que la superficie S es suave sobre R si
dr/ou X dr/dv # 0 para todos los puntos (u, v) en R. En términos generales, una superficie
suave no tiene esquinas, puntos afilados o interrupciones. Una superficie S suave por partes es
una que puede escribirse como § = S;US,U - - - US,, donde las superficies S, S,, . . ., S, son
suaves.

=]\ [N}l Plano tangente a una superficie paramétrica

Encuentre una ecuacioén del plano tangente a la superficie paramétrica definida por x = u* + v,
y = v,z = u + v” en el punto correspondiente a u = 3, v = 0.

Solucién En u = 3, v = 0, el punto sobre la superficie es (9, 0, 3). Si la superficie se define
por medio de la funcién vectorial r(u, v) = (u*> + v)i + vj + (u + v)k, entonces

a . o _ . .
au—2u1+k, 8v_l+‘]+2vk
i j K
y I o 0 1| =—i+ (- 4uw)j+ 2uk.
Ju  Jv
11 2v
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15.5 Superficies paramétricas y areas

Al evaluar el vector anterior en # = 3, v = 0, se obtiene la normal —i + j + 6k a la superficie
en (9, 0, 3). Una ecuacién del plano tangente en ese punto es

DEx—9+@G—-0+6E—3)=0 o z=¢tx—ty+si.

La gréfica de la superficie y el plano tangente se presentan en la FIGURA 15.5.8. [ |

I Construccion de una integral A continuacién bosquejamos los pasos que llevan a una defi-
nicion de integral del area de una superficie paramétrica. Puesto que la discusion es similar a
la que llev6 a la definicién 14.6.1, se recomienda un repaso de ese material. Suponga que la fun-
cién vectorial r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k traza una superficie S cuando (u, v) varia
sobre un dominio R del pardmetro en el plano uv. Para simplificar la discusién supondremos que
R es una regidn rectangular

R={uv|a=u=bc=v=d}

como se ilustra en la FIGURA 15.5.9a). Usamos una particion regular, esto es, dividimos R en n rec-
tangulos cada uno con el mismo ancho Au y la misma altura Av y dejamos que R, denote la
subregién rectangular k-ésima. Si (u;, v;) son las coordenadas de la esquina izquierda inferior
de Ry, y las otras esquinas pueden expresarse como (u; + Au, vy), (u + Au, v, + Av),
(uy, v + Av) por lo que el darea de R, es AA = AuAv. Las imagenes de los puntos en R, deter-
minan un parche S; sobre la superficie S, donde el punto rojo en la figura 15.5.9b) es el punto
que corresponde a r(u;, v;). Ahora dos de los bordes de S; pueden aproximarse por medio de los
vectores

r(u, + Au, — r(u,

r(u + Au,vp) — r(uy, v) = < . Zi e 1 = %A”
v+ Av) — r(u

(g, v + Av) — 1, vy) = il v AUS e Av= %AU'

Como se advierte en la figura 15.5.9¢), estos vectores forman en realidad dos de los bordes de
un paralelogramo T}, que yace en el plano tangente en r(uy, v;). El drea AT del paralelogramo
T, aproxima el drea AS) de Sy:

ar Jar Jr Jr Jar Jar
= [— X — = |— X — = |— X — =~ .
AT, o Au " Av ‘ FRalrw Au Av PRt AA = AS,
A R
! (ug, vy + Av)
Avl T [Ry
5 Uy, Uy, —(uy, + Au, vpH

Ay

a) Ry b) S; o) Ty
FIGURA 1559 Dominio R del pardmetro a); superficie correspondiente S en b) y ¢)

La suma de Riemann

n

>

k=1

o or

u Jv AA

produce una aproximacion del drea A(s) de la porcién de la superficie S que corresponde a los
puntos en R. Es vilido entonces que el drea exacta sea
r  Jor

Xi
u Ju

ad
u AA. (10)

A(S) = lim
n—00 I;l
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FIGURA 15.5.8 Superficie
paramétrica y plano tangente
en el ejemplo 6
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836 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

Aqui los simbolos u y v
desempefian la parte de r y 0
en el inciso b) del ejemplo 2.

>

Definicion 15.5.1 Area de una superficie

Sea S una superficie paramétrica suave definida por la ecuacién vectorial
r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, V)K.

Si cada punto sobre S corresponde a exactamente un punto (i, v) en el dominio R del pardme-
tro en el plano uv, entonces el drea de S es

o=

Jar Jr
R >< R
Ju Jv

dA. an

Como vimos en la introduccidn a esta seccion, una superficie descrita por una funcién expli-
cita z = g(x, y) puede parametrizarse mediante las ecuaciones x = u,y = v, z = g(u, v). Para
esta parametrizacion, (11) de inmediato se reduce a

A(S) = “\/1 + [, v)1? + [g,(, v)]* du dv

R

que es (2) de la seccién 14.6 con u y v desempeiando la parte de x y y.

[ ASVIEA Area de una superficie paramétrica

Encuentre el darea del conor = (u cos v)i+ (usenv)j +uk,donde 0 =u=1,0 =v = 27.

Solucién La superficie es una porcién superior del cono que se muestra en la figura 15.5.3¢).
Primero calculamos

Jar . .
—— =cosvi+ senvj + k
Jdu

ar

= —usenvi + u cos vj
v

y después formamos el producto cruz
i j k
=| cosv senv 1| = —ucosvi— usenvj + uk. (12)
—usenv wucosv 0

Jar Jr
P X —
du Jv

La magnitud del vector en (12) es

ar | or

= Viudcos’ v + i sen’ v + 1> = V2u.
u v

De tal modo, de (11) el area es

A(S) = ﬂ

v

0

u v

27 (1
J u du dv
0
2
0

i

8rxg

dA = Jj\ﬁu du dv
R

lZld
21401}

1 2
= \EJ dv
2 0
= V2. [ |
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15.5 Superficies paramétricas y dreas 837

Es conveniente una observacién acerca de la definicién 15.5.1. En el ejemplo 7 aplicamos
(11) para determinar el 4rea de la superficie del cono definido por la funcién vectorial r =
(u cos v)i + (u sen v)j + uk, aun cuando esta superficie S no es suave sobre la regién R en el
plano uv definida por 0 = u = 1, 0 = v = 27. El hecho de que S no es suave debe tener sen-
tido puesto que uno no esperaria que exista un plano tangente en el punto afilado en r(0, 0) o
(0, 0, 0). También podemos ver esto de (12), yaque u = 0, v = 0, dr/du X dr/dv = 0, y por
ello, por definicidn, la superficie no es suave en r(0, 0). El punto es el siguiente: podemos usar
(11) a pesar de que la superficie S no es suave en un nimero finito de puntos localizados en

la frontera de la regién R.

M Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, encuentre ecuaciones paramétricas
para la superficie dada.

1. Elplano4x + 3y —z =2

2. Elplano2x + y =1

3. El hiperboloide —x*> + y*> — 2 = 1 paray = —1
4. El paraboloide z = 5 — x> — y*

En los problemas 5 y 6, encuentre una funcién de valores vec-
toriales r(u, v) para la superficie dada.

5. El cilindro parabélico z = 1 — y? para —2 =< x < 2,
—-8=z=1

6. El cilindro eliptico x*/4 + y*/9 = 1

En los problemas 7-10, identifique la superficie dada elimi-
nando los pardmetros.

7. x =cosu,y =senu,z =v

8. x=uy=vz=u’+1°

9. r(u, v) = senui + senu cos vj + sen u sen vk

10. r(¢p, 0) = 2 sen ¢ cos 0i + 3 sen ¢ sen 0 + 4 cos Pk

En los problemas 11-14, use la grafica para obtener el domi-
nio del pardmetro R correspondiente a la porcién de la super-
ficie dada. Para los problemas 11 y 12 vea el ejemplo 13; para
los problemas 13 y 14 vea el ejemplo 5.

11.

14
FIGURA 15.5.10  Gréfica del problema 11

12.

FIGURA 15.5.11  Gréfica del problema 12

13.

14.

FIGURA 15.5.13  Grifica del problema 14

En los problemas 15-22, encuentre una ecuacién del plano
tangente en el punto sobre la superficie que corresponde a los
valores del pardmetro dado.

15. x = 10senu,y = 10cos u,z = v; u = 7/6,v =2
16.x=ucosv,y=usenv,z=u2+v2; u=1v=0

17. r(u,v) =@+ v)i+ @+ v)j+ @ — vk u=1v=2
18. r(u, v) = 4ui + 3u® cos vj+3u2 senvk; u=—1,v=m/3
19. r(u,v) = ui + vj + uvk; u=3,v=23

20. r(u,v) = usenvi + ucos vj +uk; u=1,v=m/4
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838 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

2. rw,v) = (u+v)i + (v —wj + wk; u=-2,v=1
22. r(u,v) =wuvi+ (v+ €95+ u+edk; u=0,v=1In3

En los problemas 23 y 24, encuentre una ecuacién del plano
tangente a la superficie en el punto dado.

(1,7,5)
(1,3, 16)

23. x=u—v,y=2u+3v,z=u2+v2;
24. r(u,v) = Vi + (u — v)j + u’k;

En los problemas 25-30, encuentre el drea de la superficie

dada. Si le resulta instructivo, emplee un SAC para graficar la

superficie.

25. La porcién del planor = Qu — v)i + (v + v+ 1)j + uk
pra0=u=2, —-1=v=1

26. La porcion del plano x + y + z = 1 dentro del cilindro
X2+yr=1

27. La porcién de r(u,v)=ui+ vj+ @*+ v’k para
0==z=4

28. La porcion de r(r, 8) = r cos 6i + r sen 0j + rk para
0=r=20=0=27

29. La superficiex=rcos 6,y=rsenf,z=0, 0 =r =2,
0=6=27w

30. Laesferax=asen¢ cosf,y=asen ¢ sen b, z=acos ¢
pra0 =¢p=m,0=6 =27

En los problemas 31-34, emplee el problema 30 como una

ayuda en la determinacién de las ecuaciones paramétricas

para la porcién indicada de la esfera x* + y* + z> = 4. En

cada caso encuentre el drea de esa porcion de la esfera.

31. La porcién de la esfera debajo del plano z = 1

32. Laporcién de la esfera debajo del plano z = 1 pero sobre
el planoz = 0

33. La porcién de la esfera sobre el plano z = V2

34. La porcién de la esfera fuera del cilindro x> + y* = 2

35. Considere el cono dado en (3) del ejemplo 2, para
0=r=1,0=6=2m7.

a) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores
de superficie correspondientes a r=3y r= 1.
Dibuje las curvas en rojo.

b) Dibuje o grafique, empleando un SAC, los bastidores de
superficie correspondientes a § = /2 y 0 = 37/2.
Dibuje las curvas en color azul.

¢) Superponga los cuatro bastidores de superficie de los
incisos a) y b) sobre el mismo eje de coordenadas.

36. Considere la esfera dada en (4) del ejemplo 5, para
a=20=¢p=mw0=0=2m7.

a) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores de
superficie correspondientes a ¢ = /3 y ¢ = 2m/3.
Dibuje las curvas en rojo.

b) Dibuje o grafique, utilizando un SAC, los bastidores
de superficie correspondientes a 6 = /4y 0 = 57 /4.
Dibuje las curvas en azul.

¢) Superponga los cuatro bastidores de superficie en los
incisos a) y b) sobre los mismos ejes de coordenadas.

= Problemas con calculadora/SAC

En los problemas 37-42, asocie la superficie dada en la figu-
ra con la grafica de una funcién de valores vectoriales r(u, v)

en a)-f). Emplee un SAC y experimente con diferentes domi-
nios del parametro y perspectivas.

a) r(u,v) = senui + senvj + sen(u + v)k

b) r(u, v) = sen®u cos® vi + sen’ u sen’ yj + cos’ uk

¢) r(u,v) = (u + 2cos v)i + 2senvj + uk

d) r(u,v) = ui + vj + >’k

e) r(u,v) = ui + u* cos vj + u’ sen vk

f) r(u,v) = " cos vi + ¢" senvj + uk

FIGURA 15.5.14  Grifica del
problema 37

38.

FIGURA 15.5.15  Gréfica del
problema 38

FIGURA 15.5.17 Gréfica del

FIGURA 155.16  Grifica del problema 40

problema 39

41. 42.

o y
FIGURA 15.5.19  Grafica del

FIGURA 15.5.18 Grifica del
problema 41
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43.
r(¢, 6) = (R — sen ¢)cos 0i + (R — sen ¢)sen 0j + cos Pk

44.

Emplee un SAC para graficar el toro dado por

para R = 5y 0= ¢ = 27,0 = 6 = 27. Experimente
con diferentes orientaciones y perspectivas.

Demuestre que para una constante R > 1 el drea de la
superficie del toro del problema 43 correspondiente al
dominio del parametro dado es A(S) = 47°R.

= Piense en ello

45.

46.
47.

x=u,y=fuycosv,z=f(u)senv,a=u=>b,0=v=2m7.

Encuentre una parametrizacién diferente del plano del
problema 1 de la que se da en la seccién de respuestas.

Determine el drea del problema 11 sin integracion.

Si una curva definida por y = f(x), a = x = b, se gira en
torno al eje x, entonces las ecuaciones paramétricas de la
superficie de revolucién S son

Si f" es continua y f(x) = 0 para toda x en el intervalo
[a, b], entonces emplee (11) para demostrar que el area
de Ses

b
A(S) = Jf(X) V1 + [f(0)]°dx.

Vea (3) de la seccién 6.6.

15.6 Integrales de superficie

48.

49.

50.

15.6 Integrales de superficie 839

a) Emplee el problema 47 para encontrar ecuaciones
paramétricas de la superficie generada al rotar la gra-
fica de f(x) = sen x, 27 = x = 27, alrededor del
eje x.

b) Emplee un SAC para dibujar la gréfica de la superfi-
cie paramétrica del inciso a).

¢) Emplee un SAC y la férmula del problema 47 para
encontrar el drea de la superficie de revolucion del
inciso a) determinando primero el drea de la superfi-
cie correspondiente al dominio del pardmetro
O=u=m0=v =27

Suponga que ry = xoi + yoj + zok es el vector de posi-
cién del punto (xo, Yo, Z0) Y quUe V; y V, SOn vectores cons-
tantes pero no paralelos. Discuta: jcudl es la superficie
con ecuacion vectorial r(s, 1) = ry + sv; + tv,, donde s
y t son pardmetros?

Vuelva a leer el ejemplo 5 de esta seccion. Encuentre des-
pués ecuaciones paramétricas de una esfera de radio 5
con centro (2, 3, 4).

I Introduccion EI ultimo tipo de integral que consideraremos en este libro se denomina inte-
gral de superficie e implica una funcién f de tres variables definida sobre una superficie S.

I Integrales de superficie

(W yio 20)

Los pasos preliminares para la definicién de esta integral son simi- Sk

lares a combinaciones de los pasos que llevaron a la integral de linea, con respecto a la longitud z \

de arco, y los pasos que condujeron a la integral doble. Sea w = f(x, y, z) una funcién definida
en una regién del espacio tridimensional que contiene una superficie S, la cual es la grafica de
una funcién z = g(x, y). Sea R la proyeccién de la superficie sobre el plano xy una regién ya sea
de tipo I o de tipo II.

* Divida la superficie S en n parches S; con dreas AS, que corresponda a una particiéon P
de R en n rectdngulos R, con dreas AA,.

* Sea ||P| la norma de la particién o la longitud de la diagonal mds larga de R;.

¢ Elija un punto muestra (xj, yi, z) sobre cada parche S como se ilustra en la FIGURA 15.6.1.

* Forme la suma

> fek v 2P AS,.
k=1

Definicion 15.6.1 Integral de superficie

Sea funa funcién de tres variables x, y y z definida en una regién del espacio que contiene a
una superficie S. Entonces la integral de superficie de f sobre S es
”f(x, v.2)dS = lim > fOefs vE 2f) ASp. ¢))

IPI—0 ;=
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X

FIGURA 15.6.2 Superficie del
ejemplo 1

R

X24yl=40r=2

I Método de evaluacién Recuerde de (3) de la seccion 14.6 que si z = g(x, y) es la ecuacion
de una superficie S, entonces la diferencial del area de superficie es

ds = V1 + [gx y)]1* + [g,x y)]dA.

De tal modo, sif, g, g,y g, son continuas en una region del espacio tridimensional que contiene
a S, podemos evaluar (1) por medio de una integral doble:

”f(x, y,2)dS = U.f(x, .8 V1 + [g.(x )]1? + [g,(x. )] dA. 2)
\) R

Advierta que cuando f(x, y, z) = 1, (1) se reduce a la formula para el area de la superficie (2) de

la seccion 14.6:

”ds = lim >, AS, = A(S).

[Pl—0 =1
S

I Proyeccion de Sen otros planos Siy = g(x, ) es la ecuacion de una superficie S que se pro-
yecta sobre la region R del plano xz, entonces la integral de superficie de f sobre S estd dada por

”f(x, y,2) dS = ”f(x, g2, V1 + [g.(x. 91* + [g.x, )] dA. 3)
S R

De manera similar, si x = g(y, z) es la ecuacién de una superficie S que se proyecta sobre el
plano yz, entonces el andlogo de (3) es

J Jf(x, y,2)dS = ”f(g(% 2,5, V1 + [g,0, 291> + [0, 2] dA. 4)
R

I Masa de una superficie Suponga que p(x, y, z) representa la densidad de una superficie S en
el punto (x, y, z), o la masa por unidad de area de superficie. Entonces la masa m de la superfi-
cie es

= J J o2, v, 2) dS. 5)

N

]\ [{Xe Bkl Masa de una superficie

Determine la masa de la superficie del paraboloide z = 1 + x> + y? en el primer octante para
1 = z = S siladensidad en el punto P sobre la superficie es directamente proporcional a la dis-
tancia desde el plano xy.

Solucién La superficie en cuestion y su proyeccion sobre el plano xy se muestran en la
FIGURA 15.6.2. Ahora bien, puesto que p(x,y,2) = kz, g(x,y) = 1 + x> + y*, g, = 2x, g, = 2y,
las formulas (5) y (2) producen

m = JszdSZkJJ(l + 22 + )V + 4x? + 4y? dA.

s R
Cambiando a coordenadas polares, obtenemos

w2 (2
mZkJ J(l + V1 + 472 rdrd
0 0
w2 (2
= kJ J [r(1 + 4}’2)1/2 + (1 + 4r2)1/2]drd0 <« integracién por partes
0 0

20 1 1 2
_ o 232 4 L 2 232 _ 2\5/2
kjo {12(1+4r) +]2r(1+4r) 12O(l-i-4r) OdH

1
120

(17y°% — N 30.16k. n

_ L 15 e
- 2]‘”{12(17) 40
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15.6 Integrales de superficie

=H]S\Y[JXe PN Region Ren el plano xz

Evalte | szzdS, donde S es la porcién del cilindro y = 2x” + 1 en el primer octante acotado
porx=0,x=2,z=4yz=28.

Solucién Usaremos (3) con g(x, z) = 2x* 4+ 1y R es la regién rectangular en el plano xz que z
se muestra en la FIGURA 15.6.3. Puesto que g,.(x, z) = 4xy g.(x, z) = 0, se deduce que

28
foz2dS= J sz2v1 + 16x% dz dx
s 0 Ja

2 8
= IJ 2xV1 + 16x2} dx
0

3 4

841

2 2
= 448J x(1+ 16692 dx = 2(1 + 1629
3 9 0

X

FIGURA 15.6.3 Superficie del

= 29—8[653/2 — 1] = 1627.3. B cjemplo 2

I Superficies paramétricas Si S se define paramétricamente mediante la funcién vectorial
r(u,v) = x(u, V)i + y(u, v)j + z(u, V)K,

donde (u, v) es el dominio D del pardmetro del plano uv y f(x, y, z) es continua sobre S, tenemos
el siguiente resultado.

Teorema 15.6.1  Integral de superficie

Sea S una superficie paramétrica suave definida por la ecuacion vectorial
r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, VK,

donde (u, v) varia sobre la region R del pardmetro en el plano uv, y sea f(x, y, z) continua sobre
S. Entonces

or Jar
w X o dA. (6)

j J fO,y,2)dS = J j Sx(u, v), y(u, v), z(u, v))
S R

La férmula (6) puede considerarse como una integral de superficie andloga a la integral de
linea [? f(x(8), y(1), 2())|r'(¢)| dt, (14) de la seccién 15.1.

A" [JNe BN Superficie paramétrica
Evalde la integral de superficie [ [(V'1 + x? + y2dS, donde S es la superficie definida por la fun-
cion vectorial r(u, v) =ucosvi+usenvj+vk,donde 0 = u =<2,0 < v = 47.

Solucién La grafica de r(u, v) que se muestra en la FIGURA 15.6.4 recibe el nombre de helicoi-
de circular. La frontera de un helicoide circular es una hélice circular. Vea las Notas desde el
aula en la seccion 10.2.

Al sustituir x =u cos vy y=u sen v en el integrando y simplificando, obtenemos:

V1 + 22 +y? = V1 + u?cos?v + u? senv = V1 + u2

i j k
Jar Jar . .
Luego, u X 0 | cosv senv 0| =senvi — cos vj + uk
—usenv ucosv |1 FIGURA 1564 Helicoide del
ejemplo 3
Jar Jar
el = Visen2v + coslv + 2 = V1 + .
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1

/ y
X
a) Superficie de dos lados

7

b) Superficie de un lado

FIGURA 15.6.5 Superficie orien-
tada a); superficie no orientada b)

La integral dada se convierte en

JJ\/l +x2+y2dS

N

”(\/1 + u’)’ dA

R
4 (2
J’ J (1 + u?) du dv
0o Jo
47

=134J dv
0

= &77'. |

3

I Superficies orientadas En el ejemplo 4 evaluaremos una integral de superficie de un campo
vectorial. Para hacerlo necesitamos examinar el concepto de una superficie orientada. En tér-
minos generales, una superficie orientada S, tal como se ilustra en la FIGURA 15.6.5a), tiene dos
lados que pueden pintarse con colores diferentes. La cinta de Mobius, que recibe ese nombre en
honor al matematico aleman August Mdobius (1790-1868) y que se muestra en la figura 15.6.5b),
no es una superficie orientada y tiene un solo lado. Para construir una cinta de Mobius corte una
larga tira de papel, dé medio giro a un extremo y luego una ambos extremos con cinta. Una per-
sona que empieza a dibujar la superficie de una cinta de Mobius en un punto pintara la superfi-
cie completa y regresard al punto de partida.

Especificamente, afirmamos que una superficie suave S es una superficie orientada si exis-
te una funcién normal unitaria continua n definida en cada punto (x, y, z) sobre la superficie. El
campo vectorial n(x, y, z) recibe el nombre de orientacién de S. Sin embargo, puesto que una
normal unitaria a la superficie S en (x, y, z) puede ser ya sea n(x, y, z) o —n(x, y, z), una superfi-
cie orientada tiene dos orientaciones. Vea la FIGURA 15656a), b) y c). La cinta de M&bius que se
muestra de nuevo en la figura 15.6.6d) no es una superficie orientada porque si una normal uni-
taria n empieza en P sobre la superficie y se mueve una vez alrededor de la cinta sobre la curva
C, termina en el lado opuesto de la cinta en P y por ello apunta en la direccion opuesta. Una
superficie S definida por z = g(x, y) tiene una orientacion hacia arriba (figura 15.6.6)) cuan-
do las normales unitarias estan dirigidas hacia arriba, esto es, tiene componentes k positivas, y
tiene una orientacién hacia abajo (figura 15.6.6¢) cuando las normales unitarias estdn dirigidas
hacia abajo, esto es, tienen componentes k negativas.

a) b) ) d)

FIGURA 15.6.6 Orientacién hacia arriba en b); orientacién hacia abajo en c¢); ninguna orientacién en d)

Si una superficie suave S estd definida implicitamente por A(x, y, z) = 0, entonces recuerde
que la normal unitaria a la superficie es

L VR
VAl

donde Vh = (dh/dx)i + (9h/3y)j + (9h/dz)k es el gradiente de h. Si S estd definida por una
funcién explicita z = g(x, y), entonces podemos usar h(x, y,z) = z — gx,y) = 00 h(x,y,2) =
g(x,y) — z = 0 dependiendo de la orientacién de S.

Como veremos en el siguiente ejemplo, las dos orientaciones de una superficie cerrada
orientada son hacia fuera y hacia dentro. Una superficie cerrada se define como la frontera
de un sdlido finito tal como la superficie de una esfera.
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N3\ JHel'q Region Aen el plano xz

Considere la esfera x> + y> + z2 = 4 de radio a > 0. Si definimos A(x, y, z) = x> + y* +
7> — a?, entonces

Vh = 2xi + 2yj + 2zk y IVh| = V4x2 + 4y? + 47% = 2a.

Asi, las dos orientaciones de las superficies son

X, Y. zZ X, Y. z
n=-i+-j+ -k n=-n=—i—-—j——k
a a'] a y ! a a‘] a
El campo vectorial n define una orientacion hacia fuera, en tanto que n; = —n define una orien-
tacion hacia dentro. Vea la FIGURA 15.6.7. [ |

I Integrales de campos vectoriales Si
F(x,y,2) = P(x, y, i + O(x, 5, 2)j + R(x, y, 2k

es el campo de velocidades de un fluido, entonces, como se indica en la FIGURA 15.6.85), el volu-
men del fluido que fluye a través de un elemento de area superficial AS por unidad de tiempo se
aproxima por medio de

(altura) — (drea de la base) = (comp,F)AS = (F - n)AS,

donde n es una normal unitaria a la superficie. El volumen total del fluido que pasa a través de
S por unidad de tiempo de recibe el nombre de flujo de F a través de S y estd dado por

flujo = J'J(F -m) dS. 7
N
En el caso de una superficie cerrada S, si n es la normal exterior (interior), entonces (7) produce
el volumen del fluido que fluye hacia fuera (hacia dentro) a través de S por unidad de tiempo.

z n

N\

>

Al
N 2 W
\ 1

comp,F

AN
VY

>
%

vz

a) b)
FIGURA 15.6.8 Fluido que fluye a través de una superficie

EJEMPLO 5 W3l

Considere que F(x, y, z) = zj + zk representa el flujo de un liquido. Determine el flujo de F a
través de la superficie S dada por la parte del plano z = 6 — 3x — 2y en el primer octante orien-

tado hacia arriba.

Soluciéon El campo vectorial y la superficie se ilustran en la FIGURA 15.6.9. Definiendo el plano por

h(x,y,z) = 3x + 2y + z — 6 = 0, vemos que la normal unitaria con componente Kk positiva es

Vh 3 . 2 .
n —

1
= = i+ + k.
Vi~ vid' T vid T via
Como F -n = 3z/V14 , tenemos

‘0 = : S
flujo = [ J (F - n) dS mU3Z ds.
www.FreelLibros.org
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b)
FIGURA 15.6.7 Orientacién hacia
fuera en a); orientacion hacia
dentro en b) en el ejemplo 4

\
N
a2 SR
1

FIGURA 15.6.9 Superficie del
ejemplo 5



844 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

Al emplear la proyeccion R de la superficie sobre el plano xy que se muestra en la figura, la dlti-
ma integral puede escribirse

flujo = \;EL[S(6 — 3x — 2y)(V14dA)
2 [3-3x/2
=3J J (6 — 3x — 2y)dydx = 18. [ |
0 Jo

Dependiendo de la naturaleza del campo vectorial, la integral en (7) puede representar otros
tipos de flujo. Por ejemplo, (7) también podria proporcionar el flujo eléctrico, flujo magnético,
flujo de calor, etcétera.

Si la superficie S es suave por partes, expresamos una integral de superficie sobre S como la
suma de las integrales de superficie sobre las diversas secciones de la superficie. Si S estd dada
por S = S;U---US,, donde las superficies se intersecan s6lo en sus fronteras, entonces

JJf(x,y,z)dS = ij(x,y,z)dS + o+ Jff(x,y,z)dS.
S N S,

I y ;
¥ i Por ejemplo, suponga que S es la superficie cerrada suave por partes y orientada que estd aco-
tada por el paraboloide z = x* + y*(S,) y el plano z = 1 (S,). Entonces, el flujo de un campo
vectorial F hacia fuera de la superficie S es

[~ e nas [fe-nas

Sy

FIGURA 15.6.10 Superficie S
definida por partes

donde consideramos §; orientada hacia abajo y S, orientada hacia arriba. Vea la FIGURA 15.6.10
y el problema 21 en los ejercicios 15.6.

AL BN Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos 10. f(x,y,2) = (1 + 4y> + 4z%)"% S es la porcién del para-
En los problemas 1-10, evalde [ [, f(x, , 2) dS. boloi.d.e de x2= 4 2— y* — z% en el primer octante fuera

1. f(x,y,2) = x; S es la porcién del cilindro z = 2 — x* en del cilindro y* + 27 = 1
el primer octante acotado porx = 0,y =0,y =4,z =0

En los problemas 11y 12, evalte [ [ 3z + 4yz) dS, donde S
es la porcién del plano x + 2y + 3z = 6 en el primer octan-
te. Use la proyeccién de S sobre el plano de coordenadas indi-
cado en la figura dada.

11. < 12. <

y
/
X

FIGURA 15.6.12  Superficie
del problema 12

2. f(x,y,2) = xy(9 — 4z); la misma superficie S que en el
problema 1

3. fx,y,2) = xz>; S es el cono de un solo manto z =
\V/x? + y? dentro del cilindro x> + y? = 1
4. f(x,y,z) = x + y + z; Sesel cono de un solo manto z =

Vx?+ylentrez = lyz =4

5. f(x,y,2) = x> + y)z; S es la porcion de la esfera /
x? + y* + z2 = 36 en el primer octante X
FIGURA 15.6.11
del problema 11

6. f(x,y,2) = 7% Sesla porcién del plano z = x + 1 dentro Superficie

delcilindroy =1 —-x%30=y=1

7. f(x,y,2) = xy; S es la porciéon del paraboloide
27=4—x*—y*dentrode 0 =x=1,0=y=1

8. fx,y,z) =2z; § es la porcién del paraboloide
2z =1+ x>+ y? en el primer octante acotado por
x=0,y=\f3x,z=1

9. f(x,v,z) = 24Vyz; Seslaporcion del cilindro y = xen
el primer octante acotadopory = 0,y =4,z =0,z = 3

En los problemas 13 y 14, encuentre la masa de la superficie
dada con la funcién de densidad que se indica.

13. S es la porcién del plano x + y + z = 1 en el primer
octante; la densidad en un punto P es directamente pro-
porcional al cuadrado de la distancia desde el plano yz.

14. S es el hemisferio z = m; plx, y, 2) = |xy|
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En los problemas 15-20, sea F un campo vectorial. Encuentre
el flujo de F a través de la superficie dada. Suponga que la
superficie S se orienta hacia arriba.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

F = xi + 2zj + yk; Slaporcién del cilindro y> + 7> = 4
en el primer octante acotado por x = 0,x =3, y = 0,
z=0

F = zk; S es la parte del paraboloide z = 5 — x? — y?
dentro del cilindro x> + y*> = 4

F = xi + yj + zk; la misma superficie S que en el pro-
blema 16

F=—x%i+y}j+x’k; S es la porciéon del plano
z=x+3 en el primer octante dentro del cilindro
x2+yr=2x

F = 1x%i + 3y%j + zk; S es la porcién del paraboloide
z=4—-x*—y’para0=z=4

F=¢1+¢e'j+ 18yk; S es la porcién del plano
x +y + z = 6 en el primer octante

Encuentre el flujo de F = y*i + x?j + 5zk fuera de la
superficie cerrada S dada en la figura 15.6.10.

Encuentre el flujo de F = —yi + xj + 6z°k fuera de la
superficie cerrada S acotada por los paraboloides
Z=4—x2—y2yz=x2+y2,

= Aplicaciones

23.

24,

Considere que T(x,y,7) = x>+ y2 + 72 representa la
temperatura y deje que el flujo de calor esté dado por el
campo vectorial F = —VT. Determine el flujo de calor
fuera de la esfera x> + y*> + 72 = a® [Sugerencia: El
drea de la superficie de una esfera de radio a es 4ma’.]
Determine el flujo F = xi + yj + zk fuera del cubo uni-
tario definido por 0 =x=1,0=y=1,0=z=1.
Vea la FIGURA 15.6.13. Recurra al hecho de que el flujo fuera
del cubo es la suma de los flujos fuera de los lados.

m

FIGURA 15.6.13 Cubo del problema 24

15.7 Rotacional y divergencia

25.

26.

27.

28.

29.

15.7 Rotacional y divergencia 845
La ley de Coulomb establece que el campo eléctrico E
debido a una carga puntual g en el origen estd dado por
E = kqr/|r|’, donde k es una constante y r = xi +
vj + zk. Determine el flujo fuera de una esfera
x2+y2+zz=a2.

Si o(x,y, z) es la densidad de carga en un campo elec-
trostdtico, entonces la carga total sobre la superficie S es
Q = [[yo(x,y,z) dS. Encuentre la carga total sobre esa
parte del hemisferio z = V16 — x> — y? que esta dentro
del cilindro x* + y* = 9 si la densidad de carga en un
punto P sobre la superficie es directamente proporcional
a la distancia desde el plano xy.

Las coordenadas del centroide de una superficie se defi-

nen por medio de
ijdS JJde szdS
s s s L
4 A(S) b

AS) YT TAG)

X =

donde A(S) es el drea de la superficie. Encuentre el cen-
troide de esa porcién del plano 2x + 3y + z = 6 en el
primer octante.

Emplee la informacién del problema 27 para determinar
el centroide del hemisferio z = Va? — x2 — y2
El momento de inercia de una superficie S con densidad

p(x,y,z) en un punto (x,y,z) alrededor del eje z estd
dado por

I = “(x2 +y%) p(x, y, 2) dS.
S

Considere la superficie cénica z=4— Vx*+y?,

0 = z = 4, con densidad constante k.

a) Emplee el problema 27 para determinar el centroide
de la superficie.

b) Encuentre el momento de inercia de la superficie alre-
dedor del eje z.

= Piense en ello

30.

Sea z = f(x,y) la ecuacion de una superficie S y F el
campo vectorial F(x,y,z) = P(x,y, 2)i + O(x, v, 2)j +
R(x, y, z)k. Demuestre que

[ [ mas=|| [—P(x, 7Dy~ 00y D)+ Ry, 2) | dA.
N R

I Introduccion Hemos visto que si un campo vectorial de fuerza F es conservativo, entonces
puede escribirse como el gradiente de una funcién potencial ¢:

_ _dp, I, I
F=V¢= 8xl+ ayJ + azk.
El operador diferencial vectorial, u operador nabla,
T T R}
V_lax+J8y+kaz (1)
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846 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

que se usa en el gradiente también puede combinarse con un campo vectorial
F(x,y,2) = P(x, y, i + Q(x, y, 2)j + R(x, y, )k 2)

de dos modos diferentes: en un caso produciendo otro campo vectorial y en el otro dando lugar
a una funcién escalar.

Nota: Supondremos en la siguiente discusion que P, Q y R tienen derivadas parciales continuas
por toda una regién apropiada del espacio tridimensional.

I Rotacional Empezamos combinando el operador diferencial (1) con el campo vectorial (2)
para producir otro campo vectorial llamado el rotacional de F.

Definicion 15.7.1 Rotacional de un campo vectorial

El rotacional de un campo vectorial F = Pi + Qj + Rk es el campo vectorial
_(oR 90, P OR). 90 9P
rot = (6y 0z )l * (81 6x>‘] * (ax ay k. )

No es necesario memorizar los complicados componentes en el campo vectorial de (3).
Como un procedimiento practico, (3) puede interpretarse como un producto cruz. Interpretamos
(1) como un vector con componentes d/dx, d/dy y 9/dz, y entonces el rotacional F puede escri-
birse como el producto cruz de V y el vector F:

i j k
J d d
= XF= |- — =
rot F=V XF ox oy oz 4)
P O R
)3\ [JHeBE N Rotacional de un campo vectorial
SiF = (x%* — i + 4x°y*zj — y*z°k, encuentre el rotacional F.
Solucion De (4),
i j k
d dJ d
= X F = - < g
rot F=V XF o 3y Py
x2y3 _ 4X5y2Z _ y4Z6
|9 aey O 5ol |9 a6 0 a3 4
{ay( Y2) = o Gy L= o (5 = (Y = ) )
+| @y — L0y - 2 [k
0x ’ ay
= (=4’ — 4yHi — 42% + Qox'y*z — 3xHP)k. [ |

Si f es una funcion escalar con segundas derivadas parciales continuas, entonces es facil
demostrar que
rot(grad f) = V X Vf= 0. %)

Vea el problema 23 de los ejercicios 15.7. Puesto que un campo vectorial conservativo F es un
campo gradiente, esto es, existe una funcion potencial ¢ tal que F = V¢, se deduce de (5) que
si F es conservativo, entonces rot F = 0.

H]\" [ Mol A Un campo vectorial no conservativo

Considere el campo vectorial F = yi + zj + xk. De (4),

i i k
|9 9 9y _ .
rot F = ox ay oz i—j—k
y z X
Debido a que rot F # 0 podemos concluir que F es no conservativo. |
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Bajo la suposicion de que las funciones componentes P, Q y R de un campo vectorial F son
continuas y tienen derivadas parciales continuas por toda una regién abierta D del espacio tridi-
mensional, también podemos concluir que si rot F = 0, entonces F es conservativo. Resumimos
estas observaciones en el siguiente teorema.

Teorema 15.7.1 Conceptos equivalentes

Suponga que F = Pi + Qj + Rk es un campo vectorial donde P, Q y R son continuas y tie-
nen primeras derivadas parciales continuas en alguna regién abierta del espacio tridimensional.
El campo vectorial F es conservativo si y sélo si rot F = 0.

Advierta que cuando rot F = 0, entonces las tres componentes del vector deben ser 0. De (3)
vemos que esto quiere decir que

R _9Q 9P _oR 99 _ 9P
ady dz> dz  9x’ dx Iy’
Ahora repase (12) de la seccién 15.3.

I Divergencia Hay otra combinacién de derivadas parciales de las funciones componentes de
un campo vectorial que ocurren con frecuencia en ciencia e ingenieria. Antes de enunciar la
siguiente definicion, considere lo siguiente.

SiF(x,y,2) = P(x,y,2i + O(x,y, 2)j + R(x,y, 2)k representa el campo de velocidades de
un fluido, entonces como vimos en la figura 15.6.8b) el volumen del fluido que fluye a través
de un elemento de drea superficial AS por unidad de tiempo, esto es, el flujo del campo vecto-
rial F a través del drea AS, es aproximadamente

(altura) - (drea de la base) = (comp,F)AS = (F - n)AS, (6)

donde n es un vector normal unitario a la superficie. Considere ahora el paralelepipedo rectan-
gular que se ilustra en la FIGURA 15.7.1. Para calcular el flujo total de F a través de sus seis lados
en la direccién hacia fuera, calculamos primero el flujo total hacia el exterior de dos caras para-
lelas. El drea de la cara F; es AxAz, y la normal unitaria hacia fuera es —j, y por ello por (6) el
flujo de F a través de F es

F-(—j)AxAz = —0(x, v, 2)AxAz.
El flujo hacia fuera de la cara F,, cuya normal hacia fuera es j, estd dado por
(F-)AxAz = O(x,y + Ay, 2)AxAz.
En consecuencia, el flujo total hacia fuera de estas caras paralelas es
O(x,y + Ay, 2)AxAz + (= 0(x, y, )AxAz) = [Q(x, y + Ay, 2) — O(x, y, )] AxAz. (7)

Multiplicando (7) por Ay/Ay y utilizando la definicién de una derivada parcial, entonces para
Ay cercana a 0,

[O(x,y + Ay, 2) — O(x, y,2)]
Ay

Argumentando exactamente de la misma manera, vemos que las contribuciones al flujo total
hacia fuera del paralelepipedo desde las dos caras paralelas al plano yz, y desde las dos caras
paralelas al plano xy, originan

)
AxAyAz = TSAxAyAz.

P JR
e AxAyAz y P AxAyAz.

Al sumar estos resultados, vemos que el flujo total de F hacia fuera del paralelepipedo es apro-
ximadamente

oP 90 IR
<ax + 3y + aZ)A)cAyAz.

Dividiendo la udltima expresion entre AxAyAz, obtenemos el flujo hacia fuera de F por unidad
de volumen:
oP | 90 IR
dx * dy * az’
www.FreelLibros.org
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: Az
F|— | —F
IRTTT
oy Ax

X
FIGURA 15.7.1  Flujo que pasa a
través de un paralelepipedo
rectangular
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2

B

FIGURA 15.7.2 Dispositivo de
paleta para detectar la rotacion
de un fluido

A

QD0 —>

KN

a) Div F(P) > 0; P una fuente

YK

> p o<

AAN

b) Div F(P) < 0; P un sumidero
FIGURA 15.7.4 El punto P es una
fuente en a); un sumidero en b)

Esta combinacién de derivadas parciales es una funcion escalar y recibe el nombre especial de
divergencia de F.

Definicion 15.7.2 Divergencia

La divergencia de un campo vectorial F = Pi + Qj + Rk es la funcién escalar

d

divF = ox 3y P

®)

La funcién escalar div F dada en (8) también puede escribirse en términos del operador delta
(1) como un producto punto:

. J J J
divF=V-F oy Py + ayQ(x, y,2) + azR(x’ ¥y, 2). )

R]\"/ [ Ne BN Divergencia de un campo vectorial
Si F = xz%i + 2xy’zj — 5yzK, encuentre div F.

Soluciéon De (9),
divF = V- F = () + 220 + 2 (=5y2)
x dy Jz

= 7% + 4xyz — 5y. [

La siguiente identidad relaciona las nociones de divergencia y rotacional. Si F es un campo
vectorial que tiene segundas derivadas parciales continuas, entonces

div(rot F) = V - (V X F) = 0. (10)

Vea el problema 24 de los ejercicios 15.7.

I Interpretaciones fisicas La palabra rotacional fue introducida por el matemadtico y fisico
escoc€s James Clerk Maxwell (1831-1879) en sus estudios de campos electromagnéticos. Sin
embargo, el rotacional se entiende con facilidad en conexién con el flujo de fluidos. Si un dispo-
sitivo de palas, como el que se muestra en la FIGURA 15.7.2, se inserta en un fluido que fluye, enton-
ces el rotacional del campo de velocidades F es una medida de la tendencia del fluido a girar el
dispositivo en torno a su eje vertical w. Si rot F = 0, entonces el flujo del fluido se dice que serd
irrotacional, lo cual significa que no tiene vértices o remolinos que podrian causar el giro de la
pala. En la FIGURA 15.7.3 el eje w de la pala apunta directamente hacia fuera de la pagina.

YY

o ~o ~0o

A A A A B
> ><B—> ><B—> ><B—> —>><B->B><A—>A><
> o) o) o)
a) Flujo irrotacional b) Flujo rotacional

FIGURA 15.7.3  Flujo de fluido irrotacional y rotacional

En la discusién que condujo a la definicién 15.7.2, vimos que la divergencia de un campo
de velocidades F cerca de un punto P(x, y, ) es el flujo por unidad de volumen. Si div F(P) > 0,
se dice que P es una fuente para F, ya que hay un flujo neto hacia fuera del fluido cerca de P,
si div F(P) < 0, se afirma entonces que P es un sumidero para F, puesto que hay un flujo neto
hacia dentro del fluido cerca de P; si div F(P) = 0, no hay fuentes o sumideros cerca de P. Vea
la FIGURA 15.7.4.

La divergencia de un campo vectorial tiene otra interpretacion en el concepto del flujo de
fluidos. Una medida de la tasa de cambio de la densidad del fluido en un punto es simplemente
div F. En otras palabras, div F es una medida de la compresibilidad del fluido. Si V - F = 0, se
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15.7 Rotacional y divergencia 849

dice que el fluido es incompresible. En la teoria electromagnética, si V - F = 0, se afirma que
el campo vectorial F es solenoidal.
Tomando el producto punto de V consigo mismo obtenemos un importante operador dife-
rencial escalar de segundo orden:
2 2 2
viev.y=L 4 L 8 (11)
ax dy 0z
Cuando (11) se aplica a una funcién escalar f(x, y, z) el resultado se denomina laplaciano tridi-
mensional,

2 2 2
N

VZ
4 oxr 9y o

(12)
y aparece en matemadticas aplicadas en muchas ecuaciones diferenciales parciales. Una de las
ecuaciones diferenciales parciales mas famosas,
3f f
—J: + —J: + —{ =0, (13)
0x dy 0z
recibe el nombre de ecuacion de Laplace en tres dimensiones. La ecuacion de Laplace a menu-
do se abrevia como V?f = 0. Vea los problemas 49-54 de los ejercicios 13.3.

1 Posdata: Un poco de historia Pierre-Simon Marquis de Laplace (1749-1827) fue un nota-
ble matemadtico, fisico y astrénomo francés. Su trabajo mds famoso, la Mécanique Céleste
(Mecdnica celestial), de cinco volimenes, resume y extiende el trabajo de algunos de sus famo-
sos predecesores, tal como Isaac Newton. En realidad, algunos de sus entu-
siastas contemporaneos llamaron a Laplace el “Newton de Francia”. Nacido
en una pobre familia granjera, Laplace adulto tuvo éxito en combinar la cien-
cia y las matematicas con la politica. Napoleén lo nombré ministro del inte-
rior, aunque después lo destituyé debido a que €l “buscaba los detalles en
todo y llevé a la administracién el espiritu de lo infinitamente pequefio”, es
decir, el célculo infinitesimal. Incluso Napoleén lo nombré posteriormente
senador. Después de la abdicacién de Napoleén y de la restauracién de la
monarquia borbona en 1814, Luis XVIII otorgé a Laplace el titulo nobiliario
Laplace de marqués en 1817.

ICIHAGEMENA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos En los problemas 11-18, considere que a es un vector cons-
tante y r = xi + yj + zKk. Verifique la identidad dada.

En los problemas 1-10, determine el rotacional y la divergen-

cia del campo vectorial dado. I1. divr =3 12. rotr =0
1. F(x,y,2) = xzi + yzj + xk 13. @X V) Xr= —2a 14. V X (aXr) =2a
2. F(x,y,2) = 10yzi + 2x%zj + 6x°k 15. V-(aXr)=0 16. a X (V Xr)=0
3. F(x,y,2) = 4xyi + 2x% + 2y2)j + 322 + YDk 17. V X [(r-r)a] =2(r X a) 18. V- [(r-ra] = 2(r- a)
4. F(x,y,2) = (x — i + e 7% + xye®k
5. F(x.y.2) = 3x%i + 2x2'j + y'k En los problemas 19-26, verifique la identidad dada. Suponga
6. F(x,y,2) = 5% + (%x3y2 - xy)j — (FPyz — x2)k continuidad de todas las derivadas parciales.
7. F(x,y,2) = xe 4 + 4yz%j + 3ye k 19.V-F+G) =V-F+V-G
8. F(x,y,2) = yz Inxi + (2x — 3y2)j + xy’z’k 20 VXF+G =VXF+VXG
9. Fx,y,2) = xye'i — X’yze’j + xp%e’k 21. V-(fF) = AV -F) + F-Vf
10. F(x,y,z) = x* senyzi + z cos x2’j + ye 'k 22. V X (fF) = f(V X F) + (Vf) X F
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23. rot(grad f) = 0

24. div(rot F) = 0

25. diviF X G) = G- -rot F — F-rot G

26. rot(rot F + grad f) = rot(rot F)

27. Determine rot(rot F) para el campo vectorial F(x, y, z) =
xyi + 4yz24j + 2xzk.

28. Suponga que V? es el operador diferencial definido en

(11). Suponiendo continuidad de todas las derivadas par-
ciales, demuestre que

rot(rot F) = —V°F + grad(div F),
donde V*F = V2(Pi + Qj + Rk) = V?Pi + V?Qj + V’Rk.
29. Emplee la identidad en el problema 28 para obtener el
resultado del problema 27.
30. Demuestre que V - (£ Vf) = fV?f + |Vf]?, donde V?f

es el laplaciano definido en (12). [Sugerencia: Vea el pro-
blema 21.]

Cualquier funcién f con segundas derivadas parciales continuas
que satisface la ecuacion de Laplace se dice que es una funcion
armonica. En los problemas 31 y 32, muestre que una funcién
fdada es arménica comprobando que f satisface (13).

31. f(x,y,2) = 3x> + 5)° + 4xy — 9xz — 8

A
32‘ f('x7yaz): ’
Ve —aP+ @ —bP+ (z—c)
A, a, by c constantes

La ecuacién de Laplace en dos dimensiones es
’f 9
sz = 7f + 7f =

Pl 0. (14)

En los problemas 33 y 34, demuestre que la funcién f dada es
arménica comprobando que f satisface (14).

33. f(x,y) t (2)1 )
. f(x,y) = arctan

g Xty =1
34. f(x,y) = x* — 6xH? +y*

En los problemas 35 y 36, suponga que f'y g tienen segundas
derivadas parciales continuas. Demuestre que el campo vecto-
rial dado es solenoidal. [Sugerencia: Vea el problema 25.]

35. F=VfX Vg 36. F=VfX(fVg
37. Si F =% + x’j + 2’k, encuentre el flujo de V X F a
través de la porcion del elipsoide x* + y* + 4z = 4enel

primer octante que estd acotado pory = 0,y = x,z = 0.
Suponga que la superficie se orienta hacia arriba.

= Aplicaciones

38. Suponga que un cuerpo gira con una velocidad angular
constante w alrededor de un eje. Si r es el vector de posi-
ci6én de un punto P sobre el cuerpo medido desde el ori-
gen, entonces el vector de velocidad lineal v de rotacién
esv= Xr.VealaFIGURA1575.Si r = xi + yj + zky
® = wji + w,j + 0k, demuestre que @ =3 rot v.

T

eje —>|

0
FIGURA 15.7.5  Cuerpo
rotante del problema 38

39. Sear = xi + yj + zk el vector de posicién de masa m;
y deje que la masa m, esté ubicada en el origen. Si la
fuerza de atraccién gravitacional es

Gm1m2
[’

verifique que rot F=0y divF = 0,r # 0.

F=—

E}

40. El campo vectorial de velocidades para el flujo bidimensio-
nal de un fluido ideal alrededor de un cilindro esta dado por

_ _xz—y2>._ 2xy ]
F(x,y) = A[(l o1 y2)2 i o2+ y2)2.1 )

para alguna constante A positiva. Vea la FIGURA 15.7.6.

a) Demuestre que cuando el punto (x, y) estd alejado del
origen, F(x, y) = Ai.

b) Demuestre que F es irrotacional.

¢) Demuestre que F es incompresible.

y

FIGURA 15.7.6 Campo de
velocidades del problema 40

41. Si E =E(x,y,z,t) y H= H(x, y, z, ) representan los
campos eléctrico y magnético en el espacio vacio, enton-
ces las ecuaciones de Maxwell son

GvE=0, rotE— —1%H
c ot

divH =0, rotH = L%
c ot

donde c es la velocidad de la luz. Utilice la identidad en
el problema 28 para demostrar que E y H satisfacen

1 9H

o’

2

= Piense en ello

42. Considere el campo vectorial F = x?yzi — xy’zj + (z +
5x)k. Explique por qué F no es el rotacional de otro
campo vectorial G.
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15.8 Teorema de Stokes 851

15.8 Teorema de Stokes

I Introduccion Es posible escribir el teorema de Green de la seccién 15.4 en dos formas vec-
toriales diferentes. En ésta y en la siguiente seccion generalizaremos estas formas a tres dimen-
siones.

1 Forma vectorial del teorema de Green Si F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j es un campo vecto-
rial bidimensional, entonces

j k
_ _ |0 9 9| _ (92 opP
rot F=V XF = ox a0 _<ax ay)k'

P Q0 0

De (6) y (7) de la seccidén 15.2, el teorema de Green

00 6P)
jg + = — — — |dA
CP(x, y)dx + O(x,y) dy LJ( o oy d.

se escribe en notacién vectorial como

%F‘erjE(F'T)ds=JJ(r0tF)~de. (1)
c c

R

Esto es, la integral de linea de 1la componente tangencial de F es la integral doble de la compo-
nente normal del rot F.

I Teorema de Green en el espacio tridimensional La forma vectorial del teorema de Green
dada en (1) relaciona una integral de linea alrededor de una curva C cerrada simple suave por
partes que forma la frontera de una regién del plano R con una integral doble sobre R. El teore-
ma de Green en espacio tridimensional relaciona una integral de linea alrededor de una curva C
en el espacio tridimensional cerrada simple suave por partes que forma la frontera de una super-

ficie S con una integral de superficie sobre S. Suponga que z = f(x, ¥) es una funcién continua n
cuya grafica es una superficie orientada suave por partes sobre una regiéon R en el plano xy. \
Considere que C forma la frontera de Sy que la proyeccion de C sobre el plano xy forma la fron- z i s T
tera de R. La direccion positiva de C se induce mediante la orientacion de la superficie S; la - —
I
I

direccion positiva de C corresponde a la direccién que una persona tendria que caminar sobre C !
para tener su cabeza apuntando en la direccion de la orientacién de la superficie mientras man- |
. . . . L . . ., .. I
tiene la superficie a la izquierda. Vea la FIGURA 15.8.1. Mds precisamente, la orientacion positiva de P

C concuerda con la regla de 1la mano derecha: si el pulgar de la mano derecha apunta en la direc-  x !
cién de la orientacion de la superficie, entonces de manera aproximada los dedos de la mano

derecha se enrollan alrededor de la superficie en la direccidn positiva. Por dltimo, sea T un vec- Cy
tor tangente unitario a C que apunta en la direccidn positiva. La forma tridimensional del teore-  FIGURA 15.8.1.  Direcci6n
ma de Green, la cual se presenta a continuacion, recibe el nombre de teorema de Stokes. positiva de C

Teorema 15.8.1 Teorema de Stokes

Sea S una superficie orientada suave por partes acotada por una curva C cerrada simple suave
por partes. Sea

F(x,y,2) = P(x,y, 21 + Q(x, y, 2)j + R(x, y, 2)k

un campo vectorial para el cual P, Q, y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales
continuas en una region abierta del espacio tridimensional que contiene a S. Si C se recorre en
la direccidn positiva, entonces

%F'dl‘z%(F'T)dS:J"[(I‘OtF)'ndS, 2)
c c 8

donde n es una normal unitaria a S en la direccion de la orientacion de S.
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DEMOSTRACION PARCIAL Suponga que la superficie S se orienta hacia arriba y estd definida
por una funcién z = g(x, y) que tiene segundas derivadas parciales continuas. De la definicién

15.7.1 tenemos
_(oR 90, 0P  OR). 90 9P
th_(ay 8z)l+<6z 6x>'] +(6x ay k.

Ademas, si escribimos h(x, y, z) = z — g(x, y) = 0, entonces

Vg ax dy

Por consiguiente,

_ _(9R _9Q\dg (0P _9R\Jg  (9Q _ oP
”(th)’ndS_”{ (By 82><9x <6Z BX>6y+<8x 6y>]dA' ®)
S R

Nuestro objetivo ahora es demostrar que la integral de linea ¢ F - dr se reduce a (3).

Si C,, es la proyeccién de C sobre el plano xy y tiene las ecuaciones paramétricas x = x(t),
y = y(t), a = t = b, entonces ecuaciones paramétricas para C son x = x(¢), y = y(¢), z = g(x(?),
¥(1)), a = t = b. De tal manera,

b
_ dx | o4y | dz
iF dr—L{Pdt—l— dt—i—Rdt}dt

b d d ag d
= L {de + QF); + R((,’if;: + £ d)t]):| dt < regla de la cadena

= P+Ra£d+ +Ra£d
a - 0x . 0 dy Y

d ad
= JJ[;X (Q + Rai) — ;y(P + R8§>:| dA. <« teorema de Green “4)
R

Abhora, por las reglas de la cadena y del producto,

d )
i(Q+R£)aibm%ﬂnw+RuJ@mw%ﬂ

] a0 9 0 B ag 9
_90 Q0 98  9ROE  9RIgIE )
ax Jdz 0x dxdy  dx dy  dz dy Ox

Similarmente,

9 0 9? ] dg o
aay<P+Rg>_aP+an+R § _ 9R9g _ 9R 98 dg

= — e
0x dy dz dy dyox  dy dx 9z dx dy ©)

Restando (6) de (5) y utilizando el hecho de que d*g/dxdy = 9*g/dydx, vemos que, después de
rearreglar, (4) se convierte en

(R _9Q\ag (op aR)dg , (30 aP\]
ady 0z ) ox dz  dx /) dy ox  dy '
R
La dltima expresion es la misma que el lado derecho de (3), que era lo que se queria demostrar. H

A\ I E Verificacion del teorema de Stokes

Sea S la parte del cilindro z = 1 — x* para 0 = x < 1, —2 =< y =< 2. Verifique el teorema de
Stokes para el campo vectorial F = xyi + yzj + xzk. Suponga que S se orienta hacia arriba.

Solucién La superficie S, la curva C (la cual estd compuesta por la unién de Cy, C,, C3y Cy),
y la regién R se ilustran en la FIGURA 15.8.2 en la pagina 853.
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La integral de superficie: Para F = xyi + yzj + xzKk encontramos

i j k
ad ad d . .

rot F = ox oy 0z yi —zj — xk
Xy yz Xz

En este caso, si h(x,y,z) =z + x> — 1 = 0 define el cilindro, la normal es

Vh 2x + k
n= —

VAl Vaxr + 1

—2xy — x
Por tanto, (rot F-n)dS = | | —————=4dS.
s s

Viax? + 1

Para evaluar la dltima integral de superficie usamos (2) de la seccién 15.6:

” T2 X e ”( 2 ) dA
— = —4ZXYy — X
5 \V4x? + 1 2 Y

1
= J (—4x)dx = —2. @)
0
La integral de linea: La integral de linea es

jEF-er %xydx-f—yzdy-i—xzdz.
c c

Como C es suave por partes, escribimos §. = [, + [¢, + [, + Jc.

Sobre C;: x=1,z=0,dx =0,dz = 0,y por ello

J ¥(0) + y(0)dy + 0 = 0.
c

Sobre C,: y=2,z=1—x%dy =0,dz = —2xdx, por lo que

0
J 2xdx + 2(1 — x?)0 + x(1 — x)(—2xdx) = J Qx — 2x* + 2xY dx = —%
c, 1
Sobre C;: x =0,z =1,dx =0, dz = 0, de modo que
2
JO-I—ydy-I—O: J ydy = 0.
(& -2
Sobre Cy: y= —2,z=1—x%dy = 0,dz = —2x dx, por lo que
! 19
J —2xdx — 2(1 — xH0 + x(1 — x?)(—2xdx) = J (—2x — 2x% + M dx = s
C, 0
En consecuencia,
o 19
jgcxydx—i-yzdy—kxzdz—O 15+O 5= 2
lo cual concuerda con (7). |
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FIGURA 15.8.3 Curva C del
ejemplo 2

n(F,)

o S,

FIGURA 15.8.4 Circulo de
radio r

A]\" [ Xe BV A Empleo del teorema de Stokes

Evalte .z dx + xdy + y dz, donde C es la traza del cilindro x>+ y> = lenelplanoy + z = 2.
Oriente C en el sentido contrario al de las manecillas del reloj cuando se observe desde arriba.
Vea la FIGURA 15.8.3.

Soluciéon Si F = zi + xj + yk, entonces

i J k
J d ad .
== o | =i+j+
rot K dx dy 9z THi+k
Z x oy

La orientacién dada de C corresponde a una orientacién hacia arriba de la superficie S. De tal
manera, si h(x, y,z) =y + z — 2 = 0 define el plano, entonces la normal es

Vi 1., 1

=0 - L4 "k
MR AR

n

En consecuencia, de (2),

j(cpdr:[”(iﬂ +k)-<\l@j +\lf2k>}ds
=\f2gds=\@JJ\ﬁdA=zw. [

Advierta que si F es el gradiente de una funcién escalar, entonces, en vista de (5) de la sec-
cién 15.7, (2) implica que la circulacion ¢_F - dr es cero. Inversamente, es posible demostrar
que si la circulacion es cero para toda curva cerrada simple, entonces F es el gradiente de una
funcion escalar. En otras palabras, F es irrotacional si y sélo si F = V¢, donde ¢ es el potencial
para F. Equivalentemente, esto produce la prueba para un campo vectorial conservativo dado en
el teorema 15.7.1, es decir, F es un campo vectorial conservativo si y s6lo si rot F = 0.

I Interpretacion fisica del rotacional En la seccion 15.2 vimos que si F es un campo de velo-
cidades de un fluido, entonces la circulacion §.F - dr de F alrededor de C es una medida de la
cantidad por medio de la cual el fluido tiende a girar la curva C circulando alrededor de ella. La
circulacién de F se relaciona estrechamente a rot F. Para ver esto, suponga que Py(x, Yo, Zo) €S
cualquier punto en el fluido y C, es un pequefio circulo de radio r centrado en P,. Vea la FIGURA
15.8.4. Entonces por el teorema de Stokes,

jEF.dF”(th).nds. ®)
C,

Ahora, en todos los puntos P(x, y, z) dentro dei circulo pequefio C,, si tomamos rot F(P) = rot
F(Py), entonces (8) produce la aproximacién

j( F-dr = jJ(rot F(Py)) - n(Py) dS
q &

= (rot F(Py)) - n(P ())J J’ ds
s,
= (rot F(Py)) - n(Py) A, &)

donde A, es el drea 77 de la superficie circular S,. Cuando dejamos r — 0, la aproximacién
rot F(P) = rot F(P,) se vuelve mejor y por ello (9) produce

(rot F(Py)) - n(P,) = lim f% F - dr. (10)
rJc,

De tal modo, vemos que la componente normal de rot F es el valor limite del cociente entre la
circulacién de F y el area de la superficie circular. Para un valor pequefio pero fijo de r, tenemos

(rOt F(P())) N n(P()) = 1;% F ° dl‘. (1 1)
rJc,
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15.8 Teorema de Stokes 855

Entonces, en términos generales, rot F es la circulacién de F por unidad de drea. Si rot F(P)
# 0, entonces el lado izquierdo de (11) es un maximo cuando el circulo C, se sitia de manera
que n(Py) apunte en la misma direccién que rot F(Pg). En este caso, la circulacion en el lado
derecho de (11) también es un maximo. De tal modo, una rueda de paletas insertada en el flui-
do en P, rotard mds rdpido cuando su eje apunte en la direccion de rot F(P). Vea la FIGURA 15.8.5.
Advierta, también, que la paleta no rotard si su eje es perpendicular a rot F(Py).

—

rot F(PO)

FIGURA 15.85 Rueda de paletas
giratorias en un fluido

I Posdata: Un poco de historia George G. Stokes (1819-1903) fue
un fisico matemadtico irlandés. Al igual que George Green, Stokes

fue catedrdtico en la Universidad de Cambridge. En 1854, Stokes plan- n s,
ted su teorema como un problema en el examen de un concurso para
estudiantes de Cambridge. No se sabe si alguien resolvi6 el problema. <
Stokes ¢
y
éC NOTAS DESDE EL AULA x
....................................................................................................................................................................... @
El valor de la integral de superficie (2) estd determinado exclusivamente por la integral alre- C
dedor de su frontera C. Esto bdsicamente significa que la forma de la superficie S es irrele- z
vante. Suponiendo que las hipdtesis del teorema 15.8.1 se satisfacen, entonces para dos super-
ficies diferentes S; y S, con la misma orientacién y con la misma frontera C, tenemos Sy
ng.dr=”(rotF)-nds=”(rotF)mdS. Y
@ X
S, S, b)

Vea la FIGURA 15.8.6 y los problemas 17 y 18 de los ejercicios 15.8.
FIGURA 15.8.6 Dos superficies
con la misma frontera C

AEIHALERERY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos

En los problemas 1-4, verifique el teorema de Stokes para el
campo vectorial dado. Suponga que la superficie S se orienta
hacia arriba.

1. F = 5yi — 5xj + 3k; S es la porcion del plano z = 1
dentro del cilindro x> + y* = 4

2. F = 2zi — 3xj + 4yk; S es la porcién del paraboloide
z=16 — x> — y*paraz = 0 X (2,0,0)

3. F=zi+ xj +yk; Seslaporcién del plano 2x + y + FIGURA 15.8.7 Curva del problema 6
2z = 6 en el primer octante.

4. F=xi+yj+zki S es la porcion de la esfera 7. F =xyi+ 2yzj + xzk; C es la frontera dada en el pro-

x>+ y+ 72 =1paraz=0 blema 6.
En los problemas 5-12, emplee el teorema de Stokes para eva- 8. F=(x+22i+ Bx +y)j+ 2y —2k; Ceslacurva
luar §_F - dr. Suponga que C estd orientada en sentido contra- de interseccién del plano x + 2y + z = 4 con los pla-
rio al de las manecillas del reloj cuando se observa desde arriba. nos de coordenadas.
5. F=Qz+xi+(—2j+ x+yk C es el triin- 9. F =y —x’j + 2’k; C es la traza del cilindro x*+
gulo con vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) y2 = lenel plano x + y + z = 1 [Sugerencia: Emplee
6. F =2y cos xyi + 22x(1 + cos xy)j + 2z sen xyk; Cesla coordenadas polares. ]
frontera del plano z = 1 — y que se ilustra en la FIGURA ~ 10. F = x%yi + (x + y?)j + xy’zk; C es la frontera de la
15.8.7. superficie que se muestra en la FIGURA 15.8.8

www.FreelLibros.org



856 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

A

X

FIGURA 15.8.8 Curva del problema 10

En los problemas 13-16, emplee el teorema de Stokes para

evaluar [[g(rot F) - n dS. Suponga que la superficie S estd

orientada hacia arriba.

13. F = 6yzi + 5xj + yze*zk; S es la porcién del parabo-
loide z = 1x* + Y’ para0 = z = 4

14. F=yi+ (y —x)j + 2’k; S es la porcién de la esfera
X+ +(z—4)?*=25paraz=0

15. F = 3x% + 8x%j + 3x%yk; S es la porcién del plano
z = x que yace dentro del cilindro rectangular definido
por los planos x = 0,y = 0,x = 2,y = 2

16. F = 2xy’zi + 2x%yzj + (x>»* — 6x)k; S es la porcién
del plano z = y que yace dentro del cilindro x> + y* = 1

17. Emplee el teorema de Stokes para evaluar

11. F = xi + x*% + zk; Ces la frontera del semielipsoide - , .
z=V4 —4x* — y’enelplanoz = 0 izexdx-i—xy dy +tan""ydz,

12. F =zi + xj + yk; C es la curva de interseccion del donde C es el circulo x>+ y*> = 9 encontrando una
conoz = Vx> + y’ylaesferax’ + y* + 72 = 1 que se superficie S con C como su frontera y tal que la orienta-

muestran en la FIGURA 15.8.9

1"7_ b
1

FIGURA 15.8.9 Curva del problema 12

cién de C sea en direccion contraria al de las manecillas
del reloj cuando se observe desde arriba.

18. Considere la integral de superficie [[s(rot F) - n dS,
donde F =xyzk y S es la porcién del paraboloide
7z =1 — x* — y* para z = 0 orientado hacia arriba.

a) Evalte la integral de superficie mediante el método de
la seccién 15.6; esto es, no emplee el teorema de Stokes.

b) Evalie la integral de superficie encontrando una
superficie mas simple que esté orientada hacia arriba
y que tenga la misma frontera que el paraboloide.

¢) Utilice el teorema de Stokes para verificar sus resulta-
dos del inciso b).

15.9 Teorema de la divergencia

I Introduccion Como se menciond en la introduccién de la seccidn 15.8, en esta seccidn vamos
a examinar otra generalizacién del teorema de Green. Podria valer la pena repasar la primera
forma vectorial del problema de Green en (1) de la seccion 15.8. Esta generalizacién tridimensio-
nal se basa en una segunda interpretacion vectorial del teorema que se presenta a continuacion.

I Forma vectorial del problema de Green Sea F(x, y) = P(x, y)i + Q(x, y)j un campo vecto-
rial bidimensional y considere a T = (dx/ds)i + (dy/ds)j como una tangente unitaria a una
curva plana cerrada simple C. En (1) de la seccion 15.8 vimos que ¢.(F - T) ds puede evaluar-
se mediante una integral doble que implique a rot F.

Similarmente, si n = (dy/ds)i — (dx/ds)j es una normal unitaria a C (verifique T - n),
entonces §.(F - n) ds puede expresarse en términos de una integral doble que implique a div F.
Del teorema de Green,

_ —oue— [P _( 22 _[[|2p 92
£(F n)ds = EFCP dy — Qdx Lj{ax ( ayﬂ dA Lj{ax + ay ] dA.
Esto es, %(F-n) ds = JJdideA. (N
¢ R

I Teorema de Green en espacio tridimensional El resultado en (1) es un caso especial del teo-
rema de la divergencia o de Gauss. El siguiente teorema generaliza (1) en espacio tridimensional.
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15.9

Teorema 15.9.1 Teorema de la divergencia

Suponga que D es una regién acotada en el espacio tridimensional con una frontera suave por
partes S que estd orientada hacia arriba. Sea

F(x,y.2) = P(x,y, 91 + Q(x, 5, 2)j + R(x, y, 2)k

un campo vectorial para el cual P, Q y R son continuas y tienen primeras derivadas parciales
continuas en una regioén tridimensional que contiene a D. Entonces

”(F ‘n)ds = JJJ(diV F)av, 2)
N D

donde n es una normal unitaria hacia fuera para S.

DEMOSTRACION PARCIAL Probaremos (2) para la region especial D que se ilustra en la FIGU-
RA 15.9.1 cuya superficie S consiste en tres partes

(fondo) S;: z = gi(x,y), (x,y)enR
(parte superior) S»:  z = g,(x,¥), (x,y)en R
(lado) §5: gi(x, ) =z = g(x,y), (x,y)sobre C,
donde R es la proyeccion de D sobre el plano xy y C es la frontera de R. Puesto que

. 0P 00 . OR o .
leF_8x+ay+8z y F-n=PGi-n)+ Q@ -n) + R(K-n)

es posible escribir

”(F-n) ds = ”P(i-n) ds + ”Qq-n) ds + ”R(k-n) ds
S N S S
: _|[]er 9Q R
y mdmv_maxdwmay dv+mazdv.
D D D D

Para probar (2) s6lo necesitamos establecer que

”R(i-n)dS maxdv 3)
S

D

”Q(i'n) as = J JBQ “4)

D

y JJR(km)dS:JJJ?;dV. )
S D

En realidad, s6lo probamos (5) debido a que las demostraciones de (3) y (4) se deducen de una
manera similar. Ahora,

8:(x, )
j ”f’j;; v = J J H o dz} dA = J j[R(x, ¥ 82(5.y) — Ry 10 y) 1 dA.  (6)
b R (x, ) R

[

81

A continuacion escribimos

JJR(k'n) ds = JJR(k-n) das + JJR(k'n) das + JJR(k-n) ds.

S 1 2 3
Sobre S;:  Puesto que la normal hacia fuera apunta hacia abajo, describimos la superficie como
h(x,y,z) = gi(x,y) — z = 0. De tal modo,

081 a8 ,
2l -k
Vh axt Ty _q

= porloque k-n = .
g1 \? g1 \?
\/1+(<9X> +<3y

) VAl \/ 98 981 \?
() (5)
www.FreelLibros.org
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FIGURA 15.9.1  Superficie
utilizada en la prueba del teorema
15.9.1
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FIGURA 15.9.2 Regi6n sin lado
vertical

FIGURA 15.9.3 Esferas

concéntricas

De la definicién de dS tenemos entonces

J JR(k ‘) dS = —”R(x, ¥, &1(x, ) dA. (N
s, R
Sobre S,: La normal hacia fuera apunta hacia arriba de modo que describimos la superficie
esta vez como h(x, y, z) = z — g-(x,y) = 0. Por tanto,

08>, 98,

B et
Vi axl ) TK 1

n = |Vh|= porloque k-n = .
9gs \? 9gs \? \/ 9gs \ ag> \
J”(a})*(ay) ”(ax>+<ay>
JJR(k ‘n) dS = JJR(X, ¥, &2, y)) dA. (®)
R

Del dltimo resultado encontramos
S,

Sobre S3: Como este lado es vertical, k es perpendicular a n. Consecuentemente, k -n =0y

JJR(k ‘n)dS = 0. )
S5
Finalmente, sumando (7), (8) y (9) obtenemos

JJ[R()C? Vs g2(x’ y)) - R()C, Vs gl(-x’ )’))] dA’
R
que es lo mismo que (6). [ ]

Aunque demostramos (2) para una regién especial D que tiene un lado vertical, notamos que
este tipo de region no se requiere en el teorema 15.9.1. Una regién D sin lado vertical se ilustra
en la FIGURA 15.9.2; una regién acotada por una esfera o un elipsoide no tiene tampoco un lado ver-
tical. El teorema de la divergencia también se cumple para una regiéon D acotada entre dos super-
ficies cerradas tal como las esferas concéntricas S, y S, que se muestran en la FIGURA 15.9.3; la
superficie frontera S de D es la unién de S, y S,. En este caso, [[(F -n)dS = [[[, divF dVse

convierte en
JJ(F -m) dS + JJ(F ‘m) dS = JJJdiv F dv,
s, D

Sy
donde n apunta hacia fuera de D. En otras palabras, n apunta alejandose del origen sobre S, pero
n apunta hacia el origen sobre S,,.

]\ [N BN Verificacion del teorema de la divergencia

Sea D una regién cerrada acotada por el hemisferio x> + y*> + (z — 1)> = 9,1 = z = 4, y el plano
z = 1. Verifique el teorema de la divergencia para el campo vectorial F = xi + yj + (z — 1)k.

Solucién La region cerrada se muestra en la FIGURA 15.9.4.

2N

Syt +y?+(z— 1?2 =9
1=z=4

e
=

FIGURA 15.9.4  Superficie del ejemplo 1
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15.9 Teorema de la divergencia

La integral triple: Puestoque F = xi + yj + (z — 1)k, vemos que div F = 3. En consecuencia,

[[fovea = [[fsav=sffor=s[2e5] =stn. o

En el dltimo cdlculo, aprovechamos el hecho de que [ [ [, dV produce el volumen del hemisferio.

La integral de superficie: Escribimos [f = [[; + [[;, donde S, es el hemisferio y S, es el

plano z = 1. Si S, es una superficie de nivel de A(x, y,z) = x> + y* + (z — 1)% entonces una
normal unitaria que apunta hacia arriba es

no VAo xi+yj+ (- Dk =£i+zj+z_lk
‘Vh‘ \/x2+y2+(z_ 1)2 3 3 3 ’
Ahora,
F.n:xi2+y72+(z_1)2:l(2+ 2+(_1)2):l9:3
373 3 g Ty Tk 3 .

y por ello con la ayuda de coordenadas polares obtenemos

JJ(F ‘m)dS = JJ?)(\/#W dA)

1

27 (3
= 9J J 9 — A "2rdrde = 54.
0 0

Sobre S,, tomamos n = —k de modo que F-n = —z + 1. Pero, como z = 1, [[s,(—z+ 1) dS
= (. Por consiguiente, vemos que

J'J(F-n) dS = 547 + 0 = 547
s
concuerda con (10). [ |

A5\ [JXe BV E Empleo del teorema de la divergencia

Evalte [ [ (F - n) dS, donde S es el cubo unitario definidopor0 =x=1,0=y=1,0=z=1
yF = xyji + y’zj + 7’k

Solucion Vea la figura 15.6.13 y el problema 24 de los ejercicios 15.6. En lugar de evaluar seis
integrales de superficie, aplicamos el teorema de la divergencia. Puesto que
divF =V -F =y + 2yz + 3z, tenemos de (2),

jJ(F -m)dS = ”’J(y + 2yz + 3z%) dV
s b

111
= j J J(y+2yz+3zz)dxdydz
0 Jo Jo

S5—

1
J (y + 2yz + 37%) dy dz
0 Jo

| 1
=j(1y2+yzz+3yz2)} dz
0 2 0
1 11 !
=j<+z+3zz)dz=<z+zz+z3)} = 2. |
N 2 2 2 0

I Interpretacion fisica de la divergencia En la seccién 15.7 vimos que podriamos expresar la
componente normal del rotacional de un campo vectorial F en un punto como un limite que inclu-
yera la circulacién de F. En vista de (2) es posible interpretar la divergencia de F en un punto como
un limite que incluye el flujo de F. Recuerde de (7) de la seccién 15.6 que el flujo de un campo de

www.FreelLibros.org
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S,

n ¥

N
n/ =

FIGURA 15.9.5 Pequeiia esfera
centrada en P

velocidades F de un fluido es la razén de cambio del flujo de fluido, esto es, el volumen de fluido
que fluye a través de una superficie por unidad de tiempo. En la seccién 15.7 vimos que la divergen-
cia de F es el flujo por unidad de volumen. Para reforzar esta tultima idea, vamos a suponer que
Py(x9, Yo, 20) es cualquier punto en el fluido y S, es una pequefia esfera de radio r centrada en P,,.
Vea la FIGURA 15.95. Si D, es la esfera S, y su interior, entonces el teorema de la divergencia produce

”(Fm)dS:”Jdidev. (11)
S, D,

Si tomamos la aproximacién div F(P) = div F(P,) en cualquier punto P(x, Yy, z) dentro de la
pequeia esfera, entonces (11) produce

”(F -n) dS ~ jJJdiv F(P,) dV
S, D,
= div F(P,) J ”dv
D,

= divF(Py) V,, (12)

donde V, es el volumen %7773 de la region esférica D,. Dejando que » — 0, vemos de (12) que la
divergencia de F es el valor limite del cociente del flujo de F y el volumen de la region esférica:

. .1
divF(Py) = lim— JJ(F -n) dS. (13)
r—0 Vr
s,
En consecuencia, la divergencia de F es el flujo por unidad de volumen.
El teorema de la divergencia es extremadamente ttil en la derivacién de algunas de las famo-
sas ecuaciones en electricidad y magnetismo, asi como en hidrodindmica. En la discusién que
sigue consideraremos un ejemplo del estudio de fluidos.

I Ecuacion de continuidad Al final de la seccién 15.7 mencionamos que una interpretacién de
div F es una medida de la razén de cambio de la densidad de un fluido en un punto. Para ver por
qué esto es asi, supondremos que F es un campo de velocidades de un fluido y que p(x, y, z, 7)
es la densidad de un fluido en el punto P(x, y, z) en el tiempo . Sea D la region cerrada consis-
tente en una esfera S'y su interior. Sabemos de la seccién 14.7 que la masa total m de un fluido

en D estd dada por
m = ”Jp(x, v,z 1) dVv.
D

La razoén a la cual la masa aumenta en D esta dada por

3
%’;‘ - ;lJHp(x, vz dvV = ”Ja’; av. (14)
D

D
Ahora de la figura 15.6.8b) vemos que el volumen del fluido que fluye a través de un ele-
mento de drea de superficie AS por unidad de tiempo se aproxima mediante
(F -n) AS.

La masa del fluido que fluye a través de un elemento de drea de superficie AS por unidad de
tiempo es entonces

(pF -m) AS.
Si suponemos que el cambio en la masa en D se debe sélo al flujo que entra y sale de D, enton-
ces el volumen del fluido que fluye hacia fuera de D por unidad de tiempo estd dado por (7) de
la secci6n 15.6, [ [((F - m) dS, en tanto que la masa del fluido que fluye hacia fuera de D por uni-

dad es [[ (pF - n)dS. En consecuencia, una expresion alterna para la razon a la cual la masa
aumenta en D es

—”(pF -m) dSs. 15)
S
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15.9 Teorema de la divergencia 861

Por el teorema de la divergencia, (15) es lo mismo que

—” J div (pF) aVv. (16)
D

Igualando (14) y (16) se produce

ap . dp .
JJJ&I dv = —J”’dlv(pF) dv o ﬁ”(ét + le(PF)> av = 0.
b b D

Puesto que este dltimo resultado se cumple para toda esfera, obtenemos la ecuacién de conti-
nuidad para el fluido que fluye:
dp

5+ div(pF) = 0. (17)

En la pagina 849 establecimos que si div F = V - F = 0, entonces un fluido es incompresible.
Este hecho se sigue de inmediato de (17). Si un fluido es incompresible (como el agua), enton-
ces p es constante, por lo que, en consecuencia, V - (pF) = p(V - F). Pero ademés, dp/dr = 0,
y por ello (17) implica V - F = 0.

I Posdata: Un poco de historia Johann Karl Friedrich Gauss (1777-1855) fue el primero de
una nueva variedad de matemadticos precisos y exigentes (los “rigurosos”). Hemos visto en bosque-
jos biograficos anteriores que Augustin Louis Cauchy y Karl Wilhelm Weierstrass fueron dos mate-
mdticos que siguieron sus pasos. Karl Friedrich Gauss, el tnico hijo de un pobre jardinero, fue un
nifio prodigio en matemadticas. Atn no contaba con tres afios cuando corrigié el
célculo de la ndmina de su padre. Siendo adulto, Gauss a menudo remarcé que
él podria calcular o “contar” antes de hablar. Como estudiante universitario
Gauss se atormentaba entre dos amores: la filologia y las matemadticas. Aunque
dominaba con facilidad otras lenguas, fue inspirado por algunos logros matema-
ticos originales como adolescente y estimulado por el matematico Wolfgang
Bolyai, por lo que la eleccidn entre las lenguas y las matematicas no fue tan difi-
cil. A la edad de 20 afios, Gauss se consolidd en una carrera de matematicas. A
la edad de 22, habia completado un libro sobre teoria de niimeros, Disquisitio-
nes Arithmeticae. Publicado en 1801, este texto se reconocié como una pieza
maestra e incluso en la actualidad sigue siendo un clasico en este campo. La
disertacion doctoral de Gauss de 1799 también es un documento memorable.
Empleando la teoria de funciones de una variable compleja, fue el primero en demostrar el llama-
do teorema fundamental del dlgebra: toda ecuacion polinomial tiene al menos una raiz.

Si bien Gauss fue en verdad reconocido y respetado como un matemdtico sobresaliente
durante su vida, el gran alcance de su genio no se reconocié hasta la publicacién de su diario
cientifico en 1898, 44 afios después de su muerte. A pesar del disgusto de muchos matematicos
del siglo x1x, el diario revel6 que Gauss habia previsto, a veces por décadas, muchos de sus des-
cubrimientos o, quizd mas precisamente, redescubrimientos. Fue del todo ajeno a la fama; sus
investigaciones matematicas muchas veces las llevé a cabo, como un nifio que juega en la playa,
simplemente por el placer y la autosatisfaccién y no por la instrucciéon que podrian haber obte-
nido otros mediante la publicacién.

De cualquier lista de “los mds grandes matematicos que han vivido”, sin duda Karl Friedrich
Gauss debe estar cerca de la cima. Por su profundo impacto en muchas ramas de las matemati-
cas, a Gauss se le refiere a menudo como “el principe de las matematicas”.

Gauss

(Por qué algunos objetos flotan en el agua y otros se hunden? La respuesta proviene del prin-
cipio de Arquimedes, el cual sefiala: cuando un objeto se sumerge en un fluido, el fluido ejer-
ce una fuerza hacia arriba sobre él, llamada fuerza de flotacion, con una magnitud que es
igual al peso del fluido desplazado. De tal manera, un corcho tiene una flotacion o flotamien-
to positivo puesto que el peso del corcho es menor que la magnitud de la fuerza de flotacién.
Un submarino alcanzard flotacién negativa y se sumergird llenando sus tanques de lastre con
agua, haciendo que de esa manera su peso sea mayor que la magnitud de la fuerza de flota-
cion ejercida sobre €l. Vea la FIGURA 15.9.6. Se le pide que demuestre ese famoso teorema utili-
zando el teorema de la divergencia en el problema 22 de los ejercicios 15.9.
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SEIHMALERER] Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

= Fundamentos

En los problemas 1 y 2, verifique el teorema de la divergencia
para el campo vectorial dado.
1. F = xyi + yzj + xzk; D laregioén acotada por el cubo
unitario definidopor0 =x=1,0=y=1,0=z=1
2. F = 6xyi + 4yzj + xe *k; D laregion acotada por los
tres planos de coordenadas y el planox + y + z = 1

En los problemas 3-14, emplee el teorema de la divergencia
para determinar el flujo hacia fuera [[(F - n) dS del campo
vectorial dado F.
3. F=xY+y'j + Z’k; D laregién acotada por la esfera
x+ y2 + =4
4. F = 4xi + yj + 4zk; D laregién acotada por la esfera
X+ +2=4
5. F = y%i + x2)j + (z — 1)’k; D laregion acotada por el
cilindro x> + y*> = 16 y los planos z = 1,z = 5
6. F = x% + 2yzj + 42’k; D la regién acotada por el
paralelepipedo definido por0 =x=1,0=y=2,0=¢
=3
7. F =y%i + x’j + 2’k; D laregion acotada en el interior
porz=V4—-—x>—y x> +y"=3,z=0
8. F=(x"+sen y)i+z%j+xy’k; D laregion acotada por
y=x%z=9—y,z=0
9. F=(xi +yj+2K)/(x* +y*+75); D laregion acota-
da por las esferas concéntricas x>+ y2 + 72 =4
X+ +2=0b>a
10. F = 2yzi + x’j + xy’k; D la regién acotada por el
elipsoide x*/a* + y*/b* + 7*/* = 1
11. F = 2xzi + 5% — 2’k; D la regi6n acotada por z = y,
z=4—y,z=2—13x%x=0,z=0.VealaFIGURA1597.

FIGURA 15.9.7 Regién D del problema 11
12. F = 15x%i + x’zj + y*k; D la regién acotada por
x+y=2z=x+y2z=3,x=0,y=0
13. F = 3x%% + yj — 6xy’zk; D la regi6n acotada por el
paraboloide z = x> + y? y el plano z = 2y
14. F = xy%i + x%yj + 6(sen x)k; D la regién acotada por el
conoz = Vx> + y’ylosplanos z = 2,7 = 4

En los problemas 15 y 16, suponga que S forma la frontera de

una regién cerrada y acotada D.

15. Si a es un vector constante, demuestre que [[s(a - n)
ds=0.

16. SiF = Pi + Qj + Rky P, QO y R tiene segundas deriva-
das parciales continuas, demuestre que [[g(rot F - m)
ds=0.

= Aplicaciones

17. El campo eléctrico en un punto P(x, y, z) debido a una carga
puntual ¢ localizada en el origen estd dado por el campo
inverso al cuadrado E = gr/|r|*,donder = xi + yj + zk.

a) Suponga que S es una superficie cerrada, S, es una
esfera x> + y* + 72 = a* que yace por completo den-
tro de S, y D es la regién acotada entre Sy S,. Vea la
FIGURA 15.9.8. Demuestre que el flujo hacia fuera de E
para la regién D es cero.

b) Utilice el resultado del inciso a) para probar la ley de
Gauss:

JJ(E -n) dS = 4mgq.

s
Esto es, el flujo hacia fuera del campo eléctrico E a
través de cualquier superficie cerrada (para el cual se
aplica el teorema de la divergencia) que contiene al
origen es 41q.

FIGURA 15.9.8 Superficies del problema 17

18. Suponga que hay una distribucién continua de carga a
través de una region cerrada y acotada D encerrada por
una superficie S. Entonces, la extension natural de la ley
de Gauss estd dada por

o s [

donde p(x, y, z) es la densidad de carga o carga por uni-
dad de volumen.

a) Proceda como en la derivacion de la ecuacién de con-
tinuidad (17) para demostrar que div E = 47q.

b) Dado que E es un campo vectorial irrotacional, demues-
tre que la funcién potencial ¢ para E satisface la ecua-
cién de Poissons V¢ = 4mp, donde V¢ = V - V.

= Piense en ello

En los problemas 19 y 20, suponga que /'y g son funciones
escalares con segundas derivadas parciales continuas. Emplee
el teorema de la divergencia para establecer las identidades
de Green. Suponga que S forma la frontera de una regién
cerrada y acotada D.

19. ”(ng) ‘ndS = J”(fvzg + Vf-Vg)dv
S D

20. ”(ng - gVf)-ndS = J”(szg - gVf)av
S D
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22,
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Si fes una funcién escalar con primeras derivadas parcia- donde g es la aceleracion constante debida a la gravedad.
les continuas y S forma la frontera de una regién cerrada Si el peso del objeto es W = mg, utilice el resultado del
y acotada D, entonces demuestre que problema 21 para probar el principio de Arquimedes,

B + W = 0. Vea la FIGURA 15.9.9.
[[mas = [[vsav

s D
[Sugerencia: Emplee (2) sobre fa, donde a es un vector “

constante, y el problema 21 de los ejercicios 15.7.]

La fuerza de flotacién sobre un objeto flotante es B = -
—[Js p n dS, donde p es la presién de fluido. La presion
p se relaciona con la densidad del fluido p(x, y, 2) FIGURA 15.9.9 Objeto flotante del problema 22

mediante la ley de la hidrostitica: Vp = p(x, y, 2)g,

Revision del capitulo 15

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-47.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-12, conteste verdadero (V) o falso (F). Donde sea apropiado, suponga la con-
tinuidad de P, Q y de sus primeras derivadas parciales.

1.

10.
11.

12.

B. Llene los espacios en blanco

La integral [(x* + y*) dx + 2xy dy, donde C estd dada por y = x* de (0, 0) a (1, 1) tiene
el mismo valor sobre la curva y = x®de (0,0)a(l, ).

. El valor de la integral [-2xy dx — x*dy entre dos puntos A y B depende de la trayectoria C.

. Si C; y C, son dos curvas suaves tales que [P dx + Qdy = [P dx + Q dy, entonces

JcP dx + Q dy es independiente de la trayectoria.
Si el trabajo [(F - dr depende de la curva C entonces F es no conservativo.

Suponiendo continuidad de todas las derivadas parciales y dP/dx = 9Q/dy, entonces
JcP dx + Q dy es independiente de la trayectoria.

En un campo de fuerza conservativo F, el trabajo realizado por F alrededor de una curva
cerrada simple es cero.

Suponiendo continuidad de todas las derivadas parciales, V X Vf = 0.

La integral de superficie de la componente normal del rotacional de un campo vectorial con-
servativo F sobre una superficie S es igual a cero.

El trabajo realizado por una fuerza F a lo largo de una curva C se debe por completo a la
componente tangencial de F.

Para un campo vectorial bidimensional F en el plano z = 0, el teorema de Stokes es lo
mismo que el teorema de Green.

Si F es un campo de fuerza conservativo, entonces la suma de las energias potencial y ciné-
tica de un objeto es constante. ______

Si [cF - dr es independiente de la trayectoria C en una regién apropiada R, entonces
F = Pi + Qj es el gradiente de alguna funcién ¢. ___

En los problemas 1-10, llene los espacios en blanco.

1.

2.

Sip = % es una funcién potencial para un campo de fuerza conservativo F, enton-
x°+y

cesF = .

Si F = f(x)i + g(y)j + h(z)k, entonces rot F =

En los problemas 3-6, F = x?yi + xy*j + 2xyzk.

3.
5.

V.F= 4. VXF=
V(VXFH=___ 6. V(V-F)=
www.FreelLibros.org




864 CAPITULO 15 Calculo integral vectorial

7. Si Ceslaelipse 2(x — 10)? + 9y + 13)? = 3, entonces gﬁc(y — 7e)‘3) dx + (x+1In \/§) dy

8. SiF es el campo de velocidades de un fluido para el cual rot F = 0, entonces F se dice que
es

9. Una ecuacién de un plano tangente a la superficie r(u, v) = ui + vj + 2Vuvkenu =1,
v=4es

10. Un bastidor sobre la superficie r(u, v) = (4u + v)i + (u + 2v)j + (u + v)k correspon-
diente a u = 2 tiene las ecuaciones paramétricas

C. Ejercicios
2
1. Evalte J 5 i_ 5 ds, donde C estd dada por x =cos 2t, y=sen 2t, z =2t, m = t = 2.
cX y

2. Evalte [ C(xy + 4x) ds, donde C estd dada por 2x + y = 2 de (1, 0) a (0, 2).

3. Evalie [.3x%y*dx + (2x’y — 3)y%) dy, donde C estd dada por y = 5x* + 7x* — 14x de
0,0)a(1,-2).

4. Evalte gﬁc(xz + y?) dx + (x* — ¥ dy, donde C es el circulo x* + y* = 9.

5. Evalte [c y sen 7z dx + x*¢” dy + 3xyz dz, donde C estd dadaporx =1,y = A z = £ de
0,0,0)a (1,1, 1).

6. SiF = 4yi + 6xjy Cestd dada por x* + y* = 1, evaltie ¢ F - dr de dos maneras diferentes.

7. Encuentre el trabajo realizado por la fuerza F = x sen yi + y sen xj actuando a lo largo de
los segmentos de recta de (0, 0) a (77/2, 0) y de (77/2, 0) a (7/2, 7).

8. Encuentre el trabajo realizado por F = — 2 i+ — ! 5J de (—%, %) a (1, V3 ) actuando

x*+y x-+y

sobre la trayectoria que se muestra en la FIGURA 15.R.1.

)

=11

)X_"ﬁil)

——

SIS
0=

(_

FIGURA 15.R.1  Curva C del problema 8

En los problemas 9 y 10, demuestre que la integral dada es independiente de la trayectoria. Evalde.

(1, 1,m)
9. J 2xydx + (x* + 2yz7)dy + () + 4) dz
(

1,1,0)

(3.2,0)
10. J (2x + 2ze¥) dx + 2y — D dy + e dz
©,0, 1)

11. Evalie ¢.—4y dx + 8x dy, donde C = C, U C; es la frontera de la region R que se muestra
en la FIGURA 15.R.2.

Ci:(x—4)2+y2=16

Cy(x—5)2+y2=1
FIGURA 15.R.2 Curva C del problema 11
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

Sea C una curva cerrada simple suave por partes. Demuestre que

j( y—1 g + 1 —x P {—277', si (1, 1) estd dentro de C
X = . .
- — 2+ v — 1)? (x— D+ v — 1)? Y 0, si (1, 1) estd fuera de C.

Evalte [ [ (z/xy) dS, donde S es la porcién del cilindro z = x* en el primer octante que estd
acotadapory = 1,y =3,z= 1,z = 4.

SiF =i+ 2j + 3k, determine el flujo de F a través del cuadrado definido por 0 = x = 1,
O=y=1,z=2.

Sea la superficie S la porcién del cilindro y = 2 — e cuya proyeccién sobre el plano xz es
una regién rectangular R definida por 0 =x =3,0 =<z =2. Vea la FIGURA 15R.3a).
Encuentre el flujo de F = 4i + (2 — y)j + 9k a través de la superficie si S estd orientada
alejandose del plano xz.

Vuelva a trabajar el problema 15 utilizando la regién R en el plano yz que corresponde a
0=x=3,0=z=2.Vealafigura 15.R.3D).

X

b)

FIGURA 15.R.3  Superficies de los problemas 15y 16

SiF = ¢V(1/r), donde c es constante y r = |r|, r = xi + yj + zk, encuentre el flujo de F
a través de la esfera x> + y* + 22 = &%

Explique por qué el teorema de la divergencia no es aplicable en el problema 17.

Encuentre el flujo de F = ¢V (1/r), donde ¢ es constante y r = |r|, r = xi + yj + 2k, a tra-
vés de cualquier superficie S que forma la frontera de una regidn acotada cerrada del espa-
cio que no contiene al origen.

SiF = 6xi + 7zj + 8yk, use el teorema de Stokes para evaluar [[¢(rot F - n) dS, donde S
es la porcién del paraboloide z = 9 — x> — y? dentro del cilindro x> + y* = 4.

Emplee el teorema de Stokes para evaluar § .—2y dx + 3xdy + 10z dz, donde C es el circu-
lo(x— 1)+ (y—3?%=25z=3.

Determine el trabajo ¢ _F - dr realizado por la fuerza F = x4 + y%j + 2’k alrededor de la
curva C que es formada por la interseccién del plano z = 2 — y y la esfera x> + y* + 2> =
4z.

Si F = xi + yj + zK, use el teorema de la divergencia para evaluar [ s(F -n) dS, donde S
es la superficie de la regién acotada por x* + y* = 1,z = 0,z = 1.

Repita el problema 23 para F = 1% + 1y + 12k

SiF=(%—¢ tan ' 2)i+ (x +y)%j — Qyz + x'O)k, use el teorema de la divergencia para eva-
luar [ [ (F -n)dS, donde S es la superficie de la regién en el primer octante acotado por
z=1—x2,z=0,z=2—y,y=0.

Suponga que F = xi + yj + (z2+ 1k y S es la superficie de la regién acotada por
x> +y* =a’,z =0,z = c. Evalte [[(F - n) dS sin la ayuda del teorema de la divergencia.
[Sugerencia: El drea de la superficie lateral del cilindro es 27rac. ]

En los problemas 27-30, elimine los pardmetros en el conjunto de ecuaciones paramétricas y
obtenga una ecuacién en x, y, y z. Identifique la superficie.

27.
29.

2 2

x=ucoshv, y=usenhv, z=u"~ 28. x =ucosv, y=usenv, z =u

r(u, v) = cos ui + cos’ uj + vk. 30. r(u, v) = cos u cosh vi + sen u cosh vj + senh vk
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Capitulo 16

Ecuaciones diferenciales
de orden superior
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En este capitulo En el capitulo 8 presentamos dos tipos importantes de ecuaciones diferen-
ciales de primer orden: separables y lineales. También analizamos cdmo las ecuaciones
diferenciales de primer orden podrian servir de modelos matematicos para diversos fendmenos
fisicos como el crecimiento poblacional, el decaimiento radiactivo y el enfriamiento de un cuer-
po. Ahora, al retomar la discusidn, aunque breve, enfocaremos nuestra atencion en una impor-
tante clase de ecuaciones diferenciales de sequndo orden. Veremos que un modelo matematico
para los desplazamientos de una masa en una cuerda vibratoria es, salvo por la terminologia, lo
mismo que un modelo para la corriente en un circuito en serie que contiene un inductor, un
resistor y un capacitor.

16.1 Ecuaciones exactas de primer orden
16.2 Ecuaciones lineales homogéneas
16.3 Ecuaciones lineales no homogéneas
16.4 Modelos matematicos

16.5 Soluciones en series de potencias

Revision del capitulo 16 867
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868 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

Ademds de 13.4, se le sugiere
repasar las secciones 14.2,
152y 15.3.

16.1 Ecuaciones exactas de primer orden

I Introduccion La nocién de una ecuacién diferencial de primer orden la introdujimos en el
capitulo 8. Uno de los problemas bdasicos en el estudio de ecuaciones diferenciales es: ;como
resolverlas? En las secciones 8.1 y 8.2 resolvimos ecuaciones diferenciales separables y lineales
de primer orden. Luego de un breve repaso de estos dos tipos de ecuaciones, examinamos otra
ecuacion diferencial de primer orden llamada ecuacién exacta. Puesto que el método de solu-
cién para una ecuacion diferencial exacta utiliza la diferencial de una funcién de dos variables,
se recomienda un repaso de la seccion 13.4.

I Ecuaciones diferenciales separables Recuerde que la ecuacion diferencial de primer orden
y' = F(x, y) es separable si la funcién F(x, y) tiene la forma F(x, y) = g(x)f(y). De tal modo,
y" = xy/(x* + 1) es separable, porque podemos escribir

xy = x .
2 +1 X2+ 1

Flx,y) = Y.

. 2 2 . .y . 2 2
De igual manera, y' = xye® ™" es separable porque es posible escribirla como y' = xe* - ye’ .
Para resolver una ecuacién diferencial separable, reescribimos la ecuacion dy/dx = g(x)f(y) en
forma diferencial

y luego integramos ambos lados de la ecuacion.

I Ecuaciones diferenciales lineales Una ecuacién diferencial de primer orden lineal es aque-
lla que puede ponerse en la forma estdandar y’ + P(x)y = f(x). Para resolver esta ecuacién mul-
tiplicamos ambos lados por el factor integrante ¢/”® % Esto produce

efP(x) dx yl + efP(x) dx P(x)y — efP(x)dxf(x)

i JP(x) dx — JP(x) dx
0 ST E ] = TP f), (1)

Al integrar ambos lados, tenemos
elrWdry = Jem)‘) “fyde  asique  y = e MW dxjefp(x) ® flx) dx.

Este es uno de los casos raros en que hay una férmula para la solucién de miembros de una gran
clase de ecuaciones diferenciales. Sin embargo, usted no debe memorizar esta formula. Més
bien, debe encontrar el factor integrante y después utilizar la ecuacién en (1) para resolver la
ecuacion diferencial.

I Una definicion Dirigimos ahora nuestra atencién a una clase de ecuaciones diferenciales de
primer orden que se llaman exactas. Si bien la discusién siguiente es suficiente, las principales
técnicas para reconocer y resolver una ecuacion exacta ya se han cubierto en la seccién 15.3.
La diferencial (también llamada diferencial total) de una funcién f(x, y) es
of of
df = ——dx + ——dy. 2
f= s ay ¥ 2)
Considere ahora la ecuacién diferencial simple
ydx + xdy = 0. 3)

Esta ecuacién es tanto separable como lineal, pero puede resolverse de una manera alterna
al darse cuenta de que el lado izquierdo es la diferencial de f(x,y) = xy; esto es,
ydx + xdy = d(xy). La ecuacién diferencial en (3) se convierte entonces en d(xy) = 0, e inte-
grando ambos lados de inmediato se produce la solucién xy = C. En general, queremos ser capa-
ces de reconocer cuando una forma diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy es la diferencial total de
una funcién f(x, y).
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16.1 Ecuaciones exactas de primer orden 869

Definicion 16.1.1 Ecuacién diferencial exacta

La ecuacioén diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 es exacta en una regién rectangular R del
plano xy si existe una funcién f(x, y) tal que

df = M(x,y) dx + N(x,y) dy.

De (2) vemos que una ecuacién diferencial M(x, y) dx + N(x, y) dy = 0 es exacta si es la
misma que

af a
Wl gy Ay =0

d d
para alguna funcion f; esto es, si M(x, y) = % y N(x,y) = a;)f:para alguna funcién f.

A\ Mol Diferencial exacta

La ecuacién diferencial x%y* dx + x*y* dy = 0 es exacta porque, cuando f(x, y) = 3x°y°, tene-
mos df = x%y* dx + x*y* dy. [

En el ejemplo 1, note que M = x*y*, N = x’y?, por lo que

IN
oM _ 422 _ OV
ay 3x7y o

El siguiente teorema muestra que esto no es una coincidencia.

Teorema 16.1.1 Criterio para una ecuacion diferencial exacta

Considere que M(x, y) y N(x, y) son continuas y que tienen derivadas parciales continuas en
una regién rectangular R del plano xy. Entonces una condicidn necesaria y suficiente para que

M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 4)
sea una ecuacion diferencial exacta es
oM _ N,
dy ©ox )

Demostracion de necesidad Necesitamos mostrar que si (4) es exacta, entonces dM/dy = IN/ox.
Por la definicién de una ecuacion diferencial exacta, existe una funcién f tal que

d 0,
M(x, y) =a—f y Ny =£.

Por tanto, ya que las primeras parciales de M y N son continuas,

aM_a<8f)_ df _ of _a<8f>_aN

dy  dy\ox) dyox dxdy  dx aiy Coox’

La parte de suficiencia del teorema 16.1.1 consiste en mostrar que existe una funcién f para
la cual 9f/dx = M(x,y) y 9f/dy = N(x,y) siempre que se cumpla (5). La construccién de f en o Advierta la similitud entre las

realidad refleja el procedimiento bdsico para resolver ecuaciones diferenciales exactas. nociones de ecuaciones diferen-
ciales exactas Yy campos vecto-

riales conservativos, discutidos
en la seccion 15.3.

N]5\" [l A Solucion de una ecuacion diferencial exacta
Resuelva 2xy dx + (x> — 1) dy = 0.

Solucion Primero mostramos que la ecuacion es exacta. Identificando M(x,y) = 2xy y
N(x,y) = x> — 1, tenemos

M _, _ N
ay T
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870 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

lo que verifica que la ecuacién diferencial es exacta. En consecuencia, existe una funcién f(x, y)
tal que

9 a
M(x,y) = % y N,y = %-

El procedimiento utilizado aqui v Empezando con la suposicién de que df/dx = M(x, y), tenemos

para determinar la funcion fes

el mismo que se uso en la af )

determinacién de la funcién ox = 2xy asi que flx,y) = sz}’ dx.
potencial ¢ de un campo
vectorial conservativo. Vea el

; v Empleando integracién parcial, como se discutié en la seccién 14.2, obtenemos f(x, y) =
ejemplo 6 en la seccién 15.3.

xzy + g(y). Al usar esta forma para f, se encuentra que

)
a =x*+g'(y) = Nix,y) = x> — 1,
ady

por lo que gy =-1 y gy = -y

En consecuencia, f(x, y) = x’y — y, y una familia de soluciones es f(x, y) = C o

xly —y=C. |

=]\Y[{Xe BN Un problema de valor inicial

Resuelva y(1 — x%)y’ = xy> — cos x sen x sujeta a la condicién inicial y(0) = 2.

Solucion Al escribir la ecuacién diferencial en la forma
(cos x senx — xy) dx + y(1 — x*) dy = 0,
identificamos M = cos x sen x —xy” y N = y(I — x?). La ecuacion es exacta porque

wm_ _,  _9N
dy VT

Ahora, empezando con df/dy = N(x, y), tenemos

af )
= y(l — X°) <« aquif use integracién parcial
dy
fl.y) = 3y%(1 = x%) + h@)
)
% = —xy* + K(x) = cos x senx — xy’.

La tdltima ecuacidn indica que /'(x) = cos x sen x, por lo que integramos para encontrar
1 o
h(x) = |cos x senxdx = — | (cos x)(—sen x dx) = 5 cosTx.
De tal modo, la solucién de la ecuacién diferencial es

V(A =x) —zcos’x=C o Yy —x)—cos’x=C,

donde hemos sustituido 2C; con C. La condicién inicial y = 2 cuando x = 0 exige que
4(1) — cos*(0) = C y C = 3. Una solucién del problema es entonces

y2(1 — x%) — cos? x = 3. |
Desde luego, no toda ecuacion diferencial de primer orden en la forma M(x, y) dx
+ N(x, y) dy =0 es una ecuacion exacta. Por ejemplo,

xydx + (2x* + 3y* — 20)dy = 0
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16.1 Ecuaciones exactas de primer orden 871

no es exacta. Con las identificaciones M = xy y N = 2x* + 3y* — 20 vemos que dM/dy = x y
dN/dx = 4x. Se sigue del teorema 16.1.1 que la ecuacidén diferencial no es exacta debido a que

dM/dy # 9N/dx. Vea el problema 29 de los ejercicios 16.1.

dy

—_ NOTAS DESDE EL AULA

dx ...........................................................................................................

En el ejemplo 2 encontramos la funcién f(x, y) integrando primero M(x, y) con respecto a
x. En el ejemplo 3 empezamos integrando N(x, y) con respecto a y. Cuando encuentre una
solucién de una ecuacién diferencial exacta, tiene la libertad de empezar de cualquier mane-
ra; al final habrd poca diferencia. Por ejemplo, en el ejemplo 3, usted quizd pudo pensar que
al empezar con N = y(1 — x?) evitarfa la necesidad de integrar cos x sen x. Sin embargo,
resulta que esta funcidn se vuelve parte de /#'(x), y al final es necesario integrarla.

AL NN Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48.

= Fundamentos

En los problemas 1-20, determine si la ecuacion diferencial
dada es exacta. Si lo es, resuélvala.

1. 2Zx+4)dx+ 3By —1dy=0

2. 2x+y)dx — (x+6y)dy =0
3. 5x +4y)dx + (4x — 8)dy =0
4. (seny —ysenx)dx + (cosx + xcosy —y)dy =0
5 2xy* —3dx+ 2xly +4)dy=0

1 dy vy _ 3 _
6.<2y x+COS3x)dx+x2 4x” + 3y sen3x =0

7. (* — y)dx + (x* — 2xy)dy = 0
8. (1 +1nx+)yc)dx= (1 — In x) dy

9. (x — y* + y?senx) dx = (3xy* + 2y cos x) dy
10. (& + y)dx + 3x*dy =0
11. (yIny — e ®)dx + ()1) + xIn y)dy =0
12. B3x%y + e)dx + (& + xe’ — 2y)dy = 0
dy — x 2
13. xdx—er y + 6x

3, b, 3
14.(1 y+x>dx+y—x 1

1 dx
15. | x%° — )+x32=O
( Y 1 + 9x%/ dy Y
16. 5y — 2x)y' =2y =0

17. (tanx — senx seny)dx + cosx cosydy = 0

18. 2y senx cosx — y + 2yze"y2) dx = (x — sen® x —
4xye™’) dy

19. @’y — 152 — y)dt + * + 3y —dy =0

1 1 y ! 1
20. | — + —< — dt + | ye¥ + dy =0
(f 1? t2+y2> (y t2+y2> Y

En los problemas 21-24, resuelva el problema de valores ini-
ciales dado.

21 (x + y)?dx + Qxy + x> — Ddy =0, y1)=1

22. (" +y)dx + 2+ x+ye)dy =0, y0) =1

23. 4y + 2t = 5)dt + (6y + 4t — 1)dy =0, y(—1)=2

24. (Y’ cosx — 3x%y — 2x)dx + 2y senx — x> + Iny)
dy=0, y0)=e

En los problemas 25 y 26, encuentre el valor de la constante
k de manera que la ecuacion diferencial dada sea exacta.

25. (3 + kxy* — 2x) dx + Bxy* + 2053 dy = 0
26. (6xy* + cos y) dx + (2kx*y* — x seny)dy = 0

= Piense en ello

En los problemas 27 y 28, analice como las funciones M(x, y)
y N(x,y) pueden encontrarse de manera que cada ecuacién
diferencial sea exacta. Ponga en préctica sus ideas.

27. M(x,y)dx + (xex—" + 2xy + i) dy =0

28. (x4 ==
( ' P+

)dx+N(x,y)dy =0
Xt Ty

29. Si la ecuacién M(x, y) dx + N(x,y) dy = 0 no es exacta,
en ocasiones es posible encontrar una funcién u(x, y) de
manera que u(x, y)M(x, y) dx + w(x, y)N(x, y) dy = Osea

exacta. La funcién u(x, y) recibe el nombre de factor inte-
grante. Encuentre un factor integrante para

xydx + (2x* + 3y* — 20)dy = 0
y luego resuelva la ecuacion diferencial.

30. Verdadero o falso: Toda ecuacién diferencial separable
de primer orden dy/dx = g(x)h(y) es exacta. Explique su
respuesta.
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872 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

16.2 Ecuaciones lineales homogéneas

I Introduccion Una ecuacidn diferencial lineal de orden n-ésimo
n n—1

d"y dy
a,(x) 7+ an—l(x)? Tt a) o F )y = g)

se dice que es no homogénea si g(x) # 0 para alguna x. Si g(x) = 0 para toda x, entonces se
dice que la ecuacion diferencial es homogénea. En ésta y en la siguiente seccion estaremos inte-
resados Unicamente en determinar las soluciones de ecuaciones diferenciales lineales de segun-
do orden con coeficientes constantes reales:

ay" + by + ¢y = g(x).
Empezamos considerando la ecuacién homogénea

ay" + by' + cy = 0. (1)

Teorema 16.2.1 Principio de superposicion

Sean y; y y, soluciones de la ecuacién diferencial lineal homogénea de segundo orden (1).
Entonces la combinacién lineal

y = Ciyi(x) + Coyy(x),

donde C; y C, son constantes arbitrarias, también es una solucién de la ecuacién.

DEMOSTRACION Sustituimos la combinacién lineal
y = Cyi(x) + Coys(x)

en la ecuacién diferencial (1), sustituimos los términos y usamos el hecho de que y; y y, son solu-
ciones de la ecuacién diferencial. Esto produce

a(Cyyi + Cyy5) + b(Ciyi + Coyh) + c(Ciyy + Coy)
= Ci(ay] + by; + cy) + Cyay; + by, + cy»)
~ | S —

cero cero

Los resultados siguientes son consecuencias inmediatas del principio de superposicion.

e Un miltiplo constante y = C,y(x) de una solucién y,(x) de una ecuacién diferencial li-
neal homogénea es también una solucion.

e Una ecuacion diferencial lineal homogénea siempre posee la solucién trivial y = 0.

I Funciones linealmente independientes Andlogo al hecho de que cualquier vector en el espa-
cio bidimensional puede expresarse como una combinacién lineal tnica de los vectores /ineal-
mente independientes iy j, cualquier solucién de una ecuacién diferencial lineal homogénea de
segundo orden puede expresarse como una combinacién lineal tnica de dos soluciones lineal-
mente independientes de la ecuacion diferencial.

Definicion 16.2.1 Independencia lineal de funciones

Dos funciones, y;(x) y y»(x), son linealmente independientes si ninguna es un mdltiplo cons-
tante de la otra.

I Solucion general Las soluciones linealmente independientes de una ecuacion diferencial, y; y
¥», son los bloques constitutivos de todas las soluciones de la ecuacién. Llamamos a la familia de
soluciones de dos pardmetros y = C,y;(x) + C,y,(x) la soluciéon general de la ecuacion diferencial.
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Teorema 16.2.2 Solucién general

Sean y; y y, soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial lineal homogénea
de segundo orden (1). Entonces toda solucién de (1) puede obtenerse de la solucién general

y = Cyi(x) + Crys(x). 2)

A3\ JHe BN Funciones linealmente independientes

Aunque y; = 0y y, = ¢* son ambas soluciones de la ecuacién diferencial y” + 2y’ — 8y = 0,
y y, no es un multiplo constante de y,, y; y ¥, no son linealmente independientes pues y; es un
multiplo constante de y,; a saber, y; = 0 - y,. |

I Ecuacion auxiliar EIl hecho sorprendente acerca de la ecuacién diferencial en (1) es que
todas las soluciones son funciones exponenciales o se construyen a partir de funciones exponen-
2 mx

ciales. Si intentamos una solucion de la forma y = €™, entonces y’ = me™ y y" = m”e™, por lo
que (1) se convierte en

am*e™ + bme™ + ce™ = 0 ™ (am® + bm + ¢) = 0.

Como ™ # 0 para toda x, es claro que la inica manera de que esta funcién exponencial pueda
satisfacer la ecuacion diferencial consiste en elegir m de manera que sea una raiz de la ecuacién
cuadrdtica

am®> + bm + ¢ = 0.

Esta udltima ecuacion recibe el nombre de ecuacion auxiliar o ecuacion caracteristica de la
ecuacion diferencial (1). Consideraremos tres casos: las soluciones correspondientes a raices rea-
les distintas, raices reales iguales y raices complejas conjugadas.

CASO I: Raices reales distintas

En la suposicién de que la ecuacion auxiliar de (1) tiene dos raices reales diferentes m; y m,,
encontramos dos soluciones

X 115X

yir=e y Y= €

Puesto que ni y; ni y, es un multiplo constante de la otra, las dos soluciones son linealmente
independientes. Se sigue que la solucion general de la ecuacion diferencial es

y = Cie™* + Che™". 3)

=] 5\" el Raices reales distintas de la ecuacion auxiliar
Resuelva 2y” — 5y’ — 3y = 0.

Solucién Al resolver la ecuacién auxiliar
2m* —5m—3=0 0 @Cm+ 1H(m—3)=0,
obtenemos m; = —3y m, = 3. Por consiguiente, por (3) la solucién general es

y = Cie? + Cye™. [ |

CASO II: Raices reales iguales

X

Cuando m; = m,, obtenemos necesariamente s6lo una solucién exponencial y, = ¢™". Sin
embargo, basta con una sustitucién directa en (1) para mostrar que y = u(x)e™" es también una
solucién siempre que u(x) = x. Vea el problema 37 en los ejercicios 16.2. Entonces y; = ¢™"y
¥y, = xe™" son soluciones linealmente independientes, y la solucién general es

y — Cleml,\’ + szem,x. (4)
www.FreelLibros.org

873



874 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

Puede obtenerse una derivacion

formal de la féormula de Euler de
la serie de Maclaurin

" = 23, x"/n! al sustituir

x = i, utilizando
P=—1,7= —i,...,Y sepa-
rando después la serie en las
partes real e imaginaria. Con la
recomendacion asi establecida,
podemos adoptar cos 6 + i sen 6
como la definicion de e®.

N3\ [N kN Raices reales iguales de la ecuacion auxiliar
Resuelva y” — 10y’ + 25y = 0.

Solucién De la ecuacién auxiliar m> — 10m + 25 = (m — 5)*> = 0, vemos que m; = m, = 5.
De tal modo, por (4) la solucién general es

y = Cie™ + Cyxe™. [ |

I Nameros complejos El dltimo caso tiene que ver con niimeros complejos. Recuerde del dlge-
bra que un niimero de la forma z = a + iB, donde a y 8 son niimeros reales e i> = —1 (alguna
vez escrito i = \/—1), se denomina niimero complejo. El niimero complejo 7 = a — i recibe
el nombre de conjugado de z. Ahora, de la férmula cuadratica, las raices de am> +bm+c¢ =0
pueden escribirse

:—b+ Vb — 4dac —b — Vb* — dac

2a 2a

Cuando b* — 4ac < 0, las raices m, y m, son complejos conjugados.

ny my =

CASO III: Raices complejas conjugadas
Si m, y m, son complejos, entonces es posible escribir

m; = a + if y m, =« — i3,

donde a y B > 0 son nimeros reales e i> = — 1. Formalmente no hay diferencia entre este caso
y el caso I, y en consecuencia la solucién general de la ecuacién diferencial es
y = Cle(aﬂ'ﬁ)x + Cze(afiﬁ)x. (5)

Sin embargo, en la practica prefeririamos trabajar con funciones reales en vez de funciones que
impliquen al niimero complejo i. Para hacer esto podemos reescribir (5) en una forma mds prac-
tica utilizando la formula de Euler,

e = cos O + isenb,
donde 6 es cualquier nimero real. De este resultado podemos escribir
P =cosBx +isenfBx vy e " = cos Bx — i sen fx,

donde hemos usado cos(—x) = cos Bx y sen(—Bx) = —sen Bx. De tal modo, (5) se convierte en

e“(ce® + cre )
e“[c(cos Bx + i sen Bx) + cy(cos Bx — i sen Bx)]
= e“[(c; + ¢y)cos Bx + (¢cii —

y

cyi)sen Bx].
Puesto que se muestra facilmente que ¢** cos Bx y €™ sen Bx son soluciones linealmente inde-
pendientes de la ecuacién diferencial dada, simplemente renombramos c¢; + ¢, como C; y

¢l — coi como C,. Entonces usamos el principio de superposicion para escribir la solucidon gene-
ral:

y = Cie™ cos Bx + Cre™ sen Bx

QX (6)
e“(C; cos Bx + C, sen Bx).

Cuando a < 0, llamamos a ¢** factor de amortiguacién debido a que las grificas de las
curvas de solucién — 0 cuando x — 0.

A3\ [Nl Raices complejas de la ecuacion auxiliar
Resuelvay” +y" +y = 0.

Solucién De la férmula cuadritica encontramos que la ecuacién auxiliar m*> + m + 1 = 0
tiene las raices complejas
1, V3.
m; = —E + Tl y
www.FreelLibros.org
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Al identificar « = —5 y B = 3V/3, vemos de (6) que la solucién general de la ecuacién es
y = e"/2<Cl COS%X + G, sen\ggx). [ |

A3\ XN Una ecuacion diferencial especial
La ecuacion diferencial

V' + 0’y =0
se encuentra con frecuencia en matematicas aplicadas. Vea la seccién 16.4. La ecuacién auxiliar y
es m> + w® = 0, con raices m, = wi y my = —wi. Se sigue de (6) con & = 0 que la solucién ~ 4F YT ~2cosxH3senx
general es

y = C; cos wx + C, sen wx.

La FIGURA 16.2.1 muestra la grafica de la solucién cuando C; = =2, C;, =3 y w = 1. Si usted _2:

experimenta con valores diferentes de C;, C, y w, verd que siempre y cuando C; y C, no sean |

ambas 0, la solucidn es oscilante con una amplitud y frecuencia bien definidas. Puede mostrar- -4 ¢

se que esto es cierto para cualquier eleccién de C; y C, (excepto C; = C, = 0) empleando tri-  FGURA 1621 Grafica de una
gonometria. B solucién en el ejemplo 5

I Problema de valores iniciales El problema
Resuelva: ay” + by + cy = g(x)
Sujeto a:  y(xp) = yo, ¥ (x0) = y1,

donde y, y y; son constantes arbitrarias, recibe el nombre de problema de valores iniciales
(PVI). Los valores y, y y; se denominan condiciones iniciales. Una solucién del problema es
una funcién cuya gréfica pasa por (x, o) tal que la pendiente de la tangente a la curva en ese
punto es y;. El siguiente ejemplo ilustra un problema de valores iniciales para una ecuacién
homogénea.

N]S\Y[JXel:N Un problema de valores iniciales

Resuelva y” — 4y’ + 13y = O sujeta a y(0) = —1,y'(0) = 2.

Solucién Las raices de la ecuacion auxiliar
m*—4m + 13 =0

sonm; = 2 + 3iym, =2 — 3i, por lo que la solucién general es

y = ¢*(C, cos 3x + C, sen 3x).
La condicién y(0) = —1 implica que

—1=¢"C,cos 0 + C, sen0) = Cj,
de la cual podemos escribir
y = e*(—cos 3x + C, sen 3x).

Diferenciando esta ultima expresion y utilizando la segunda condicién inicial se obtiene

y" = *(3 sen 3x + 3C, cos 3x) + 2¢*(—cos 3x + C, sen 3x)
3C2 - 2,

S}
Il

RIS

por lo que C, = 3. En consecuencia,

y = e*(—cos 3x + % sen 3x). [
3

I Problema de valores en la frontera Las condiciones iniciales para una ecuacién diferencial de
segundo orden se caracterizan por el hecho de que especifican valores de la funcién solucién y
de su primera derivada en un solo punto. En contraste, en un problema de valores en la frontera
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— 1 +
FIGURA 16.2.2 Cinco soluciones
del problema de valores en la
frontera del inciso a) del
ejemplo 7

(PVF) hay dos condiciones, denominadas condiciones en la frontera, que especifican los valores de
una solucién o de su primera derivada en los puntos extremos de un intervalo [a, b]. Por ejemplo,
0 a0 s =0, @ =ve b =
2dx2 Uy 0= 8&WX), ¥ Yo, Y Y1

es un problema de valores en la frontera. Una solucién de este problema es una funcién, defini-
da sobre [a, b], cuya grafica pasa por el punto (a, y,) y tiene pendiente y; cuando x = b.

El siguiente ejemplo muestra que un problema de valores en la frontera, a diferencia de un pro-
blema de valores iniciales, puede tener varias soluciones, una solucién dnica o ninguna solucién.

SIS\ [ XeByA Un problema de valores en la frontera puede tener muchas, una o ninguna solucién

Del ejemplo 5 sabemos que la solucién general de la ecuacidn diferencial y” + 16y = 0 es

y=Cj cos 4x + C, sen 4x. @)

a) Suponga que ahora deseamos determinar una solucién de la ecuacién que ademads satis-
face las condiciones a la frontera y(0) = 0, y(7/2) = 0. Observe que la primera condi-
cién 0 = Cj cos 0+ G, sen 0 implica C; = 0, por lo que y = C, sen 4x. Pero cuando x =
/2, 0= C, sen 27 se satisface para cualquier eleccién de C, puesto que sen 27 = 0.
En consecuencia, el problema de valores en la frontera

y' + 16y =0, y(0) =0, ym/2)=0 ®)

tiene una infinidad de soluciones. La FIGURA 16.2.2 muestra cinco diferentes miembros de la
familia de un pardmetro y = C, sen 4x que pasa por los puntos (0, 0) y (/2, 0).

b) Siel problema de valores en la frontera en (8) se cambia por
y' + 16y =0, y0) =0, y@/8 =0, €))

entonces y(0) = 0 atn requiere que C; = 0 en la solucién (7). Pero al aplicar
y(m/8) = 0 ay= C, sen 4x se exige que 0 = C, sen(7/2) = C, - 1. Por consiguiente,
y=0es una solucién de este nuevo problema de valores en la frontera. De hecho, puede
demostrarse que y = 0 es la dnica solucion de (9).

¢) Por tltimo, si cambiamos el problema a
y' + 16y =0, y0) =0, y/2) =1, (10)

encontramos de nuevo que C; = 0 de y(0) = 0, pero que la aplicacién de y(7/2) = 1 a
y= C, sen 4x conduce a la contradiccion 1 = C, sen 27 = C, - 0 = 0. Por consiguiente,
el problema de valores en la frontera (10) no tiene solucién. |

d 2y
— NOTAS DESDE EL AULA

i) Muchos de los conceptos de esta seccion pueden extenderse a ecuaciones diferenciales linea-
les de tercer o mayor orden con coeficientes constantes. Por ejemplo, la ecuacién auxiliar de

ym _ 4yrr + Syr _ 2y = 0

esm> —4m* +5m—2=(m— 1’ (m—2)=0y y, = €', y, = xe*, y; = > son solucio-
nes de la ecuacién diferencial. La nocién de independencia lineal requiere una definicién
mds complicada que la que utilizamos para dos funciones. Vea un texto sobre ecuaciones
diferenciales.

ii) Las funciones hiperbdlicas desempefian un papel importante en el estudio de ecuaciones
diferenciales. Recuerde que estas funciones se presentaron en la seccién 3.10 y que tie-
nen propiedades que son similares a las de las funciones trigonométricas. Por ejemplo,
las segundas derivadas del seno hiperbdlico y del coseno hiperbdlico son

d? d?
——(senh x) = senh x ——(cosh x) = cosh x.
~ S(senh o) y o gleosh)

www.FreelLibros.org



16.2 Ecuaciones lineales homogéneas 877

Se deduce entonces que y; = cosh x y y, = senh x son soluciones de la ecuacion diferencial
y" — y = 0. Puesto que estas funciones son linealmente independientes, la solucién gene-
ral de la ecuacién diferencial es y = C; cosh x + C, senh x. Se advierte facilmente que otra
forma de la solucién general es y = Cie* + Cye . Estas dos en apariencia muy diferentes

soluciones se relacionan por medio de las definiciones de las dos funciones hiperbdlicas:

et e
cosh x = 5 y

Ambas formas de la solucién general de y” — y = 0 se usan eventualmente en el anali-

sis de las ecuaciones diferenciales parciales.

-X

et —e
senh x =

2

o Como el nombre lo sugiere, una
ecuacion diferencial parcial
implica derivadas parciales de
una funcién desconocida de
varias variables.

IR WA Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48.

= Fundamentos

En los problemas 1-20, determine la solucién general de la
ecuacion diferencial dada.

1. 3y" =y =0 2.2y" + 5y =0
3.y =16y =0 4.y" — 8 =0
5.y +9y =0 6.4y" +y=0
7. y" =3y +2y=0 8.y —y —6y=0

2 2
9.%4—8%—#16)/:0 10.%—10%4—2@:0
11. y" + 3y =5y =0 12. y" + 4y —y =0
13. 12" =5y =2y =0 14. 8y" +2y' —y =0
15. v/ — 4y + 5y =0 16. 2y" —3y' + 4y =0
17. 3y" + 2y +y=0 18. 2y" + 2y +y=0
19. 99" + 6y +y=0 20. 15y" — 16y’ =7y =0

En los problemas 21-30, resuelva el problema de valores ini-
ciales dado.

21. y" + 16y = 0, y(0) = 2,y'(0) = =2

22. y" =y =0,50) = y'(0) =1

23. y" 4+ 6y" + 5y =0,y(0) = 0,y'(0) =3

24, y" —8y' + 17y = 0, y(0) = 4,y'(0) = —1

25. 2y" =2y +y=0,y0) = —1,y'(0) =0

26. y" — 2y +y=0,y0) =5,y(0) =10

27. y" +y' +2y=10,y0) =y'(0) =0

28. 4y" —4y' —3y=0,y0) = 1,y'(0) =5

29, y" =3y + 2y =0,y(1) =0,y'(1) = 1

30. y" +y=0,y7/3) = 0,y'(w/3) = 2

31. Lasraices de una ecuacién auxiliar sonm; = 4ym, = —5.
(Cudl es la ecuacion diferencial correspondiente?

32. Las raices de una ecuacién auxiliar son m; =3 + iy
m, = 3 — i. {Cudl es la ecuacidn diferencial correspon-
diente?

En los problemas 33-40, resuelva el problema de valores en la
frontera dado o demuestre que no existe solucién.

33. y" +y=0,50) = 0,y(m) =0

4. y"+y=0,50) =0,ym) =1

35.y" +y=0,y(0) =0,y(7/2) =2

36. y' =y =0,y0) = Lyl) = —1

37. y' =2y + 2y = 0,y(0) = 1, y(7) = —1
38. y' =2y +2y=0,y0) = 1, y(7/2) = 1
39. y' =4y +4y=0,y0)=0,y(1) =1
40. y" —4y' + 4y =0,y'(0) = 1,y(1) =2

= Piense en ello

En los problemas 41 y 42, encuentre la solucién general de la
ecuacion diferencial de tercer orden dada si se sabe que y; es
una solucion.

41. ym _ 9y/r + 25}’, — 17y =0; v = e
42. y" +6y" +y —34y=0; y =e *cosx

En los problemas 43 y 44, emplee la solucién supuesta
y = €™ para encontrar la ecuacién auxiliar, raices y solucién
general de la ecuacion diferencial de tercer orden indicada.

43. y" —4y" — 5y =0
44. y" +3y" —4y' — 12y =0
45. Considere el problema de valores en la frontera
y' + Ay =0, y0) =0,y1) =0.
Considerando los tres casos A =—a”> < 0,A=0y A = o’

>0, encuentre todos los valores reales de A para los cua-
les el problema posee soluciones distintas de cero.

= Proyectos

46. Pozo a través de la Tierra Suponga que se perfora un
pozo a través de la Tierra de manera que éste pasa por el
centro de la misma. Se deja caer un cuerpo con masa m
dentro del pozo. Considere que la distancia desde el cen-
tro de la Tierra a la masa en el tiempo ¢ se denota por

medio de r. Vea la FIGURA 16.2.3.
superficie

FIGURA 16.2.3 Pozo a través de
la Tierra del problema 46
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878 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

a) Deje que M denote la masa de la Tierra y M, la masa
de la porcion de la Tierra dentro de una esfera de radio
r. La fuerza gravitacional sobre m es F = —kM,m/r?,
donde el signo menos indica que la fuerza es de atrac-
cion. Use este hecho para mostrar que

F = —kFr.
[Sugerencia: Suponga que la Tierra es homogénea,

esto es, que tiene una densidad constante p. Emplee
masa = densidad X volumen.]

b) Utilice la segunda ley de Newton F' = ma y el resul-
tado del inciso a) para deducir la ecuacién diferencial
d*r )
— 4+ wr=0,
ar*
donde w* = kM/R* = g/R.
¢) Resuelva la ecuacion diferencial del inciso b) si la
masa m se suelta desde el reposo en la superficie de
la Tierra. Interprete su respuesta utilizando R =
3960 mi.

16.3 Ecuaciones lineales no homogéneas

I Introduccion Para resolver una ecuacién diferencial lineal no homogénea
ay” + by' + cy = g), (1)
debemos ser capaces de hacer dos cosas:
i) encontrar la solucién general y.(x) de la ecuacion diferencial homogénea asociada
ay" + by +cy =0,
i) encontrar cualquier solucién particular y, de la ecuacion no homogénea (1).

Como veremos, la solucion general de (1) es entonces y(x) = y.(x) + y,(x). En la seccién anterior
analizamos cémo encontrar y.(x); en esta seccién examinaremos dos métodos para determinar y,(x).

I Soluciones particulares Cualquier funcién y, sin pardmetros arbitrarios que satisfagan (1)
se dice que es una solucion particular de la ecuacion.

]\ [Xe kN Una solucién particular

Vemos que y, = x’ — x es una solucién particular de

y' =y + 6y =6x—3x*+ 1

calculando primero y, = 32— 1y ¥, = 6x. Después, al sustituir la ecuacion diferencial, tene-
mos para todos los nimeros reales x

yy =y + 6y, =6x— (x> = 1) + 6(x — x)
=6x" — 3x% + 1. ]

I La solucion general El teorema siguiente nos dice cémo construir la solucion general de (1).

Teorema 16.3.1 Solucién general

Sea y, una solucién particular de la ecuacién diferencial no homogénea (1) y
Ye(x) = Ciyi(x) + Coy(x)

la solucién general de la ecuacién homogénea asociada.

Entonces la solucion general de la ecuacion no homogénea es

V@) = y(x) + yp(x) = Cryi(x) + Coyn(x) + y, (). 2)

La demostracién de que (2) es una solucion de (1) se deja como ejercicio. Vea el problema 38 en
los ejercicios 16.3.

I Funcion complementaria En el teorema 16.3.1 la solucién de una ecuacién diferencial
homogénea asociada, y.(x) = C,y;(x) + C,y,(x), se denomina funcién complementaria de la

www.FreelLibros.org



16.3 Ecuaciones lineales no homogéneas 879
ecuacion (1). En otras palabras, la solucion general de una ecuacién diferencial lineal no homo-
génea es

y = funcién complementaria + cualquier solucién particular.

I Coeficientes indeterminados Cuando g(x) consiste en

i) una constante k,

ii) un polinomio en x,
iii) una funcién exponencial e*',
iv) sen f3x, cos Bx,

o sumas y productos finitos de estas funciones, es posible encontrar una solucion particular de
(1) mediante el método de coeficientes indeterminados. La idea que subyace en este método o Vea un texto de ecuaciones

es una conjetura, en realidad una adivinanza informada, acerca de la forma de y, motivada por diferenciales para una discu-
los distintos tipos de funciones que forman g(x) y sus derivadas g'(x), g"(x), . . . , g"(x). sién mds completa del méto-
En esta seccién consideramos el caso especial en el que n funciones distintas f;(x) que apa- do de coeficientes indetermi-

. . s . nados.
recen en g(x), y sus derivadas, no se presentan; esto es, no se duplican, en la funcién comple- acos

mentaria y.. Bajo estas circunstancias, puede encontrarse una solucidn particular y, que tenga la
forma

y=Afi0) + A folx) + -+ A, £ (0. (3
Para determinar los coeficientes especificos A;, donde k = 1, . . ., n, sustituimos la expresién en
(3) en la ecuacioén diferencial no homogénea (1). Esto producira n ecuaciones algebraicas linea-
les en n incégnitas Ay, A,, ..., A,.

Los siguientes dos ejemplos ilustran el método bésico.

]3| JNe BV A Solucion general utilizando coeficientes indeterminados

Resuel d—2y+3@+2—42 4
esue Vaa’x2 o T =4 4)

Solucion La funcién complementaria es
y. = Cie™ + Cre &
Ahora, ya que
g =4, g =8 y gW=8-1,
./}(I) ,/E(I) /K-\T‘)
buscamos una solucién particular que tenga la forma basica
yp=Ax2+Bx+C-1. (5)
Diferenciando (5) y al sustituir en la ecuacion diferencial original (4), obtenemos
yp + 3y, + 2y, =24 + 3Q2Ax + B) + 2(Ax> + Bx + O)
= 2Ax* + (6A + 2B)x + ( )
=4x* + Ox +
Puesto que la dltima igualdad se supone que es una identidad, los coeficientes de potencias simi-
lares de x deben ser iguales:
2A =4
6A + 2B =0
2A + 3B +2C = 0.

Al resolver este sistema de ecuaciones se encuentra que A =2, B=—6y C = 7. De tal modo,
= 2x? — 6x + 7y por (2) la solucién general de la ecuacién diferencial no homogénea es

Y=Y+ y, = Ce "+ Coe ™ + 2x* — 6x + 7. ™
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880 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

A]\Y[JXe BN Solucion general utilizando coeficientes indeterminados
Resuelva y” + 2y’ + 2y =—10xe™ + 5 sen x.

Solucién Las raices de la ecuacién auxiliar m*> + 2m + 2 =0 son m; = —1 + iy m, =
—1 — i, por lo que

y. = e *(C; cos x + C, sen x).
En este caso,
g(x) = —10xe* + 5 senx y g(x) = —10xe* — 10e* + 5 cos x.
N ) N "
JSi(x) fox) J(x) /4(\)

Las derivadas de orden superior no generan ninguna nueva funcién y esto sugiere que es posible
encontrar una solucién de la forma

y, = Axe" + Be* + Csenx + D cos x.
Al sustituir y, en la ecuacién diferencial y simplificando, tenemos

vy + 2y, + 2y, = 5SAxe* + (4A + 5B)e* + (C — 2D)senx + (2C + D)cos x

—10xe* + 5 sen x.

El sistema de ecuaciones correspondientes es

5A = —10
4A + 5B =0
C—-2D=5
2C+ D=0,

porloque A=-2,B= %, C=1y D = —2. De tal modo, una solucién particular es
y, = —2xe" + %ex + senx — 2 cos x,
y la solucién general resulta

y=e *(C,ycosx + C,senx) — 2xe* + %e" + senx — 2 cos X. [ |

I Variacion de parametros Como se mencioné en el inicio de esta discusion, el método de
coeficientes indeterminados se limita al caso en el que g(x) es una suma o producto finito
de constantes, polinomios, exponenciales e*, senos y cosenos. En general, el método de coefi-
cientes indeterminados no producird una solucién particular de (1) para funciones tales como
1 -1
glx) = v gx) =Inx, g(x) = tan x y g(x) = sen” " x.

El método que consideraremos a continuacion, denominado variacion de parametros, produci-
rd una solucion particular y, siempre que pueda resolverse la ecuacién homogénea asociada.

Empezamos nuestra discusion de este método poniendo la ecuacién diferencial no homogé-
nea en (1) en la forma estandar

Y+ Py + Qy = f(x)

dividiendo ambos lados de la ecuacién por el primer coeficiente a. Después, dejamos que y; y y, sean
soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea asociada (2); asi que

YitPyi+0y =0 'y yitPypt+On=0
Después de esto preguntamos: ;es posible encontrar dos funciones u; y u, de manera que
Yp = u (X)y1(x) + ux(x)y,(x) (6)

sea una solucion particular de (1)? Advierta que nuestra suposicién para y, tiene la misma forma
que y. = Cyy; + Cyy,, aunque hemos sustituido C; y C, por los “pardmetros de la variable” u; y
u,. Debido a que estamos buscando dos funciones desconocidas u; y u,, la razén nos indica que
necesitamos dos ecuaciones.
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16.3 Ecuaciones lineales no homogéneas

Al emplear la regla del producto para diferenciar (6) dos veces, obtenemos
Yp = wiyi Tyt + ouayy + yous
Yp = wyi + vy oyui oy +oupys + yous + youz + uys.
Al sustituir (6) y las derivadas anteriores en la forma estdndar de la ecuacién diferencial y agru-
par términos, se obtiene
Yo+ Py, + Oy, = w[y7 + Pyp + Oyi] + woly2 + Pyy + Oy,]
— ~
cero Ccero
tywy iyt + youy + sy + Plyuy + your] + yiuh + yous

d ! d ! ! ! i ! i !
= a[)’lul] + E[)’zuz] + Plyuy + yuy] + yiuy + yous

d ! ’ ! ! ! ! ! !
= E[)ﬁul + yus] + Py + yus] + yiuy + yus = f(x). @)

En este punto hacemos la suposicién de que u, y u, son funciones para las cuales y,u; + y,u5= 0.
Esta suposicién no sale de la nada sino de los primeros dos términos en (7), puesto que
yiuy + yuy = 0, entonces (7) se reduce a yu; + ysus = f(x). Ahora tenemos nuestras dos ecua-
ciones deseadas, aunque dos ecuaciones para determinar las derivadas u; y us. Por la regla de
Cramer, la solucion del sistema

yiuy + yus =0
yiuy + yiuy = f(x)

puede expresarse en términos de determinantes de 2 X 2:

’ 0 Y2 AJ 0

X ! / X

IR v - i sl )
Yi »2 i
iy yiooy

El determinante Y

, | recibe el nombre de wronkskiano y suele denotarse mediante W.
Yio 2

=] 3\ |JXel"8 Solucién general utilizando variaciéon de pardmetros
Resuelva 4y” + 36y = csc 3x.

Solucion Para usar (6) y (8) es necesario escribir primero la ecuacion diferencial en forma
estandar. Para ese fin empezamos dividiendo la ecuacion dada por el coeficiente de y”:

y' + 9y = %csc 3x.

Puesto que las raices de la ecuacién auxiliar m> + 9 = 0 son m; = 3i y m, = —3i, la funcién
complementaria es

y. = C, cos 3x + C, sen 3ux.

Identificando y; = cos 3x y y, = sen 3x, vemos que el wronkskiano es

W= cos 3x sen 3x _
—3sen3x 3 cos3x
De (8) encontramos
0 sen 3x
. icsc 3x 3 cos 3x _ (sen 3x)(%csc 3x) 1
e % - 3 D)

cos 3x 0
—3sen3x josc3x|  (cos 3x)(zesc 3x) 1 cos 3x

w 3 12 sen3x’
www.FreelLibros.org
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882 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

Integrando u] y uj se produce

U = —5x y u, = 3:In|sen 3x|.
Por tanto,
Y = —15x cos 3x + 3:(sen 3x)In |sen 3x],
y la solucién general es
y =Y.+ y,=Ccos3x + C,sen3x — 15 cos 3x + 3¢(sen 3x)In [sen 3x|. ]

I Constantes de integracion Al calcular las integrales indefinidas de u{ y u5, no es necesario
introducir ninguna constante. Para ver lo anterior, suponga que a; y a, son constantes introduci-
das en la integracion de u{ y u5. Entonces la solucién general y = y, + y, se convierte en

Ve Vp

——
y=Ciy + Gy, + (uy + a)y, + (uy + ar)y,
= (Cy + a)y; + (G, + ar))y, + uyy, + uyy,
=y ooy T ouy oy,

donde ¢, = C; + a,y ¢c; = C, + a, son constantes.

SO ®Y Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48.

= Fundamentos

En los problemas 1-10, resuelva la ecuacién diferencial dada
por coeficientes indeterminados.
1. y" — 9y =54 2. 2y" —7y' + 5y =-29
Vi+4y +dy=2x+6 4y -2y +y=x+4x

y" + 25y = 6 senx 6. v —dy =Te*

V' =2y —3y=4e"+2° 8. y' +y +y=x%+3
y" — 8y' + 25y = ¢ — 6 cos 2x

10. y" — 5y' + 4y = 2 senh 3x

L2 W

En los problemas 11 y 12, resuelva la ecuacioén diferencial
dada por coeficientes indeterminados sujetos a las condicio-
nes iniciales y(0) = 1y y'(0) = 0.

11. y" — 64y = 16 12. y" + 5y — 6y = 10e*

En los problemas 13-32, resuelva la ecuacién diferencial dada
por variacion de pardmetros.

13. y" + y=secx 14. y" + y =tan x

15. y” + y = senx 16. y" + y = sec x tan x
17. y" + y = cos’ x 18. y" + y =sec’x

19. y" — y = cosh x 20. y" — y = senh 2x
21. y" — 4y = e¥/x 22. y" — 9y = 9xe >
23. y" + 3y + 2y =1/ + €%

24. y" — 3y + 2y = e¥/(1 + &Y

25. y" + 3y’ + 2y = sen¢é’

26. y" — 2y + y = ¢ arctan x

27. y" =2y +y=¢/(1 +x)

28. y" — 2y + 2y =e'secx
29. vy + 2y + y=¢ *lnx
30. y" + 10y' + 25y = ¢ '%/x?
31. 4" —4y' + y=8e * + x

32. 4y" — 4y +y= PV — 22

En los problemas 33 y 34, resuelva la ecuacién diferencial

dada por variacién de pardmetros sujetos a las condiciones

iniciales y(0) = 1y y'(0) = 0.

4. 2y" +y —y=x+1

35. Dado que y; = xy ¥, = x In x son soluciones linealmente
independientes de x*y” — xy’ + y = 0, emplee variacién
de pardmetros para resolver x?y” — xy’ + y = 4xInx para
x> 0.

36. Dado que y, = x* y y, = x° son soluciones linealmente
independientes de x*y” — 4xy’ + 6y = 0, use variacién
de pardmetros para resolver x*y” — 4xy’ + 6y = 1/x
parax > 0.

33. y" —y = xe'

= Aplicaciones

37. Puesto que el fosfato es a menudo un nutriente limitante
para el crecimiento de algas en lagos, en el manejo de la
calidad del agua es importante ser capaces de predecir
la entrada de fosfato en lagos. Una fuente es el sedimen-
to en el lecho del lago. Un modelo matematico que des-
cribe la concentracion del fosfato en el sedimento del
lecho de un lago es la ecuacion diferencial

&C _ Clx) = C(0)
dx? A2 ’
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donde C(x) es la concentracién de fosfato a una profun-
didad x desde la superficie del sedimento, C(>0) es la
concentracion de equilibrio a profundidad “infinita”, esto
es, C(©) = lim,_,.oC(x), y A > 0 es un pardmetro de
“norma de espesor” de la porosidad del sedimento, el
coeficiente de difusién del ion fosfato y una tasa de
absorcion constante. Resuelva esta ecuacién diferencial
sujeta a la condicién inicial C(0) = 0.

= Piense en ello

38. Siy.y y, son la funcién complementaria y la solucién
particular, respectivamente, de la ecuacidén diferencial no

16.4 Modelos matematicos

39.

40.

16.4 Modelos matematicos 883

homogénea (1), demuestre que y = y. + y, es una solu-

cién de (1).

a) Demuestre que la solucién particular de la forma
¥, = Ae" no puede encontrarse para la ecuacion dife-
rencial y” + 2y’ — 3y = 10¢".

b) Encuentre una solucion particular de la ecuacion dife-
rencial en el inciso a) de la forma y, = Axe".

¢) Encuentre la solucién general de la ecuacion diferen-
cial del inciso a).

Utilice coeficientes indeterminados y las ideas del pro-
blema 39 para encontrar la solucién general de

X X

V' —y=e " —¢.

I Introduccion Una importante rama de las matematicas implica el estudio de sistemas dind-
micos, sistemas en general que cambian o evolucionan con el tiempo. Mds precisamente, un sis-
tema dindmico consiste en un conjunto de variables dependientes del tiempo, denominadas
variables de estado, junto con una regla que nos permite determinar el estado del sistema (que
puede ser un estado pasado, presente o futuro) en términos de un estado prescrito en algtin tiem-

po .

En esta seccién nos concentramos primero en un modelo matemadtico de uno de tales siste-
mas dindmicos —un sistema de masa/resorte— cuyo estado (posicién x y velocidad dx/dt de
la masa) en cualquier tiempo futuro r > 0 depende de las condiciones iniciales x(0) = x, y
x'(0) = x;. Las condiciones iniciales representan el estado de la masa en el tiempo ¢ = 0.
Introducimos después un sistema andlogo que puede usarse para modelar circuitos eléctricos.

I Ley de Hooke Suponga, como en la FIGURA 16.4.1b), una masa m; unida a un resorte flexible
suspendido de un soporte rigido. Cuando m; se sustituye por una masa diferente m,, la cantidad
de alargamiento o elongacion del resorte serd desde luego diferente.

soporte rigido

resorte sin
estiramiento

en reposo
a) b)
FIGURA 16.4.1 Un sistema masa-resorte

)

Por la ley de Hooke, el resorte mismo ejerce una fuerza restauradora F opuesta a la direccién de
elongacién y proporcional a la cantidad de elongacién s. Enunciado de manera simple, F' = ks,
donde k es una constante de proporcionalidad. Aunque masas con diferentes pesos alargaran un
resorte en diferentes cantidades, el resorte se caracteriza esencialmente por medio del nimero k.
Por ejemplo, si una masa que pesa 10 1b alarga un resorte 3 pie, entonces

10 =k-3  implica  k = 20 Ib/pie.

Consecuentemente, una masa que pese 8 Ib alarga al mismo resorte s =4 = % pie.
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884 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

I Segunda ley de Newton Luego de que una masa m se una a un resorte, alargard el resorte en
una cantidad s y alcanzara una posicion de equilibrio en la cual su peso W esta equilibrado por
la fuerza restauradora ks. Recuerde que el peso esta definido por W = mg, donde la masa m se
mide en slugs, kilogramos o gramos, y g = 32 pies/s®, 9.8 m/s*, 0 980 cm/s?, respectivamente.
Como se indica en la FIGURA 16.4.25), la condicion de equilibrio es mg = ks o mg — ks = 0.

sin
estiramiento

posicién

de equilibrio
mg—ks =0
movimiento
a) b) <)

FIGURA 16.4.2 Un sistema masa-resorte en equilibrio y en movimiento

Si la masa se desplaza después en una cantidad x desde su posicién de equilibrio y se suelta, la
fuerza neta F en este caso dindmico estd dada por la segunda ley de movimiento de Newton,
F = ma, donde a es la aceleracion dx/dt>. Suponiendo que no hay fuerzas retardadoras que
acttan sobre el sistema y que la masa vibra sin influencia de otras fuerzas externas —movimien-
to libre—, podemos igualar F con la fuerza resultante del peso y la fuerza restauradora:
mdfzxz—k(s+x)+mg=—kx+mg—ks=—kx (D
dr? ——— '

cero

El signo negativo en (1) indica que la fuerza restauradora del resorte actia opuesta a la direccién
FIGURA 16.4.3 Desplazamientos de movimiento. Ademds, debemos adoptar la convencién de que los desplazamientos medidos
negativo y positivo debajo de la posicién de equilibrio son positivos. Vea la FIGURA 16.4.3.
I Movimiento subamortiguado libre Al dividir (1) entre la masa m obtenemos la ecuacién
diferencial de segundo orden
d*x k d*x
—+—x=0 ) =+ wx=0, )
> m

donde w* = k/m. Se afirma que la ecuacién (2) describe el movimiento arménico simple, o
movimiento subamortiguado libre. Hay dos condiciones iniciales evidentes asociadas con esta
ecuacion diferencial:

xO0) =50 | =, 3)

que representan la cantidad de desplazamiento inicial y de velocidad inicial, respectivamente.
Por ejemplo, si s, > 0, vy < 0, la masa empezaria desde un punto debajo de la posicion de
equilibrio con una velocidad impartida hacia arriba. Si sy, < 0, vy = 0, la masa se liberaria
desde el reposo a partir de un punto |s,| unidades arriba de la posicién de equilibrio, etcétera.

I La solucion y la ecuacion de movimiento Para resolver (2) notamos que las soluciones de la
ecuacion auxiliar m> + w® = 0 son los niimeros complejos
m; = wi, m, = —wi.
De tal modo, de (6) de la seccién 16.2 encontramos que la solucién general de la ecuacion es
x(t) = C, cos wt + C, sen wt. 4)

El periodo de vibraciones libres descritas por (4) es T = 2m/w y la frecuencia es
f=1/T = w/27. Por iltimo, cuando se usan las condiciones iniciales (3) para determinar las
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constantes C; y C, en (4), afirmamos que la solucién particular resultante es la ecuacién de
movimiento de la masa.

4] 3\ I4Me Bl Un sistema que describe el movimiento arménico simple

Resuelva e interprete el problema de valores iniciales

2
% Fl6x=0,  x(0) = 10,x(0) = 0.
1

Solucion El problema es equivalente a jalar una masa en un resorte 10 unidades hacia abajo de
la posicion equilibrio, sosteniéndola hasta + = 0, y después soltdndola desde el reposo. La apli-
cacion de las condiciones iniciales a la solucién

x(t) = C, cos 4t + C, sen 4t
da x(0)=10=C; -1+ C,-0,

de manera que C, = 10, y consecuentemente,

x(t) = 10 cos 4t + C, sen 4t
x'(f) = —40 sen 4t + 4C, cos 4t
x'(0) =0=4¢C, - 1.
La ultima ecuaciéon implica que C, = 0, por lo que la ecuacién de movimiento es x(f) =
10 cos 4t.
La solucién muestra claramente que una vez que el sistema se pone en movimiento, se man-
tiene en movimiento con la masa rebotando arriba y abajo 10 unidades con respecto a la posi-

cién de equilibrio x = 0. Como se ilustra en la FIGURA 16.4.4b), el periodo de oscilacién es
2m/4 = /2 s. [ |

I Movimiento amortiguado libre La discusién del movimiento arménico simple del ejemplo 1
es un poco irreal. A menos que la masa esté suspendida en un vacio perfecto, habrd una fuerza de
resistencia debida al medio circundante. Por ejemplo, como muestra la FIGURA 16.4.5, la masa m
podria estar suspendida en un medio viscoso o conectada a un dispositivo de amortiguamiento
hidraulico. En el estudio de la mecdnica, las fuerzas de amortiguamiento que actian sobre un
cuerpo se consideran proporcionales a la potencial de la velocidad instantdnea. En particular,
supondremos que esta fuerza estd dada por un mdltiplo constante de dx/dr. De tal modo, si no se
aplican otras fuerzas externas sobre el sistema, se deduce de la segunda ley de Newton que

m® S =~k = B, 5)

donde B es una constante de amortiguamiento positiva y el signo negativo es una consecuencia del
hecho de que la fuerza de amortiguamiento actda en una direccién opuesta al movimiento. Cuando
dividimos (5) por la masa m, la ecuacién diferencial del movimiento amortiguado libre es
d’x  Badx &k d’x dx
—+—-—"+—x=0 o S +2Q +wx=0, (6)
a2 mdt m dr? dt
donde 2A = B/m y w* = k/m. El simbolo 2\ se usa sélo por conveniencia algebraica, puesto
que la ecuacioén auxiliar es m> + 2Am + »? = 0y las raices correspondientes son entonces

m = —A+ VA2 — o, m=-1— VA — o’
Cuando A> — w? # 0 la solucién de la ecuacién diferencial tiene la forma
_x(t = e*)tl(cle\//\szzt + C2€7 )\mezt)’ (7)

y vemos que cada solucién contendrd el factor de amortiguacién e *, A > 0. (Como se mues-
tra abajo, éste también es el caso cuando A2 — w? = 0.) Asi, los desplazamientos de la masa lle-
gardn a ser despreciables conforme aumente el tiempo. A continuacién se consideran los tres
casos posibles determinados por el signo algebraico de A> — w?.

CASOI: A*—w”>0 Aquflas raices de la ecuacién auxiliar son reales y distintas y el sistema se
dice que est4 sobreamortiguado. Se demuestra ficilmente que cuando A — w? > 0, B> > 4km,
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masa debajo de la

2 | Boswlon de equilibrio

AN
+ + + + t
-10

N x =10 cos 41
masa sobre la
posicién de equilibrio
b)
FIGURA 16.4.4 Movimiento
armonico simple del sistema
masa-resorte del ejemplo 1

FIGURA 16.45 Un sistema
masa-resorte con movimiento
arménico amortiguado
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~

a)

b)
FIGURA 16.46 Movimiento
sobreamortiguado de un sistema
masa-resorte

1 |
—

a)

b)
FIGURA 16.4.7 Movimiento
criticamente amortiguado de
un sistema masa-resorte

XT\
. /
I

FIGURA 16.48 Movimiento sub-
amortiguado de una masa-resorte

por lo que la constante de amortiguamiento /3 es grande cuando se compara con la constante k del
resorte. La correspondiente ecuacién de movimiento estd dada por (7):

x(t) = eiA’(Cle“AL‘”Z’ + Che ’\27“’2’).

Dos posibles gréficas de x() se muestran en la FIGURA 16.4.6, ilustrando el hecho de que el movi-
miento de la masa es no oscilatorio y rdpidamente se mueve hacia la posicion de equilibrio.

CASOIl: A\ —w’=0 Aquim; = m, = —\y se dice que el sistema est4 criticamente amor-
tiguado, puesto que cualquier reduccién ligera en la fuerza de amortiguamiento resultaria en un
movimiento oscilatorio. La solucién general de (6) es

x(f) = Cie™' + Cyte™
0 x() = e MC, + Cob). (®)
Algunas gréficas del movimiento tipico se presentan en la FIGURA 16.4.7. Advierta que el movi-

miento es bastante similar al de un sistema sobreamortiguado. También es claro de (8) que la
masa puede pasar por la posicioén de equilibrio al menos una vez.

CASOIll: A*—w?<0 En este caso tenemos B> < 4km, por lo que la constante de amortigua-
miento es pequefia comparada con la constante k del resorte, y se dice que el sistema estd sub-
amortiguado. Las raices m; y m, son en este caso nimeros complejos:

m1=_/\+ vwz—)tzi, m, = — —vwz—)\zi,

por lo que la ecuacién de movimiento dada en (7) puede escribirse como

x(t) = e M(Cy cos Vw® — A%t + C, senVa® — A*1). 9)

Como se indica en la FIGURA 16.4.8, el movimiento descrito por (9) es oscilatorio, aunque debido
al coeficiente e~ vemos que las amplitudes de vibracién — 0 cuando ¢ — 0.

A3\ Nl A Un sistema con movimiento criticamente amortiguado

Una masa que pesa 8 libras estira un resorte 2 pies. Suponiendo que sobre el sistema actia una
fuerza de amortiguamiento numéricamente igual a dos veces la velocidad instantdnea, determi-
ne la ecuacion de movimiento si la masa se suelta desde la posicién de equilibrio con una velo-
cidad hacia arriba de 3 pies/s. Determine el tipo de amortiguamiento exhibido por el sistema y
grafique la ecuacién de movimiento.

Soluciéon De la ley de Hooke tenemos

8§=k-2 asi que k = 4 Ib/pie,
ydem = W/g,
_8 1
m =35 = yslug.

Puesto que la constante de amortiguamiento es 8 = 2, la ecuacién diferencial de movimiento es

1d> dx d’x dx _
4 4x 2dt 0 dt2+8dt+l6x_0'

En vista de que la masa se suelta desde la posicién de equilibrio con una velocidad hacia arriba
de 3 pies/s, las condiciones iniciales son

- ) _
X0 =0, gl =3

Como la ecuacion auxiliar de la ecuacion diferencial es
m>+8m+ 16 = (m + 4> =0,

tenemos m; = m, = —4, y el sistema estd criticamente amortiguado. La solucién general de la
ecuacion diferencial es

x(t) = Cie™ + Cyte™.
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La condicion inicial x(0) = 0 implica de inmediato que C, = 0, en tanto que al usar x'(0) = —3
se obtiene C, = —3. De tal modo, la ecuacién de movimiento es
x(t) = —3te ™.

Para graficar x(f) encontramos el tiempo en el cual x'(r) = 0:

X)) = =3(—4te™™ + ¢ ) = —3e (1 — 4p).

Claramente, x'(r) = 0 cuando ¢ = §, y el desplazamiento correspondiente es
x(ﬁ) = —2¢1 = —0.276 pie.

Como se ilustra en la FIGURA 16.4.9, interpretamos que este valor significa que el peso alcanza una
altura méaxima de 0.276 pie sobre la posicioén de equilibrio. |

A\ [JNe BN Un sistema con movimiento subamortiguado

Una masa que pesa 16 Ib se une a un resorte de 5 pies de largo. En equilibrio el resorte mide 8.2
pies. Si la masa se empuja hacia arriba y se suelta desde el reposo en un punto a 2 pies por arri-
ba de la posicién de equilibrio, encuentre los desplazamientos x(7) si se sabe ademds que el
medio circundante ofrece una resistencia numéricamente igual a la velocidad instantdnea.
Determine el tipo de amortiguamiento exhibido por el sistema.

Solucién La elongacién del resorte después de que se une el peso es 8.2 — 5 = 3.2 pies, por lo
que se sigue de la ley de Hooke que

16 = k-(3.2) y k = 5 Ib/pie.
) _16_1 -
Ademis, m=35=5 slug y B =1,
por lo que la ecuacién diferencial estd dada por
1 d’x dx d’x dx _
5? E 0 E"FZE'FlOX—O.

Esta dltima ecuacidn se resuelve sujeta a las condiciones iniciales

dx
x(0) = =2, di |~ 0.
Prosiguiendo, encontramos que las raices de m*+2m+10=0 son m; = —1+3i y m, =

—1 — 34, lo cual implica entonces que el sistema estd subamortiguado y

x(f) = e '(C; cos 3t + C, sen 3¢).

Ahora
x(0) = =2 =C,
x(f) = e '(—=2 cos 3t + C, sen 31)
x'(t) = e'(6 sen 3t + 3C, cos 3r) — e '(—2 cos 3t + C, sen 31)
x'(0)=0=3C,+2,
lo cual produce C, = —3. De tal modo, la ecuacién de movimiento es

x(f) = e7(—2 cos 3t — 3sen 31). m

I Movimiento forzado Suponga que ahora tomamos en consideracion una fuerza externa f(r)
que actda sobre una masa vibrante en un resorte. Por ejemplo, f(f) podria representar una fuerza
accionadora que produjera un movimiento vertical oscilatorio del soporte del resorte. Vea la FIGU-
RA 16.4.10. La inclusion de f(¢) en la formulacion de la segunda ley de Newton produce
d*x dx
m' 5= ke = B+ 0,
www.FreelLibros.org
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la posicién de equilibrio
FIGURA 16.4.9 Grifica de la
ecuacion de movimiento del
ejemplo 2

FIGURA 16.4.10  Un sistema
masa-resorte forzado
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por lo que

d’x  Badx  k @) d’x dx 2
=4 =4 —x = — 4+ 2\ + = 1
i m dr mx P ) " 2A dr wx = F(), (10)
donde F(f) = fit)/m y, como antes, 2A = 3/m y w” = k/m. Para resolver la tltima ecuacién no
homogénea, podemos emplear el método de coeficientes indeterminados o el de variacién de
parametros.
El siguiente ejemplo ilustra el movimiento forzado sin amortiguamiento.

[=8]5)7|JXel"8 Un sistema con movimiento forzado
Resuelva el problema de valores iniciales

e A Fy=
P w’x = F, sen vt, » = constante,
dx
x(0) =0, — =0.
( dt |;—o

Solucién La funcién complementaria es x.(f) = C; cos wt + C, sen wt. Para obtener una solu-
cién particular requerimos que y # @ y usamos el método de coeficientes indeterminados.
Entonces, suponiendo x, = A cos yt + B sen yt, tenemos

x, = —Aysenyt + By cos yt
X, = —Avy? cos yt — By?*sen yt
xy + wx, = A(w> — y?) cos yt + B(w® — y?) sen yt

= Fysen yt.
. Ky
Se sigue que A=0y B=—".
W=y
Fy
Por tanto, X, () = ———, sen yt.
W —

Aplicando las condiciones iniciales dadas a la solucién general

F,
x(t) = C,cos wt + C, sen wt + % sen yt
=y
se obtiene C; = 0y C, = —yF,/w(w® — v?). De esta manera, la ecuacién de movimiento del
sistema forzado es

F
xX(f) = L (—ysenwt + wsenyn), y# o. anm
w

(@ =)
I Resonancia pura Aunque (11) no estd definida para y = w, es interesante observar que su
valor limite cuando y — w puede obtenerse aplicando la regla de L’Hopital. Este proceso de
limite es andlogo a “sintonizar” la frecuencia de la fuerza accionadora y/27 a la frecuencia
de las vibraciones libres w/27r. Por intuicién esperamos que, sobre una longitud de tiempo, sea-
mos capaces de aumentar de manera sustancial las amplitudes de vibracién. Para y = w, defini-
mos la solucién como

—vy sen wt + w sen yt

x(f) = lim F,
O T @ = )

di[—y sen wt + w sen yt]

= Fylim « por laregla de L’Hopital
B K2 ()
dy! Y]
. —senwt + wt cos yt
= F() Iim
y—ow —2wy
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Fy
= F(sen w! — wt Cos wt)
w

F, F,
= % senwt — =21 cos wt. (12)
2w2 2(1)

Como se sospecha, cuando # — 00 estos desplazamientos se vuelven grandes; de hecho, |x(#)| — 0.
El fenémeno que acabamos de describir se conoce como resonancia pura. La grafica en la FIGU-
RA 16.4.11 presenta el movimiento caracteristico en este caso.

Debe notarse que no hay necesidad real de usar un proceso de limite en (11) para obtener la
solucién de y = w. De modo alterno, (12) se deduce al resolver el problema de valores iniciales
&’ + w’x = Fy senwt, x(0) =0, & _ 0

dt2 dt =0
directamente por métodos convencionales.

I Analogo de circuito en serie En conclusion, examinamos otro sistema fisico que puede
modelarse mediante una ecuacion diferencial lineal de segundo orden similar a la ecuacién dife-
rencial de un sistema masa-resorte forzado con amortiguamiento:

d*x dx _
mdt2 + Bdt + kx = f(1).

Si i(f) denota la corriente en el circuito eléctrico en serie LRC que se muestra en la FIGURA
16.4.12a), entonces las caidas de voltaje en el inductor, resistor y capacitor son como se muestran
en la figura 16.4.12b). Por la segunda ley de Kirchhoff, la suma de estos voltajes es igual al vol-
taje E(t) ejercido sobre el circuito; esto es,

di

L*-i-Ri+1

dt 4= EW.

13)
Puesto que la carga g(f) sobre el capacitor se relaciona con la corriente i(¢) por i = dg/dt, (13)
se convierte en la ecuacién diferencial lineal de segundo orden
d’q  dg
— +R— +
L dr* R dt

1

Eq = E(1).

(14)
Excepto por la interpretacion de los simbolos utilizados en (10) y (14), no hay diferencia entre
las matematicas de los resortes vibrantes y los circuitos en serie simples. Incluso gran parte de
la terminologia es la misma. Si E(f) = 0, se dice que las vibraciones eléctricas del circuito son
libres. Puesto que la ecuacion auxiliar para (14) es Lm* + Rm + 1/C = 0, habra tres formas de
solucién cuando R # 0, dependiendo del valor del discriminante R* — 4L/C. Afirmamos que el
circuito es

sobreamortiguado si R? — 4L/C > 0,
criticamente amortiguado si  R* — 4L/C = 0,
y sin amortiguamiento si R* — 4L/C < 0.

En cada uno de estos tres casos, la solucién general de (14) contiene el factor e %/t y por ello

la carga g(t) — 0 cuando t — 0. En el caso sin amortiguamiento, cuando al menos la carga ini-
cial o la corriente inicial no son cero, la carga en el capacitor oscila conforme decae. Esto es, el
capacitor se carga y descarga cuando  — 00.

]S\ [N Un circuito en serie

Determine la carga ¢(¢) en el capacitor en un circuito en serie LRC cuando L = 0.25 henry (h),
R = 10 ohms (), C = 0.001 farad (f), E(r) = 200 sen 40z volts (V), g(0) = 3 coulombs (C) e
i(0) = 0 amperes (A).

Solucién Puesto que 1/C =1 000, la ecuacién (14) se vuelve

1q" + 10" + 1 000g = 200 sen 40z
0 q" + 40g" + 4000 = 800 sen 40z.
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FIGURA 16.4.11
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FIGURA 16.4.12 Un circuito
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o Recuerde que la corriente i es la
derivada de la carga ¢, por lo
que es lo mismo decir que una
de las condiciones iniciales no

€S cero.
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Efecto de rompimiento por

El circuito no tiene amortiguamiento debido a que las raices de la ecuacién auxiliar son nime-

ros complejos m; = —20 + 60iy my, = —20 — 60i. De tal modo, la funcién complementaria de
—20¢,

la ecuacién diferencial es g.(f) = e

(cy cos 60¢ + ¢, sen 60¢). Para determinar una solucién par-
ticular g, empleamos coeficientes indeterminados y asumimos una solucién de la forma g,
A sen 40t + B cos 40z. Al sustituir esta expresion en la ecuacion diferencial encontramos A = 73

3

yB = —%. Asi, la carga en el capacitor es

q(t) = e (¢, cos 601 + ¢, sen 601) + 5 sen 40t — 5 cos 40¢.

Aplicando las condiciones iniciales ¢(0) = 3 e i(0) = ¢'(0) = 0, obtenemos ¢,

de modo que

qt) = e (1

&

dr*

NOTAS DESDE EL AULA

_ 41 — 3
= 13Y = 30

cos 607 + 22 sen 60t) + 7 sen 40t — 5 cos 40r. u

i) Las vibraciones acusticas pueden ser tan destructivas como las grandes vibraciones meca-
nicas. En comerciales de television, cantantes de jazz han causado la destruccién de una
pequeia copa de vino. Los sonidos de los érganos y los flautines se sabe que agrietan

{;‘ 4 vidrios de ventanas.

Entonces el pueblo grito y los sacerdotes tocaron las trompetas; y sucedio que cuando el

abajo... (Josué 6:20)

pueblo oyé el sonido de la trompeta el pueblo grité6 a gran voz y la muralla se vino

(La potencia de la resonancia acustica provocé el derrumbe de la muralla de Jeric6? Es
la conjetura de algunos eruditos contemporaneos.

ii) El fendmeno de la resonancia no siempre es destructivo. Por ejemplo, es la resonancia de

resonancia acustica

AL XY Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48.

= Fundamentos

un circuito eléctrico lo que permite que un radio se sintonice en una estacién especifica.

En los problemas 1 y 2, enuncie en palabras una interpreta-
cion fisica del problema de valores iniciales indicado.

1.

2.
3.

Sx"+3x=0; x(0)=—3,x'(0) = -2

=x" +4x =0; x(0)=0.7,x'(0) =0

Una masa que pesa 8 1b unida a un resorte presenta movi-
miento arménico simple. Determine la ecuacién de mo-
vimiento si la constante de resorte es 1 1b/pie y si la masa

se suelta 6 pulg debajo de la posicién de equilibrio con
una velocidad hacia abajo de 3 pies/s.

Una masa que pesa 24 Ib unida a un resorte presenta
movimiento arménico simple. Cuando se pone en el
resorte, la masa lo alarga 4 pulg. Determine la ecuacién
de movimiento si la masa se suelta desde el reposo en un
punto a 3 pulg encima de la posicién de equilibrio.

Una fuerza de 400 N alarga 2 m un resorte. Una masa de
50 kg unida al resorte presenta movimiento arménico
simple. Determine la ecuacién de movimiento si la masa
se suelta desde la posicion de equilibrio con una veloci-
dad hacia arriba de 10 m/s.

Una masa que pesa 2 1b unida a un resorte exhibe movi-
miento armoénico simple. En # = 0 la masa se suelta desde
un punto a 8 pulg debajo de la posicion de equilibrio con una

velocidad hacia arriba de § pies/s. Si la constante del resorte
es k = 4 Ib/pie, encuentre la ecuaciéon de movimiento.

En los problemas 7 y 8, enuncie en palabras una interpreta-
cién fisica del problema de valores iniciales indicado.

7.

8.
9.

10.

dx

1. ’ — 0 —
ex” +2x" +x=0; x(0)=0, dr |,

=-15
BX"+x +2x=0; x0)=-2,x(0) =1

Una masa que pesa 4 libras unida a un resorte exhibe
movimiento amortiguado libre. La constante de resorte es
2 lb/pie y el medio ofrece una resistencia al movimiento
de la masa numéricamente igual a la velocidad instantanea.
Si la masa se suelta desde 1 pie arriba de la posicién de
equilibrio con una velocidad hacia abajo de 8 pies/s, deter-
mine el tiempo en que la masa pasa por la posicién de
equilibrio. Encuentre el tiempo en el cual la masa alcanza
su desplazamiento maximo desde la posicion de equilibrio.
(Cual es la posicion de la masa en ese instante?

Una masa de 40 g alarga 10 cm un resorte. Un dispositi-
vo de amortiguamiento imparte una resistencia al movi-
miento numéricamente igual a 560 veces la velocidad
instantdnea. Encuentre la ecuacién de movimiento libre
si la masa se suelta desde la posicioén de equilibrio con
una velocidad hacia abajo de 2 cm/s.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Después de que una masa con 10 1b de peso se une a un
resorte de 5 pies, el resorte mide 7 pies. La masa se quita
y se sustituye por otra masa que pesa 8 1b y después el
sistema completo se pone en un medio que ofrece una
resistencia numéricamente igual a la velocidad instanté-
nea. Determine la ecuacién de movimiento si la masa se
suelta  pie debajo de la posicién de equilibrio con una
velocidad hacia abajo de 1 pie/s.

Una masa que pesa 24 Ib alarga un resorte 4 pies. El movi-
miento subsecuente ocurre en un medio que ofrece una
resistencia numéricamente igual a 3 (8 > 0) veces la
velocidad instantdnea. Si la masa parte desde la posicion
de equilibrio con una velocidad hacia arriba de 2 pies/s,
demuestre que si S > 3V2, la ecuacién de movimiento es

-3 _ 2
x(t) = 7\/27e 213 senh 3 B> — 181.
B — 18
Una masa que pesa 10 Ib estd unida a un resorte que lo alar-
ga 2 pies. El sistema se pone después en movimiento en un
medio que ofrece una resistencia numéricamente igual a
B (B > 0) veces la velocidad instantanea. Determine los

valores de 3 de manera que el movimiento sea

a) sobreamortiguado,
b) criticamente amortiguado y
¢) sin amortiguamiento

Cuando una masa de 1 slug se une a un resorte lo alarga
2 pies y después queda en reposo en la posiciéon de equi-
librio. Empezando en ¢t = 0, una fuerza externa igual a
f () =8 sen 4t se aplica al sistema. Encuentre la ecuacion
de movimiento si el medio circundante presenta una fuer-
za de amortiguamiento numéricamente igual a ocho ve-
ces la velocidad instantdnea.

Resuelva el problema 14 cuando f(f) = e ' sen 4¢. Analice
los desplazamientos para t — 0Q.

Resuelva e interprete el problema de valores iniciales:
d’x dx
— +9x =5sen3t, x(0)=2, — = 0.
dr? © dt |—

Determine la carga en el capacitor de un circuito en serie
LRC en t = 0.01s cuando L = 0.05h, R =20, C =
0.01 f, E(r) =0V, g(0) =5 C e i(0) = 0 A. Determine
la primera vez en la cual la carga en el capacitor es igual
a0.

Encuentre la carga en el capacitor de un circuito en serie
LRC cuando L = 1 h, R =20Q, C = 555f, E() =0V,
q(0)=4 Cei(0) = 0 A. ;La carga en el capacitor algu-
na vez es igual a cero?

16.5 Soluciones en series de potencias 891

En los problemas 19 y 20, encuentre la carga en el capacitor

y la corriente del circuito en serie LRC dado. Determine la

carga maxima en el capacitor.

19. L=3hR=10Q,C = %f E@{ =300V, g(0) = 0C,
i(0)=0A

20. L=1h, R =100Q, C=0.0004f, E(r) =30V, ¢(0) =
0C,i(0)=2A

= Proyectos

21. Pulsos Cuando la frecuencia de una fuerza periddica
impartida es exactamente la misma que la frecuencia de
una vibracién sin amortiguamiento libre, entonces un sis-
tema de masa-resorte se encuentra en el estado de reso-
nancia pura. En este estado, los desplazamientos de la masa
crecen sin limite cuando t — 0. Pero cuando la frecuen-
cia y/2ar de una funcién impulsora periddica es cercana
a la frecuencia w/27 de vibraciones libres, la masa expe-
rimenta oscilaciones complicadas pero no acotadas que
se conocen como pulsos.

a) Para examinar este fendémeno, emplee coeficientes
indeterminados para demostrar que la solucién del
problema de valores iniciales

&
ar*

+ w’x = Fycos yt, x(0)=0, x'(0)=0

F,
es x(t) = % (cos yt — cos wt), y F .
wm—y

b) Suponga que w =2y F,=1. Utilice un medio de gra-
ficacién para, en ejes de coordenadas independientes,
graficar curvas de solucién que correspondanay = 1,
vy=15v=175yy=19.Emplee 0 =1t =60y
—3=x=3.

¢) Utilice una identidad trigonométrica para demostrar
que la solucién en el inciso a) puede escribirse como
el producto

2F, 1 1
x(t) = 5 sen-(y —w)tsen=(y + w)t, vy # w.
Y- 2 2
d) Sie = Xy — w), demuestre que cuando € es pequeiia,
la solucién en el inciso ¢) es aproximadamente

Fy
x(t) = E sen &t sen yt.

e) Utilice una herramienta de graficacion para representar
la funcién en el inciso d) con w = 2, Fy = %, y
v = 1.75. Grafique después *=(F,y/2ey) sen &t en el
mismo conjunto de ejes de coordenadas. Las graficas de
*(F,/2ey) sen et reciben el nombre de envolvente de la
gréfica de x(7). Compare la gréfica de x(f) que se obtu-
vo de esa manera con la tercera grafica del inciso b).

16.5 Soluciones en series de potencias

I Introduccion Algunas ecuaciones diferenciales lineales homogéneas de segundo orden con
coeficientes variables pueden resolverse utilizando series de potencias. El procedimiento consis-
te en suponer una solucién de la forma

o0
y=cotex+ox +epxd+ - = Ecnx",
n=0

www.FreelLibros.org



892 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

diferenciando

"=+ 2ex + 3¢+ - = D e (1)

n=1

<
|

[ee]

V' =24 6c3x + -0 = Do — Dex" 2, (2)

n=2

y sustituyendo los resultados en la ecuacion diferencial con la expectativa de determinar una
relacién de recurrencia que producird los coeficientes c,. Para hacer lo anterior es importante que
usted se vuelva experto en la simplificacién de la suma de dos o mds series de potencias, cada
serie expresada en notacion sigma, a una expresion con una sola . Como ilustra el siguiente
ejemplo, la combinacién de dos 0 mds sumatorias como una sola sumatoria a menudo requiere
una reindizacion, esto es, un corrimiento en el indice de la sumatoria. Para sumar dos series
escritas en notacidn sigma es necesario que

e ambos indices de la sumatoria inicien con el mismo nimero y

 las potencias de x en cada serie estén en “fase”, esto es, si una serie empieza con, diga-
mos, x como la primera potencia, entonces deseamos que la otra serie empiece con la
misma potencia.

R\ [JXe BN Solucion en series de potencia de una ecuacion diferencial
Encuentre una solucién en serie de potencias de y” — 2xy = 0.

Solucién Al sustituiry = 3, ,c,x" en la ecuacién diferencial y utilizar (2) tenemos

o0 (o]
y' = 2xy = En(n = Dex" 2 — ZXEcnx”
n=2 n=0
= > nn— Dex' > — 220" =0.
n=2 n=0

En cada serie sustituimos ahora k por el exponente en x. En la primera serie usamos
k = n — 2,y en la segunda serie, k = n + 1. De tal modo,

k=n-—2 k=n+1
o0 o0 o0 o0
S — Dex 2 — D 2e,x" = Dk + 2)(k + Degox® — D) 2¢ ",
n=2 n=0 k=0 k=1
T )
cuando n = 2,k =0 cuando n = 0,k =1

Puesto que ambas series empiezan con k = 1, escribimos el primer término de la primera serie
fuera de la notacién de sigma y después combinamos las dos series:

y' = 2xy = 2¢, + E(k + 2)(k + Depixt — E2ck,1xk
k=1

k=1

=2, + 2 [k + 2k + Degsr — 2¢,-,1xF = 0.
k=1

Los coeficientes correspondien- b Puesto que la tltima igualdad es una identidad, el coeficiente de cada potencia de x debe ser cero.
tes de series de potencias igua- Esto es

9
les son ellos mismos iguales.

2C2:: O y (k + 2Xk + 1ﬁ%+2 - ch*l = O. (3)
Como (k + 1)(k + 2) # 0 para todos los valores de k, podemos resolver (3) para ¢, en térmi-

nos de ¢;_;:

2¢4-

Ck+2=m, k:1,2,3,.... (4)

Ahora 2¢, = 0 indica evidentemente que ¢, = 0. Pero la expresion en (4), denominada relacion
de recurrencia, determina las restantes ¢; de manera tal que podemos elegir cierto subconjunto
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16.5 Soluciones en series de potencias 893

de estos coeficientes que sean distintos de cero. Dejando que k tome los enteros sucesivos indi-
cados, (4) genera coeficientes consecutivos de la solucién supuesta uno a la vez:

ZCO
@32
2C]
“T 43
26’2
65=ﬂ=0 «—c=0
_ 2¢4 _ 22
=65 6-53-29
. 2¢y _ 2?2
776 7-6-4-39
2C5
=g 7= —cs5=0
. 2c¢q . 23
“©79.8 9.86-5-3-2
. 2¢7 . 23
07709 10-9-7-6-4-31
2C8
c = 11.10=0, —cg=0

y asi sucesivamente. Debe ser claro que tanto ¢, como c¢; son arbitrarios. En este caso,

y=c¢ytcx+ X + c3x3 + et + c5xs + cﬁx(’ + ¢ x’ + c8x8
+ ch9 + c,oxm +ooepxtt + -

T PR g 4+0+272 6
Co X 3.2C0.x 4‘3C1.x 6.5.3.2C0X
2 2 .

TT 6 a3 POt g s 00
2’ 10
"109.7.6.4.39% TOF
_ 2 5 2 6 2’ 9
_CO[1+3'2X+6~5'3'2x+9'8'6-5-3-2x+
2 4 2 7 2’ 10
+cl[’“+4-3x 7643 T1097643° ©
= coyi(x) + cyo(x). [ ]

Una serie de potencias representard una solucion de la ecuacién diferencial en alguin inter-
valo de convergencia. Puesto que el patrén de coeficientes en el ejemplo 1 es claro, podemos
escribir la solucién en términos de notacién de sumatoria. Utilizando las propiedades del facto-
rial tenemos

S2M[1-4-7 - - Bk — 2)]

nw=1+ 2 30! Xt 5)
S 2K2-5-8- - Bk — D] 4,
y )’Z(X) =x+t ]; (3k + 1)| x3k l' (6)

La prueba del cociente puede utilizarse en las formas (5) y (6) para demostrar que cada serie con-
verge sobre el intervalo (—00, 00).

[H]3\"[JXe MV N Solucion en series de potencias de una ecuacion diferencial

Encuentre la solucién en serie de potencias de (x> + 1)y” + xy’ — y = 0.
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894 CAPITULO 16 Ecuaciones diferenciales de orden superior

. . e, 00
Solucién La suposicién y = X, _,c,x" conduce a

o0 o0 [o¢]
o+ 1)En(n — De,x"72 + xchnx'”' — Ecnx”
n=2 n=1 n=0

o0

o0 o0 [o0)
= En(n — De,x" + En(n — De,x""2 + Encnx” - Ecnx”
n=2 n=2 n=1 n=0
N~—— ——
k=n k=n-—2 k=n k=n

D ktk — Dok + D) (k + 2k + Degeoxt + D kepxt — D e
k=2 k=0 k=1 k=0
=2-1c; +3-2¢3x + ¢;x — ¢y — ¢1x
+ D [k(k — Deg + (k + 2)(k + Degyr + kep — c]x*
k=2
= 2c, — ¢y + 6c3x

+ D [k + Dk — Dep + (k + 2k + Deger]xt = 0.
k=2

Por tanto, debemos tener
2C2 - Cy = O

C3 = 0
(k+ Dk — ey + (K + 2)(k + Degen = 0.
Las ecuaciones anteriores producen ¢, = %co, ¢z = 0, asi como la relacién de recurrencia

k—1

Cer2 = 3 %% k=2,3,4, ...
Dejando que k tome los valores 2, 3, 4, . . . la dltima férmula produce
1 1 _ 1 1
Cy = _ZCZ = _ﬂCO = _222' Co «—Cy = 5('“
C; = _%C3 = O «—c3=0
__3 3 _1-3
Ce 6C4 246 0 233!60
4
c7 = _705 = O «—cs =0
o = _QC 3-5 __1-3-5
8 g"° 2-4-6-87° g4q1 0
Cy = _867 = O —c=0
_ 1 _ 3-5-7 _1-3-5-7
€10 109 24.6-8-10° 235 ©

y asi sucesivamente. De tal modo,
— 2 3 4 5 6 7 8
Yy =1yt cix + ox” + o3x Foopx” +csx’ + cgx” +epx’ +ocgx” -

12_ 1 4 13 6_1.3.58 1357 10
cix + ¢ 1+2x 222!x +233!x a1 x° + 2351 x° +

= coyi1(x) + ¢1y2(0).

Dos soluciones de la ecuacion diferencial son

B 1,, &, o, 1:35-@n-3),
N =1+ 50" + > (-1 5 x

n=2

y yalx) = x.
www.FreelLibros.org



IR Y Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-48.

= Fundamentos

En los problemas 1-18, encuentre soluciones en series de
potencias de la ecuacién diferencial dada.

1.

11.

° N W

Revision del capitulo 16 895

13. (2 — 1)y" +4xy’ +2y=014. (> + 1)y" — 6y =0
15. (P +2)y" +3xy' —y=0 16. (> — 1)y" +xy' —y=0
17. y" —(x+ 1)y —y=0 18 y"—xy' —(x+2)y=0

"ty = Ly =y = . .
y” y/ 0 2.y . Y ) 0 En los problemas 19 y 20, utilice el método de series de po-
=y 4 2" +y =0 tencias para resolver la ecuacion diferencial dada sujeta a las
y' = xy 6.y +xy=0 condiciones iniciales que se indican.
y'=2xy' +y=0 8.y —xy'+2y=0 19. x— 1)y —xy' +y=0; y0)=-2,y(0) =6
Y+ +xy=0 10. y" + 2xy' + 2y =0 20. y" —2xy' + 8y =0; y0)=3,y'(0)=0
x—=1y"+y" =0 12. (x+2)y" +xy' —y=0

Revision del capitulo 16

Las respuestas de los problemas impares seleccionados comienzan en la pagina RES-49.

A. Verdadero/falso

En los problemas 1-8, indique si el enunciado dado es verdadero (V) o falso (F).

1.

8.

B. Llene los espacios en blanco

Si y; es una solucion de ay” + by' + ¢y = 0, a, b, ¢ constantes, entonces C,y; también es
una solucién para todo nimero real C;.

. Una solucién general de y” — y = O es y=C, cosh x+ C; senh x.

yi = €'y y, = 0 son soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial
4 !’
yi=y =0___

. La ecuacién diferencial y” — y’ = 10 posee una solucién particular constante y, = A.

La ecuacion diferencial y” — y’ = 0 posee un niimero infinito de soluciones constantes.

. La ecuacién diferencial de primer orden 2xy dx = (x> — ) dy es exacta.

El movimiento sin amortiguamiento y no forzado de una masa en un resorte recibe el nom-
bre de movimiento arménico simple.

La resonancia pura no puede ocurrir cuando hay amortiguamiento.

En los problemas 1-5, llene los espacios en blanco.

1.

2.

C. Ejercicios

Una solucién del problema de valores iniciales y” + 9y = 0, y(0) = 0, y'(0) = 0 es

Una solucion del problema de valores en la frontera y” —y' =0, y(0) = 1, y(1) = 0 es

. Siuna masa que pesa 10 1b alarga 2.5 pies un resorte, entonces una masa que pese 32 Ib alar-

gard el mismo resorte pies.

. Si la ecuacién auxiliar am® + bm + ¢ = 0 para una ecuacién diferencial homogénea de

segundo orden posee las soluciones m; = m, = —7, entonces la solucién general de la
ecuacion diferencial es

. Sin resolver, la forma de una solucién particular de y” + 6y’ + 9y = 5x* — 3xe* es y, =

En los problemas 1 y 2, determine si la ecuacién diferencial dada es exacta. Si lo es, resuélvala.
1. 2x cos y* dx = (1 + 3x*y* sen y°) dy 2. B2+ 2y dx + y(6x + 1)dy =0
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ky

FIGURA 16.R.1T Resortes unidos
del problema 24

En los problemas 3 y 4, resuelva el problema de valores iniciales dado.

iy tde + By =y ) dy =0,y(1) =1

4. (y*+ysenx)dx + <2xy —cosx -7 i 2)dy =0,y0) =1
y

En los problemas 5-10, encuentre la solucién general de la ecuacién diferencial dada.
5.y" =2y =2y=0 6. y" — 8y =0 7. y" =3y =10y =0
8. 4y" +20y" + 25y =0 9. 99" +y=0 10. 2y" — 5y' =0

En los problemas 11 y 12, resuelva el problema de valores iniciales.
11. y" + 36y = 0, y(7/2) = 24,y'(7w/2) = —18
12. y" +4y" + 4y =0, y(0) = —=2,y'(0) =0

En los problemas 13 y 14, resuelva cada ecuacién diferencial por el método de coeficientes inde-
terminados.

13 y" =y — 12y = (x + De* 14. y" + 4y = 16X

En los problemas 15 y 16, resuelva cada ecuacion diferencial por el método de variacién de para-
metros.

15. y" =2y +2y=¢"tan x 16. y" —y =2&/(e" + e

En los problemas 17 y 18, resuelva el problema de valores iniciales dado.
17. y" +y=sec’ x, y(0) = 1, y'(0) =3 18. y" +2y' +2y=1, y0)=0,y'(0) =1

En los problemas 19 y 20, encuentre soluciones en series de potencias de la ecuacion diferencial

dada.

19. y" +xy =0 20. (x — 1" +3y=0

21. Un resorte con constante k = 2 estd suspendido en un liquido que ofrece una fuerza de
amortiguamiento numéricamente igual a cuatro veces la velocidad instantdnea. Si una masa
m se suspende del resorte, determine el valor de m para el cual el movimiento libre subse-
cuente sea no oscilatorio.

. ., . d*x dx )

22. Determine una solucién particular para — + 2A—- + w°x = A, donde A es una fuerza

constante. dr d

23. Una masa que pesa 4 Ib se suspende de un resorte cuya constante es 3 1b/pie. El sistema
completo se sumerge en un fluido que presenta una fuerza de amortiguamiento numeérica-
mente igual a la velocidad instantdnea. Empezando en ¢ = 0, una fuerza externa igual a
f(t) = e ' se ejerce sobre el sistema. Determine la ecuaciéon de movimiento si la masa se
suelta desde el reposo en un punto 2 pies por debajo de la posicién de equilibrio.

24. Una masa que pesa W Ib estira ; pie un resorte y estira ; pie un resorte diferente. Si los dos
resortes se unen en serie, la constante de resorte efectiva k del sistema estd dada por
1/k = 1/k; + 1/k,. Después la masa se une al doble resorte, como se muestra en la FIGURA
16.R.1. Suponga que el movimiento es libre y que no esta presente una fuerza de amortigua-
miento.

a) Determine la ecuacién de movimiento si la masa se suelta en un punto a 1 pie debajo de
la posicién de equilibrio con una velocidad hacia abajo de 3 pie/s.
b) Demuestre que la velocidad méxima de la masa es 3V3g + 1.

25. El movimiento vertical de una masa unida a un resorte se describe mediante el problema de
valores iniciales

1d’ | dx _ _ o
4dt2+dt+x—0, x(0) = 4,x'(0) = 2.

Determine el mdximo desplazamiento vertical.
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Apéndice

Demostraciones de teoremas seleccionados

I Seccion 2.2

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.1i): Sea & > 0 dada. Para demostrar i) debemos encontrar
6 > 0 de modo que

lc —c| <e cuando 0<|x—a|l <8é.
Puesto que |c — ¢| = 0, lo anterior equivale a

e>0 cuando 0<|x—al <é.
La ultima afirmacién siempre es verdadera para cualquier eleccion de 6 > 0. [ |
DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.3i):  Sea e > 0 dada. Para demostrar i) debemos encontrar
6 > 0 para que
l[foo) + gx) — L — L] <e cuando 0<|x—al <6é.

Puesto que lf_r}n f) =Ly 1_1’_r)ng(x) = L,, sabemos que existen los niimeros §; >0y 8, > 0 para
los cuales

lf) — L] < % cuando 0 < |x —a| <3, (1)
y lgx) — L,| < % cuando 0<|x—al <6, 2)

Ahora, si se elige 6 como el nimero mds pequefio en el conjunto de los nimeros positivos
{81, 0,}, entonces fanto (1) como (2) se mantienen, por lo que

lfx) + g) — Ly — Lp| = |[f(x) — L; + gx) — L,|
= |f(0) — Li| + [g&x) — L]

E &€
<z 4=
2727 %

cuando0 < |x — a| < 6. [ |

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.3ii):  Por medio de la desigualdad del triangulo.

lf(0)g(x) — LiLy| = [f()g(x) — f)Ly + f(OL, — LiLy|
= |f(0)g(x) = f)Ls| + |f()Ly — LiL,|
= [f®)||gx) = Ly| + [Lo||f(x) — L]
= [fWlglr) = Ly + (1 + |LD[f(x) — Li].
Puesto que 11_1)13 fx)=Ly }Ci_l)lt}g(x) = L,, se sabe que existen nimeros §; > 0,5, > 0,6; > 0
tales que [f(x) — L;| < 1o

3

[f)| <1+ |L;] cuando 0<|x—al <6, 4)
g/2
lfx) — Ly < A cuando 0<|x—al <&, ®)
g/2
y lgx) — L] < A cuando 0< |x—al <& (6)
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En consecuencia, si se selecciona § como el nimero mds pequefio en el conjunto de nimeros
positivos {8, 8,, 8}, entonces de (3), (4), (5) y (6) se tiene,
g/2 g/2 e

1+7|L1‘+(1+|L2|)'1+7‘LZ|:§+§=8. |

M

f()g(x) = LiLy| < (1 + [Li]) -

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.2.3iii): Primero demostraremos que

1 1
im——=-—, L, #0.
Dagw) L
. 1 1 lg(x) — L|
Considere — | = 7
‘g(x) L| = Ll @
Puesto que )lcl_I)I(} g(x) = L,, entonces existe una §; > 0 tal que
lg(x) — Ly| < |2| cuando 0<|x—al <§é,.
Para estos valores de x, la desigualdad
|Ls|
L] = 15 = (g — L)| = [ + [g) = Ly| < [g(0] +
| o 1 2
resulta en > < —
5@ Y el STl
Por tanto, de (7),
1 1

Ahora para ¢ > 0 existe una 6, > 0 tal que
L[

L
s = Lol <=5

€ cuando 0<|x—al <é,.

Al elegir 6 como el nimero mds pequefio en el conjunto de los nimeros positivos {8, 5,}, se
sigue de (8) que

1 1
— | <e cuando 0<|x—a|l <o
FoR b = al
Se concluye la demostracién aplicando el teorema 2.2.3ii):
J

ps ’ . p— 1
)lc_m p o _r)r; 7g ™ fx) = hm hm f ) = |
I Seccion23

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.3.3:  Para demostrar el teorema primero tiene que encontrar-
se una 6 > 0 tal que

f(g) —fL)| <&  cuando 0 < |x—a| <é.

Para tal propdsito, primero consideramos que f es continua en L, en otras palabras, li_)n% fu) =
f(L). Lo anterior significa que para una ¢ > 0 dada, existen una 6; > 0 de tal modo que

lf(w) — f(L)] < e cuando lu — L| <38,
Ahora si u = g(x), entonces lo anterior es
lf(g) —fL)| < e cuando lgx) — L| < §.
También de la suposicién de que 11_1)13 g(x) = L, sabemos que existe una 6 > 0 de manera que
lgx) — L| <8, cuando 0<|x—al <6é.

Ahora combinamos los dltimos dos resultados. Esto es, siempre que 0 < |x — a| < 8, entonces
lg(x) — L| < &;; pero cuando |g(x) — L| < &, entonces necesariamente |f(g(x)) — f(L)| < e.
. [
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1 Seccion 2.4

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 2.4.1:  Se asume que g(x) = f(x) = h(x) para toda x en un inter-
valo abierto que contiene al nimero a (con la posible excepciéon de a mismo) y donde 1133 gx)

=Ly 11’_r>r1h(x) = L. Sea ¢ > 0. Entonces existen los nimeros ; > 0 y 6, > 0 tal que
|g(x) — L| < & siempre que 0 < |x —a|] < 8,y |h(x) — L] < e cuando 0 < |x — a| < §,.
Esto es,

L-e<gx)y<L+e cuando 0<|x—al <§
L—e<hkx)<L+e cuando 0<|x—al <6,

También es necesario que exista 6; > 0 tal que
g(x) = f(x) = h(x) cuando 0<|x—al <8,

Si se considera 6 el nimero mas pequeflo en el conjunto de los nimeros positivos {8, 55, 63},
entonces para 0 < |x — a| < & se tiene

L—e<gx)=fx)=hx)<L+e

o de manera equivalente |f(x) — L| < &. Lo cual significa que h’_r>n fx) = L. [ ]

1 Seccion 9.10

DEMOSTRACION DEL TEOREMA 9.10.2  Sea x un ndmero fijo en el intervalo (@ — r,a + r) y
considere que la diferencia entre f(x) y el grado n-ésimo del polinomio de Taylor de fen a se
denota por medio de

R,(x) = f(x) — P,(x).
Para cualquier 7 en el intervalo [a, x] definimos

f@ A0 0 R
FO) =00 = () =7 = 0 == 0 = =R

Manteniendo x constante se diferencia F' con respecto a ¢ utilizando las reglas de producto y
potencia:

" t " t " t
F() = ~f() + {f’(t) NALE t)} + [fl(!)(x -1 - r)z} e
f) P 0 o R+ 1) .
* {(n_l)!(x—t) '—n!(x—t)yr(x_a)m(x—t),
para toda 7 en el intervalo abierto (a, x). Puesto que la tltima suma es telescopica, obtenemos
(n+1)
F'(n) = ) ,(t) x—0n"+ M—i_ﬂl)(x -1 (10)
n. (x — a)n
Ahora es evidente de (9) que F es continua en [a, x] y que
Fx)y=fx) —fx)—-0—---—-0=0.
Adicionalmente, F(a) = f(x) — P,(x) — R,(x) = 0.

Por tanto, F(¢) satisface la hipdtesis del teorema de Rolle (teorema 4.4.1) en [a, x] y por ello exis-
te un nimero ¢ entre a y x para el cual F'(c¢) = 0. De (10) se obtiene

£

TR -

R,(x) =

www.FreelLibros.org
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Repaso de algebra

Enteros

{..,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,..}

Enteros positivos (niimeros naturales)

{1,2,3,4,5,...}

Enteros no negativos (niimeros enteros)
{0,1,2,3,4,5,...}

Nimeros racionales

Un ntimero racional es un ndmero en la forma p/g, donde p
y g # 0 son enteros.

Nameros irracionales

Un nimero irracional es un nimero que no puede escribirse
en la forma p/q, donde p y ¢ # 0 son enteros.

Nimeros reales

El conjunto R de nimeros reales es la unién de los conjun-

tos de numeros racionales e irracionales.

Leyes de exponentes

aman — am+n’ — — am—n
a
(am n — amn, (ab)n — anbn
n n
a a
(E)Zﬁ’ a°=1,a#0

Exponente negativo

in,n>0
a

a=

Radical
a'™ = /a, n > 0 un entero

Exponentes racionales y radicales
am/n — (am)l/n — (al/n)m

" = N/a = (Va)"

Wab = N/a /b

b

Formula cuadratica

Va
a
b
Las raices de una ecuacién cuadratica ax®> + bx + ¢ = 0,

a# 0, son
—-b * Vb — dac

2a

X =

www.FreeLibros.org

Expansiones binomiales

(a + b =d* + 2ab + b*

(a + b’ =d® + 3a* + 3ab* + b*

(a + b)* = a* + 4a’b + 6a°b* + 4ab’® + b*

(a + b)Y =d + 5a*°b + 10a°b* + 10a°b> + Sab* + b’

Triangulo de Pascal

Los coeficientes en la expansion de (a + b)" siguen el
patrén:

1 3 3 1
1 4 6 41

Cada ntiimero en el interior de este arreglo es la suma de los
dos nimeros directamente arriba del mismo:

1 4 6 4 1
NN NN
1 5 10 10 5 1

El udltimo renglén son los coeficientes en la expansion de
(a + b).

Formulas de factorizacion

a* — b*=(a — b)a + b)

a — b= (a — b)d*+ ab + b

@+ b= (a+ b)(d®>— ab + b

a* — b* = (a — b)(a + b)(@® + b

Definicion del valor absoluto

_ a
al = 4%

Propiedades de desigualdades

si a es no negativo (a = 0)
si a es negativo (a < 0)

Sia > byb > c,entonces a > c.
Sia < b,entoncesa + ¢ < b + c.
Sia < b, entonces ac < bc parac > 0.
Sia < b, entonces ac > bc parac < 0.
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Formulas de geometria

FM-2

Area A, circunferencia C, volumen V, drea superficial S

RECTANGULO PARALELOGRAMO TRAPEZOIDE
a
!
! b b
1
A=lw, C=21+2w A=bh A=5(a+bh
TRIANGULO RECTANGULO TRIANGULO TRIANGULO EQUILATERO
C a | s s
Cc a
\h
! ]
b p R
Teorema de Pitdgoras: 1 3 V3 2
=1 = h=33s A=Y
LI TS A zbh,C atb+c 2S, 4S
CIRCULO ANILLO CIRCULAR SECTOR CIRCULAR
() <)
N r

A=ar?, C=2ur A=m(R*—r?) A=%r20,s=r0

ELIPSE ELIPSOIDE ESFERA

A = mab V=%7Tabc V=§7rr3, S =42
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CILINDRO RECTO

CILINDRO CIRCULAR RECTO

e

V=mr2h, S=2mrh (lado lateral)

Férmulas mateméticas FM-3

PARALELEPIPEDO
RECTANGULAR

T
h
52

T e

V=Iwh, S=2(hl+ Iw+ hw)

V= %Bh, B, area de la base

CONO CIRCULAR RECTO

—

h

L

r]

V= %Wr2h, S=mar\{rX+n*

FRUSTO DE UN CONO

V= %ﬂ'h(r% +riryt r%)
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Graficas y funciones

Para encontrar intersecciones

intersecciones y: Sea x = 0 en la ecuacién y resolvemos

para y
intersecciones x: Sea y = 0 en la ecuacién y resolvemos
para x

Funciones de polinomios
fx) = ax" + a, X"+ -+ ax + ay,
donde n es un entero no negativo.
Funcién lineal
f&x) =ax + b,a#0
La grafica de una funcion lineal es una recta.

Formas de ecuaciones de rectas:

Punto pendiente: y — x, = m(x — xo),
Pendiente ordenada al origen: y = mx + b,

donde m es la pendiente.
Funcién cuadratica
fx)=a* +bx+c,a#0
La grafica de una funcién cuadratica es una pardbola.

Vértice (h, k) de una parabola

Complete el cuadrado en x para f(x) = ax® + bx + ¢ para
obtener f(x) = a(x — h)? + k. De manera alterna, calcule

las coordenadas
_b <_L))
( 2a’f 2al)

Funciones par e impar

Par: f(—x) = f(x); simetria de la gréfica: el eje y
Impar: f(—x) = —f(x); simetria de la gréfica: el origen

FM-4

Transformaciones rigidas
La grificade y = f(x) parac > 0O:

y = f(x) + ¢, desplazada hacia arriba ¢ unidades

y = f(x) — ¢, desplazada hacia abajo ¢ unidades

y = f(x + ¢), desplazada hacia la izquierda c unidades
y = f(x — ¢), desplazada hacia la derecha ¢ unidades
y = f(—x), reflexion sobre el eje y

y = —f(x), reflexion sobre el eje x

Funcion racional

px)  ax"+ -+ ax+a
f) =——=-—"3 ,
qx)  bx"+ -+ bix + by

donde p(x) y g(x) son funciones polinomiales.

Asintotas

Si las funciones polinomiales p(x) y g(x) no tienen ningtn
factor en comun, entonces la grafica de la funcién racional
px)  ax"+ -+ ax + oa
J) ="—= ="
qx) b, x" + + bix + b,

tiene una

Asintota vertical:
x =a cuando g(a) = 0,
Asintota horizontal:
y=a,/b,, cuando n=myy=0 cuando n < m,
Asintota oblicua:
y=ax+bcuandon = m + 1.
La gréfica no tiene una asintota horizontal cuando n > m.
Una asintota oblicua se encuentra mediante una division.
Funcion potencia
fx) = x",

donde n es cualquier nimero real.
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Revision de trigonometria

Definicion de seno y coseno de acuerdo
con el circulo unitario

y
= sen 6
x =cos 6
Otras funciones trigonométricas
tan 6 S senO’ coth === cos 0
X os 6 y senf
1 1 1
secB—x— s cscO—y = send

Formulas de conversion

T .
1 grado = 180 radianes

1 radidn = % grados

Definicion de seno y coseno de acuerdo
con el triangulo recto

opu

senf = ——

hip hlp

opu ady

cos § = ——

9 hip
ady

Otras funciones trigonométricas

0 d
tanezl, cot@zﬂ
ady opu
hi hi
sec0=7p, csct9=£
ady opu

Signos de seno y coseno

1I

sen §>0
cos <0

sen <0 |sen <0
cos <0 |cos 6>0

1II

Valores de seno y coseno para angulos especiales

Limites para las funciones seno y coseno

—l=senx=1y —-l=cosx=1

Periodicidad de las funciones trigonométricas
sen(x + 27) = senx, cos(x + 27) = cos x
sec(x + 2m) = secx, csc(x + 2m) = cscx

tan(x + 7r) = tanx, cot(x + ) = cot x

Identidades de cofuncion

o
s€én| 5 — X | = COS X

2
m

cos(z - x) = senx
T

tan(E - x) = cot x

Identidades pitagéricas
sen’x + cos’x = 1
1 + tan’x = sec’x

1 + cot?x = csc’x

Identidades par/impar

Par Impar
cos(—x) = cos x sen(—x) = —senx
sec(—x) = sec x csc(—x) = —csc x

tan(—x) = —tan x
cot(—x) = —cot x
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FM-6 Férmulas matematicas

Formulas de suma Funciones trigonométricas inversas
sen(x; + x,) = sen x; cos x, + COS X; Sen x, y=sen !x siysélosi x =seny, —w/2=y=m/2
y=cos 'xsiysolosi x =cosy, 0=y=m

cos(x; + x;) = COS X; COS X, — Sen x; sen x, ! ;
y=tan 'xsiysélosi x =tany, —-7w/2<y<m/2

tan x; + tan x,

tan(xy +xy) = 77— X, tan x, Ciclos para seno, coseno y tangente
Férmulas de diferencia y
sen(x; — X,) = Sen x; Cos X, — COS Xj Sen X, L

cos(x; — X,) = COS X; COS X, + sen x; Sen x,

1

tan X — tan X 7IT 2 Py o
tan(x; —x) = ———————————— T 3

1 + tan x, tan x,

- . —1 4

Féormulas del angulo doble
sen 2x = 2 sen x COS x seno
cos 2x = cos’x — sen’x y y

Formulas alternas del angulo doble para coseno 4
cos 2x = 1 — 2sen’x \ /
1 1 X

cos 2x = 2cos’x — 1 . , — .
™ ™ 3w 2w 7 bl
Férmulas del medio angulo como se usa en calculo 2 2 2 2
2. _ 1 _ 1+ 1 1
. sen“x = 5(1 — cos 2x) ! :
cos’x = %(1 + cos 2x) coseno tangente

Leyes de los senos
sena _ senf3 seny

a b c

Leyes de los cosenos
a* = b* + ¢ — 2bc cos a
b* =a* + ¢ — 2ac cos B

2 =a*+ b* — 2ab cos y
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Funciones exponencial y logaritmica

El nimero e
e = 2.718281828459...

Definiciones del nimero e

e=tm(1+1)
X

xX—00

_ 1 1/h
e }11_1)1(1)(1 + h)
Funcion exponencial
f)=b5b>0,b+#1

Funcion exponencial natural
Jx) = e*

Funcion logaritmica
f(x) =logyx, x>0
donde y = log,x es equivalente a x = b’

Funcion logaritmica natural
f(x) =log,x =Inx, x>0

donde y = Inx es equivalente a x = ¢”

Leyes de logaritmos
log,MN = log,M + log,N

logb% = log,M — log, N
log,M° = clog,M

Propiedades de logaritmos

log,b =1, log,1 =0
log,b* = x, et = x
Cambio de la base b a la base e
log, x = Inx

&5~ Tnp

Funciones hiperholicas

senhx=5"¢" ohyx=0te”
2 7 2
senh x cosh x
tanh x = , cothx =
cosh x senh x
1 1
sechx = ———— c¢schx =
cosh x senh x

Funciones hiperbdlicas inversas como logaritmos

senh ' x = In(x + VA% + 1)

cosh'x=In(x+ Va>— 1), x=1

a1 (1 + x)
tanh™" x 2ln =) lx] <1
_ 1 (x + 1)
1, —
coth x—21n —) x| >1
_ 2
sech 'x = ln<%), 0<x=1
\/ 2
csch™'x = ln<l + ﬂ) x#0
x x|
Identidades par/impar
Par Impar

cosh(—x) = cosh x senh(—x) = —senh x

Identidades adicionales

cosh’x — senh?x = 1

1 — tanh®*x = sech’x

coth’x — 1 = csch?x

senh(x; * x,) = senh x; cosh x, = cosh x; senh x,
cosh(x; = x,) = cosh x; cosh x, = senhx; senhx,
senh 2x = 2 senh x cosh x

cosh 2x = cosh®x + senh®x

senh?x = 3(—1 + cosh 2x)

cosh2x = 3(1 + cosh 2x)
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Diferenciacion

Reglas 17. Lan -ty = 1 5 18 Leortx= ——1 5
d dx 1 +x dx 1 +x
1. Constante: i 0 1 isec’lx _ 1 2 icscflx _ 1
- d , dx W Ve-1 & | V2 —1
2. Miudltiplo constante: dfcf(x) = cf'(x)
* Hiperbdlicas:
d — ! !
3. Suma: a[f(x) 8] =1 * ') 21. %senhx = cosh x 22. diicoshx = senh x
d ) ,
2 4. Producto: af (0g(0) = f(N)g'() + g(N)f'(x) 23. a%tanh x = sech® x 24. % coth x = —csch® x
() o d ) g ') — f(0)g'()
|: 5. Cociente: dx g(x) [g(x)]2 25. %sech x = —sech x tanh x
<L o d ot
E 6. Cadena: dxf (8(0)) = fg(x))g') 26. a%csch x = —csch x coth x
m T i n — n—1
E 7. Potencia: at T Hiperbdlicas inversas:
d - 1 d _ 1
— 8. Potencia %[g(x)]" = n[g)]" 'g'(x) 27. - senh ' x = Verl 28. - ~cosh 'x = Ve o1
720 Funciones 29. Lanhty =1 30. Leothx = —
< . . dx 1 — X dx 1 — 2
| Trigonométricas: J |
31. ——sech 'x = ————
g 9. a%senx = coS x 10. %cosx = —senx dx > V1= 2
d _ 1
32. —csch 'y = ——F——
\g 11. %tanx = sec’x 12. d%ccotx = —csc’x dx & |x|\/)m
Ll e
13. d%csec x =secxtanx 14. %csc X = —cscx cot x Exp ocrllencmles. P
33. —ef=¢" 34. —b* = b*(In b)
dx dx
Trigonométricas inversas:
d 1 d 1 Logaritmicas:
15. —sen 'x = ———= 16. ——cos 'x = ——
o - & L= 3s. iln|x| == 36. ilog x= S
dx x dx "7 x(Inb)
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Formulas de integracion

Formas basicas Formas que implican \/ a? + u?
2
1. Judv=uv—Jvdu 21. J\/a2+u2du=g a2+u2+%ln|u+ \/a2+u2|+C

”n+l+c’”¢_1 22. Juz\/a2+uzdu=’g(a2—|—2uz)\/az—i-u2

w

4
a
du = Infu| + C 4. Je“ du=¢"+C - §In|u + \/ml +C

a>+u?—

+ln|u+ Va+u*|+C

761 +C 6. Jsenudu=—cosu+C 23.

cosudu =senu + C 8. Jseczudu=tanu+C 24.

4

a+u

u du_ _ \/a +u? —*ln|u+ Va +u*|+C

10. [secutan udu = secu + C 26.

a+u

- Ly +C

’\/a +u+a

11. |[cscucotudu = —cscu + C 27.

a

12. |tan u du = —In|cos u| + C 28. - +C

csc®udu = —cotu + C 25. J =Inju + Va’ +u?| + C

a+u
Va* + u?
a+u a’u

= “ +C

e
J
e
J
J
|
|
|
13. Jcotudu—ln|senu|+C 29. J(a A gt
|
|
e
I
i
J
J

7
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Formas que implican \/a? — u?

14. |sec udu = In|sec u + tan u| + C

2
30. J\/a —u du—* a* —u +%sen_1%+c

15. |csc udu = Inlcsc u — cotu| + C

" 31. Juz Va® — i du = %(2142 - AV — it
=sen '=+ C 4
Va —u? “ +isen_1$+c

8

16.

17.

Q

+

<,
w0
N

2_ 2
a —u
=Vdad—-u*—aln|————|+C
u
u
\/a —uw—sen '+ C
a
udu N s d®
Va — u” + —sen 5+C

2 2

18.

[
w

19.

w
F

(l_bt

20.

+
a
.ﬁ.ﬁ.ﬁ.ﬁ

a—u
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FM-10 Férmulas mateméticas

du 1
36. J = Va>— >+ C
R\ /az — 2 a’u

37. J @ — ) du = —%(Zlf - 5sAHVa - i

4
+ 3isen_lg +C
8 a
du u
38. J = +C
@ -y’ 2NE - i

2

v — a?

Formas que implican
39. J\/mdu = g w—a
~ Lol + Vi | + €
40. J NP — @ du = %(2142 - VP - &
- %ln|u + Vi - |+ C

2 _ 2
41. Juuadu= \/uz—a2—acos_1%+C
2 _ 2 2 _ 2
. J”z"du=—”“
u u
+Inju+ Vi —d’| + C
du
43. J =Inu+ Vi —d| +C
Vi — a*
2
44.J wdu _ _u w— a
2 —a 2
2
+%ln|u+ Vi —a*| + C
N
45.J du _ _Nw—d
B2Vt — &2 a*u
du _ u
46. J(uz_az)m— P uz—a2+c
Formas que implican a + bu
udu 1 B
47. Ja-l—bu —bz(a+bu alnla + bu|) + C
u? du 2
48. Ja T bu 2b3[(a + bu) da(a + bu)
+ 2a*In|a + bu|] + C
du 1 u
49. Ju(a+bu) alna+bu‘ +c
0. szuz—1+b21n“+b” +C
(a + bu) aw g
udu a
51. = 2ln|a+bu|+C
(a + bu) b*(a + bu) b
J du 11 latbul

u(a + bu)>  ala +bu) g2

2
53. J u* du (a+bu— a —2aln|a+bu|>+C
(a+bu)2 a + bu
54. Ju\/a-kb du = 22 + C
15b
55. J u du 2 bu—2a)Na T hu+ C
Va + bu 3172
u” du
56. = 8a® + 3b*u* — 4abu)Na + bu + C
J\/a-kbu 15b3(a abwNat bu
a—+ bu
57. + C, >0
Ju\/a-i—bu \f Va + bu +\[ sia
2 a+bu
= tan +C,sia<0
\/_a a
Va + bu J' du
58. |———du=2Va+buta|l—F—x
J u ! “ wra uVa + bu
Va+bu ,  Va+bu b du
59. du = + =
u? u 2 a + bu
2u'(a + bu)*?
2 —
60. Ju Va + budu = b(2n + 3)
_ 2na o
b(2n+3)J'u Va + budu
61 J' u" du =2u”\/a+bu_ 2na Ju"_ldu
") Va+bu b(2n + 1) b2n + 1)) Va + bu
62 J' du _ Va + bu
" utNa+bu a(n — Du™™!
_M%—3x[ du
2an = 1) | w"""Va + bu
Formas trigonométricas
1 1
2 4 _1
63. Jsen udu—zu 4sen2u+C
cos? udu—lu+lsen2u+C
2 4
65. Jtan udy =tanu —u + C
66. Jcot uduy = —cotu —u+ C
67. Jsen udu = —*(2 + sen® u)cos u + C
68. Jcos udu—*(2+cos u)ysenu + C
69. Jtan udu = *tan u + Injcos u| + C
70. Jcot udu = —*cot u — Injsenu| + C

n |

1 1
sec’ udu = 5sec u tanu + Eln|sec u+tanu| + C
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Férmulas mateméaticas FM-11

1 1 Formas trigonométricas inversas
72. Jcsc3udu = —5escu cotu + Eln|csc u—cotu|l +C
90. Jsen_ludu =usen 'u+ VI1I—-u+C
73. Jsen”udu = —%sen”_1 ucos u + — Jsen"”u du
91. Jcoslu =ucos'u—V1—-u+C
74. Jcos"udu = %cos Ty senu + — jcos"_zudu |
92. Jtan udu = utan™'u — Eln(l +u’) + C
75. Jtan”udu = tan Jtan ) /T 2
" 93. Jusen udu—2u4 1sen_1u+ulfu+c
n — — n— 1 n— 2
76. Jcot udu — cot Jcot » w1, N —
94. |(ucos udu = g cos u—erc
77. Jsec”udu = tanu sec" *u + Z — 1Jsec”_Zu du 2 41
95. Jutan udy = 5 tan 'u—=+cC
78. |csc’udu = -1 cot u csc"2u + 2= | esc" 2 u du
n—1 n—1 1 -
96. |u'sen'udu = T sen  u
9 byt dut = sen(a — b)u _ sen(a + b)u +c
. | senau sen bu du = 2a = b) 2a 1 b) W du (70
n#—1 <L
sen(a — b)yu  sen(a + b)u V1-a? (&)
80. | cos au cos budu = 2a = b) 2a + b) +C —
97. Ju”cos_1 udu = + { Teos™u =
81 b dn — cos(a—b)u_cos(a+b)u+c ‘<
. | senau cos bu du = 2a—b) 2a+b) J 0 du } E
n+—1
V1- 2 LLl
82. |usenudu=senu —ucosu+ C e
98. Ju"tan_ludu = [ " tan !y <T
+ 1 E
83. Jucosudu=cosu+usenu+c g
- f - ‘2‘] n# =1 ]
1+u <
84. Ju" senudu = —u"cos u + nJu”_lcos u du i
Formas exponenciales y logaritmicas -
8s. Ju" cos udu = u"senu — nJu”_lsenudu 1 —
99. |ue™du = 7(au — De™ + C o
86 Jsen”u cos"udu = sen” " u cos™”! '
) n+m 100. e du = —u'e™ — ZJM"_le“” du ke
— Jsen"' u cos™ u du o
n+m 101. |e senbudu—i(a sen bu — b cos bu) + C

2
sen"" 'y cos™ ' u

n+m 102.
m—1
n+m

au

e cos bu du = (a cos bu + b sen bu) + C

2

Jsen” u cos™ 2 u du

- b+
87. Jl—senau_atan4+ 2 +c
104. 1w du=1In|lnul + C
= _2ian| T _ G
88. J1+senau_ ata (4 2>+C nt1

105. ulnudu— B [+ Dhnu—1]+C

+ 1)
m+1 ln u
Tm+1

|
\
—
o
/N
B]
+
‘Q
<
N———

89. J =
1 — senau

nl 1)
4 2

106.

J«
Je
Je
J
|
Jir

+ fln
a’

n
m+ 1

Jum " 'udu, m+# —1
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FM-12 Férmulas mateméticas

108.

In|u* — @*|du=uln|u* —a®|—2u +a In y

du w1 u
109. Ja+be"_a aln|a+be|+C

Formas hiperbolicas

110. Jsenh udu =coshu + C

111. |coshudu = senhu + C

112. |tanh u du = In(cosh u) + C

113. |coth u du = In|senh u| + C
114. |sech u du = tan '(senhu) + C
115. |csch udu = Inftanh3 u| + C
116. |sech’ udu = tanh u + C
117. |csch®udu = —cothu + C

118. |sech u tanh udu = —sechu + C

119. Jcsch ucothudu = —cschu + C

Formas que implican \V2au — u?
120. J V2au — 12 du = =N 2au — v

2

2 _
+ icos_l(a u) +C
2 a

uta

6

3 _
+ icos_l(a u) +C
2 a

2 2o
107. J'ln(u2+a2) du=uln(’®+ a® — 2u+2a tan_1%+ C 121. Ju \2au — u? du = w\/%m —u?

du=\N2au—u*>+a cos‘(%) +C

2V 2au —u? —cos_l(a_u>
u a

2au — u?
u

\/ 2au — u?

u2

[
[
e [
[
J

122.

123. du = +C

= cos_l<u) + C
a

\V 2au — u?

125. wdu Qau—u* +a cos_l<u> +C
2au — u? a

126.

u* du (u + 3a)
= — \V 2au — u?
\V 2au — u? 2

2 _
+ ﬂcos_l(ia p u) +C

2
du — N2au — ?
127. = +C
uV2ua — u? au

Algunas integrales definidas

/2

/2
128. J sen” x dx = J cos? x dx
0

(=}

w7 l1-3:5--Qn—-1)
_5 2:4-6---2n ’n_192»3’---
/2 /2
129. J sen?tlxdy = J cos? 1y dx
0 0
2462
T1-3-5--@Qn+1y n=123,...
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Respuestas de los problemas
Impares seleccionados

Autoevaluacion, pagina xiii 5. vértice: (0, 1); foco: (4, 1); 7. vértice: (—5, —1); foco:

1. vértice: (0, 0); foco: (1,0); 3. vértice: (0, 0); foco:
directriz: x =—1; eje: y =0 (0, —4); directriz
y=4; ejex=0 29. centro: (1, 3)

’ ’ ; ;’ e x = ;' . 1 (1, 3); focos:(lt\/ﬁ,3);
vértices: (—6, 3), (8,3); puntos
y terminales del eje menor: (1, —3), (1, 9);
. excentricidad: @; *

(x - 1)2 (} - 3)2

y

(=]
F
o
—
o |
=
|
1. falso 2. verdadero directriz: x = —4; (=5, —2); directriz: y =0; o.
3. falso 4. verdadero ejery=1; ejer x =—3; S
5. 12 6. —243 Y Y
3% + 8x e, 1 * =
7. oas 8. 2(x +3P +3 o 1m 16 8
9. a) 0,7 b) -1+ V6, -1 - V6 x 0o
)1 d) 1 <
10. a) (5x + DH2x — 3) b) P(x + 3)(x — 5) (5= -4+ D =
¢) (x—3)(x*+3x+9) d) (x — 2)(x + 2)(* + 4) 9. vértice: (=5, —6); foco: (—4, —6); ¥ o
11. falso 12. falso directriz: x =—6; eje:y=—6 —
13. verdadero 14. 6; — 6 ' ()
15. —a+5 16. a).b).d). e).g). h).i).]) (=
17. i)d); ii)e), iii)a); iv)b) LLl
18. a) —2<x<2, b) x| <2 d
o) 3+ 6P = 4 +5) LLl
19. —F 20. (—oo, —2)U(5, o0
N 3 ( WG 11. vértice: (—%, —1); foco w
21. (—o0, —=5]U[3, 00) 22. (—o0, —2)U [0, 1] directriz: y = —{§;  ejerx = —3 v
23. cuarto 24. (5,-7) g
25. —12;9
26. a) (1,-5 b (—15 ¢ (-1,-5 E
27. (=2,0),(0, —4),(0,4) 28. segundo y cuarto (x +g I_1 Lo+ E
29. x=6 o x=-4 30. ¥ +y* =25 L y
31 d(Py, Py) + d(Py, Py) = d(Py, P) 13. vertice: (3, 4);  foco: ( —
2. o) 33. falso directriz: x = 3; eje: y = (7,
34. —27 35. 8 <L
2
36. 3 (=9, 0); (0, 6) 37. y= —5x+3 E
38, y=2c— 14 39, y= —bx+3 v -
nr e R 152 =28 1702 =10c 19 ¢+ P=120+2) [
40. y = —%x 41 x— V3y +4V3-7=0 21 x*= %y 23. (3,0), (0, —2) (0, —6) ()
42. i) g);ii)e);iii) h); iv)a); v)b); vi)f); vii) d); viii) c) 25. centro: (0, 0); focos: (0, +V 15); (==
43. falso 44. falso 45. 47/3 46. 15 terminales del eje menor: (=1, 0); L
2V2 vértices: (0, =4); puntos (7]
47. 0.23 48. t=—— ’ >
o8 3 excentricidad: ?; o
49. senf =3 cosh =% tanh =3; cot =73 sec O =3; m—d
csc O = % g
50. »=10 fzn 6,c=10secd 51. k=101In5 27. centro: (0, 0); focos: (t\ﬁ, 0); &
52. 4 =64 53. log, 125 vértices: (4, 0); puntos terminales <
54. aproximadamente 2.3347  55. 1000 del eje menor: (0, £3); x —
56. verdadero excentricidad:% (7]
Ejercicios 10.1, pagina 558 L. Lid
= y
tg=l — |
o.
(7¢]
LLl
(o'=

V2 = 4x

x*=—16y
www.FreeLibros.org




RES-30 Respuestas de los problemas impares seleccionados

31. centro: (=5, —2); focos: (=5, -2 = VI5);  vértices: (-5, ~6); -1 (y - 3P
(=35, 2); puntos terminales del eje menor: (—6, —2), (—4, —2); 47. 7 + T 1
excentricidad: @;

49. centro: (0, 0); focos: (=V41,0); vértices: (=4, 0);

y

- 41

asintotas: y = i%x; excentricidad: %;
X
@ tS? G +2?
1 16

22
33. centro: (0, — 5);  focos: (0, =3 £V3); =35 =

vértices: (0, —%), (0, %), puntos terminales del eje
51. centro: (0, 0); focos: (0, t2\/6); vértices: (0, 12\6);

.. 3
menor: (—1, —%),(1, —%); excentricidad: %; ; o 6
asintotas: y = +V/5x; excentricidad: 5
y
X
2 P
Tt =1

35. centro: (2,—1); focos: (2,—5), (2,3); vértices: (2,—6), (2,4);
puntos terminales del eje menor: (—1, —1), (5,—1);  excentrici-

: ' . tro: ( » 1), f COS: (5_'\/7, — ), Vértices: (3’ _]) ( , 1)’
5 53. centro: (5 (o] +153
y 7
asintotas: y = —1 * *;(x — 5); excentricidad: @;
X

@=27 o+
9 T2 T

37. centro: (0, —3); focos: (=V6, —3); vértices: (—3, —3), (3,-3);

(=
F
(==
—d
p—
=
o
<
(&)
7]
Q
(o=
<L
=
=
(&
()
(T8
—d
kLl
(7]
(7¢)
Lid
<
o.
=
(72)
<
=
(TR
—d
[a'a)
(=)
oc
o.
(72l
(==
—d
(TR
(am
<
[
(7]
(T8
—
o
(7¢)
Lid
oc

puntos terminales del eje menor: (0, —3+V3 ); excentricidad: G- Gt 1P
V6 BLAR A
3 ) 55. centro: (0, 4); focos: (0, 4=V/37); vértices: (0, —2), (0, 10);
asintotas: y = 4 * 6x; excentricidad: @;
X
)C2 y2 (x _ 1)2 (y + 3)2
T 41. + _
Pt 16 4 !
2 R 5
X Vo N
4Bty =1 5. 5451
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-31

57. centro: (3, 1); focos: (3 + V30, 1); vértices: (3 + /5, 1); 3. 5.y
asintotas: y = 1+=V/5 (x — 3); excentricidad: V/6;
X
X
(x— 3)2_ (O 1)2= 1
5 25
59. centro: (2, 1); focos: (2 = V11, 1); vértices:(2 + V6, 1); 7.7 9. 74
. 5 . 11 i
asintotas: y = 1=* g(x — 2); excentricidad: Z; 1
x i
>
1. y=x>+3x—1,x=0
13. x=—-1+2,-1=x=0 15 y=Inx, x>0
@=2? -1 17. y
6 5 ! y T/
61. centro: (1, 3); focos: (1, 3 £ 75), vértices: (1, 2), (1, 4); L o x- ) .
asintotas: y = 3 = 2(x — 1); excentricidad: %; 4

19.

21. y][
—13)2 —1\2
(y13)+(xll)=1 1[

3
2 2 2 TV
¥ o2 G+3 -1
63. T 12" 1 65. 1 - 5 =1
) ( 2 23. Y Y
x+ 1 X —
67. (y—3)2—( )=1 69. (v — 4 — -1 a
4 4
71. en el foco a 6 pulg del vértice —a | a *
73. 76.5625 pies —a

43.5 millones de millas

75. 12.65 m del punto en el suelo directamente abajo del final del 25, y
tubo a
77. la distancia minima es 28.5 millones de millas; la mdxima es
u x |

(=
F
(=]
el
-
=
o.
<
(&)
%)
Q
(=]
<
—
=
(=
()
(TN
|
kil
7]
¢
kLl
<
o.
=
)
<
=
(TN
o
2]
Q
(==
o.
2]
(=]
—d
(TR
(e
<
-
(¢
kb
—
o.
¢
kLl
oc

79. 0.97 aproximadamente 81. 12 pies —a
27.
Ejercicios 10.2, pagina 564 y
LT sl 2] fo] 1|2
=5 | -3| -1 1 3 5 7
6 2 ol o] 2]6 ] 12 X
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Q
(o=
<L
=
=
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(T8
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(7]
(7¢)
Lid
<
o.
=
(72)
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(7]
(T8
—
o
(7¢)
Lid
oc

RES-32 Respuestas de los problemas impares seleccionados

29. si 31. no

33. no
35. x=+\V7P - ’sei’ b,y = Lsen ¢
37. x = a(cos 0 + 0 sen 0),y = a(sen 0 — 6 cos 0)
39. b) }l};" C) x2/3 + y2/3 — b2/3
" \: X
b\ / b
—pl
41. b)

~
D

Ejercicios 10.3, pagina 572
3
1. 5 3. 24
5. —1 7.y=—-2x—1
_4 .4 V3
9. y= 3X + 3 11. I
13. y=3x—7

15. tangente horizontal en (0, 0), tangente vertical en (—ﬁ, %) yen
(L l).
3vA3°3)

<

17. tangentes horizontales en (—1, 0) y (1, —4), no hay tangentes
verticales;

19. 3, 1/20; —1/(12F)
21. —26% — 3¢ 66 + 12¢%; — 24 — 606

23. coéncava hacia arriba para 0 < ¢t < 2, concava hacia abajo
parar<Qyt>2

25.

29.

31.

104
3

3
511

27. V2(e™ — 1)

a) —0.6551 b) —5.9991, 1.0446, 9.7361

Ejercicios 10.4, pagina 576

11.

13.
17.
19.
21.
23.

25.

31.
35.
39.
43.
47.
51.

™ 3. b
¥\ . 2
3, m) 0] eje L wOFﬁ—_>
polar (_5’5 cje
polar
(~4.-7)
ST
~.polar
a) (2, —5m/4) b) (2,117/4)
¢) (=2,7m/4) d) (=2,—m/4)
a) (4, —5m/3) b) (4,77/3)
¢) (—4,4m/3) d) (=4, —2m/3)
a) (1, —117/6) b) (1,137/6)
¢) (—1,7m/6) d) (-1, =5m/6)
(%) 15. (-3.3V3)
(—2V2, —2V2)
a) (2V2, —3m/4) b) (—2V2,m/4)
a) (2, —m/3) b) (—2,27/3)
a) (7,0) b) (—17,m)
y 29. y
X
X leje
eje polar
polar
r=5csch 33. 9 =tan' 7
r=2/(1 + cos 6) 37. r=6
r=1—cosf 41. x =2
x* + ) = 144x%H° 45. (x* + y»)? = 8Sxy

4+ y+5y=0
3x+8 =5

www.FreeLibros.org
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Ejercicios 10.5, pagina 583

1. circulo;

y

5. espiral;

9. cardioide;

YA r=2(1+sen 6)

eje
polar

13. limacoén;

17. curva de la rosa;

be‘l )
X

eje

polar

21. curva de la rosa;

25. circulo con centro sobre
el eje y;

yA r=—3sen 6

; } X

eje

polar

3. recta por el origen;

11. limacén con un lazo inte-

rior;

r=1-2cosfy

> X
eje
polar

15. limacdn convexa;

r=4+cos 0

19. curva de la rosa;

r=3cos36

eje
polar

23. circulo con centro sobre
el eje x;

r==6 cosf

eje
polar

27. lemniscata;

X

eje
polar

r2= 4sen26

29.

45.
51.

RES-33

Respuestas de los problemas impares seleccionados

lemniscata; 31.

N 2= 2500526

r=% 35. r=4—3cos b
. =2 cos 40 39. (2, /6), (2, 57/6)
. (1,7/2), (1, 37/2), origen

. 3, 7/12), (3, 57/12), (3, 137/12), (3, 177/12), 3, —/12),

(3, =57/12), (3, —137/12), 3, —177/12)

0,0, (£, 7/3), (%, 2m/3)  49. d)
b)

Ejercicios 10.6, pagina 590

V3 -2
1. -2 3. ——
/m 2V3 - 1
5. V3
7. tangente horizontal en (3, 7/3) y (3, 57/3), tangente vertical
en (4,0), (1,27/3) y (1, 47/3)
1 8 1 8
9. y=—x+—5y=—2x— —=
RV RV VRV
11. 6=0 13. 0 = 57/4,0 = Tm/4
15. 6 = w/10,6 = 37/10,0 = 7/2,0 = 77/10,0 = 97/10
17. = 19. 247
21. 117 23. 277'
2
2 3 l 27
25. a7 27. 4(e \fl)
1 3V3
29. 8(4—77) 31. 7 — >
33. %(277 +3V3) 35. 7+ 6V3
37. 18V3 —4nx 39. 67
41. V52— 1) 43. 24
Ejercicios 10.7, pagina 596
1. e = 1; pardbola; 3. e= i; elipse;
y
X
eje
polar
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RES-34 Respuestas de los problemas impares seleccionados

5. e = 2; hipérbola Revision del capitulo 10, pagina 597
Y A. 1. verdadero 3. verdadero
5. verdadero 7. falso
X 9. verdadero 11. verdadero
;Jolar 13. falso 15. verdadero
7. ¢ =2; hipérbola 17. verdadero 19. falso
y 21. verdadero 23. verdadero
25. falso
N B. 1. (0,3) 3. (0,-3)
;J:lar 5. y=-5 7. (10, =2)
9. 2,—-D),(6, -1 11. 4, -3)
4 13. (0, \5), (O, —\/5) 15. recta que pasa por el origen
9. = 5 elipse; 17. circulo que pasa por el origen 19. 6 =0, 6 = 7/3, 0 = 27/3

v 21. (0,0), (5,37/2)
X
;J':lar C. 1y= —?x + @ 3. (8, —26)
5. b) x=sent,y=sen2t,0 =t =27
o) (2.1).(C2 —1). (2. 1).(—2 1)

2> T2 2>

(=
F
(==
—d
p—
=
o
<
(&)
%]
Q
(o=
<L
=
=
(&
()
(T8
—d
kLl
(7]
(7¢)
Lid
<
o.
=
(72)
<
=
(TR
—d
[a'a)
(=)
oc
o.
(72l
(==
—d
(TR
(am
<
[
(7]
(T8
—
o
(7¢)
Lid
oc

_ -4 ¥ _
11. e=2; 1 1 =1 d) y
242 "
B o2 ( _?> Yo
“CT3 1206 144
25 5 7. 57T/4
5 o 3 9. a) x+y=2V2
T+ cos 0 b) r =2V2/(cos 0 + sen 0)
17.r=$ 11.x2+y2=x+y
-2
37 2send 13. 2 = 5csc 20
T T T ¥ 2 cos 0 15. r=1/(1 — cos 0)
3 17. r = 3 sen 106
21. r=
1 + cos(f + 2m/3) 32 2
sy, 3 700 " 36~
1 — senf
_ 3at _ 3af
1 21. x = Y= 3
25, r=— 1+1 1+1
1 — cos 6
3a cos Osen 6
1 23. =0
27. " o sent ar cos’ 0 + sen’ 0
3
29. vértice: (2, m/4) b) 5(12
31. vértices: (10, w/3) y (2, 4m/3) 25 - 3V3
: 2
33. r, = 8000 km 27. a) r =2 cos( — w/4)
35 1.495 X 10° b) x>+ ¥y = V2x + V2y
=
1 —0.0167cos 6 29, 10°m; 9 X 10®m
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Ejercicios 11.1, pagina 606 47.
1.a) 6i+12j b)i+8 ¢)3i d V65 e 3 49.

3. a) (12,00 b) (4, =5 ¢) 45 d) VAl e V4l
5.a) —9i+6j b) —3i+9j ¢ —3i—5j
d) 3V10 e) V34
7.a) —6i+27j b)0 ¢) —4i+18j d) 0 e) 2V85
9. a) (6, —14) b) (2,4)
11. @) 10i — 12j b) 12i — 17j
13. a) (20,52) b) (—2,0)
15. 2i + 5§

17. 2i + 2j
y“ 11.
+ e
1 PP, 13.
t +—+ t t X 15.
17.
19. (1,18)
19.
21. a),b),c), e). )
21.
23. (6, 15)
23.
5. 0) ((vs) B (5 ) -

27. a) (0,—1) b) (0. 1)

. 27.
29. (5. 8) 2
6 14
3. ——i+ ——j .
Vs Vss) 3
33.
33. (-3.-%)
3s.
3s.
37.
39.
41.
37. 43.
41. a
43.

45. a) |a + b| = |a] + |b]
b) cuando P,, P, y P; son colineales y P, yace entre P, y P;

Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-35

b) 31° aproximadamente

153 libras, aproximadamente

Ejercicios 11.2, pagina 612
1,3,5. Z

El conjunto {(x, y, 5)|x, y nimeros reales} es un plano perpen-
dicular al eje z, 5 unidades arriba del plano xy.

El conjunto {(2, 3, z)|z un nimero real} es la recta perpen-
dicular al plano xy en (2, 3, 0).

(2,0,0),(2,5,0),(2,0,8),(2,5,8),(0,5,0), (0,5, 8),
(0,0, 8),(0,0,0)

a) (—2,5,0),(—=2,0,4),(0,5,4)

b) (—2,5,-2) ¢) 3,5,4)

la unién de los planos de coordenadas
el punto (—1, 2, —3)

la unién de los planos z=5y z=-5
V70

a) 7 b) 5

tridngulo recto
tridngulo isésceles
colineal

no colineal
60—2

(4.2.3)

(—4, —11, 10)
=3, -6, 1)
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RES-36 Respuestas de los problemas impares seleccionados

45.

47

51

55.
59.

49. eje z positivo, plano xz,
plano yz

53. (—11, —41, —49)
57. 6
61. 4i — 4j + 4k

Ejercicios 11.3, pagina 620

1. 12 3. —16
5. 48 7. 29
9. 25 1. (-3,%,2)
13. 25V2 15. -3
17. 1.11 radianes o 63.43° 19. 1.89 radianes o 108.4°
21. a)yf).c)yd),b)ye)
23. (5, -3 1)
27. cos a =ﬁ,005ﬁ =%,COS‘Y = \/?)ﬁ;

29.

31.

33.

37.

39.

41.

43.

47.

a =745° B = 57.69°, v = 36.7°

V3

cosa=lcosB=0,cosy=— 5

2
a = 60° B =90°y = 150°
0.9553 radidn o 57.74°; 0.6155 radian o 35.26°

5 6
= 35 ———
7 V1l
72
V109
21, 28, 4. 3.
a)—51+5j b) si—5)
o %57 b GE-3Y)
72, 96, .
251 + 25 45. 1000 pies-Ib
45 N-m 49. 7,5f8pie-lb

Ejercicios 11.4, pagina 628

1. —5i—5j+ 3k 3. (—=12,-2,6)

5. —5i + 5k 7. (=3,2,3)

9. 0 11. 6i + 14j + 4k
13. —3i — 2j — 5k, o cualquier miiltiplo distinto de cero de este

17.
19.
23.
27.

vector
a)j—k-i+tj+k

2k 21. i+ 2j
—24k 25. 51— 5j — k
0 29. V41

31.
35.
39.
43.

47.

51.
55.
57.

—J 33. 0

6 37. 12i — 9 + 18k

—4i + 3j — 6k 41. —21i + 16j + 22k

—10 45. b) 14

1 7

5 49. E

10 53. Los vectores son coplanares.
Los puntos son coplanares.

a) 32 b) 30°del eje x positivo en la direccién del eje y nega-
tivo ¢) 16V3i — 16j

Ejercicios 11.5, pagina 633

p—
.

11.
13.

15.

17.

19.

23.
25.
217.

29.
31.
33.
35.
37.
39.
41.
43.
45.

L xR yow

(x.y.2) = (4,6, =7) + 1(3.5, —3)
(X, y,2) = 1(5,9,4)

(X, y,2) = (1,2, 1) + 12,3, —3)
(oy.z) = (omn 1) +0(-2.3,53)
(. y,2) = (1,1, 1) + (5,0, 0)
x=2+44ny=3—4,7=5+3
x=1+2t,y=-2t,z=—Tt

_ 1.3 1.1
x—4+10t,y—2+4t,z 3+6t
x=1_y—4_ z+9

9 10 7

x+7 z—-5 .y 10 42
o arT? ox=5"4g"="p

x=6+2t,y=4-3t,7= -2+ 6t
x=2+ty=-2,z=15

Las dos rectas pasan por el origen y tienen vectores direccio-
nales paralelos.

a)t=—5 b) s =12
(0,5, 15),(5,0,%), (10, =5, 0)
(2,3, -5)

Las rectas no se intersecan.

si
x=2+4,y=5-6,z=9—-6,,0=r=1
40.37°

x=4—-6t,y=1+3t,z=6+ 3t

Las rectas no son paralelas y no se intersecan.

Ejercicios 11.6, pagina 638

1.
5.
9.
13.
17.
21.
23.

25.
27.

5x — 3z =751

S5x =3y+z=2

Los puntos son colineales.
z=12

9x — Ty +5z=17

2x — 3y + 4z =19 3.
6x + 8y —4z =11 7.
3x—4y+z=0 11.
x+y—4z=25 15.
—3x+y+ 10z =18 19.
6x — 2yt z=12
perpendicular: a) y d), b) y ¢), d) y f), b) y e); paralelo: a) y
hH.eye

), d)

x=2+t,y=%—t,z=t
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-37

11 1 3 __ 17. z 19. z
29.x—2 Y=y Tkt T
F
31. (=5,5,9) 33. (1,2, -5) —
35. x=5+4y=6+3z=—12+1 y 7 )
37. 3x—y—2z=10 39, 0 N\ S, LS —
. -
x o
21. centro (—4, 3, 2); radio 6 23. centro (0, 0, 8); radio 8 E
25, b+ D2+ (y -4+ (z— 62 =3 <L
27 b — D2+ (y — D2+ (z — 4% =16 ()
. 29. P+ (-4’ +7 =40+ -8’ +7=4 U;
3. =12+ (y— 4P+ (z—2?2=90 o
¥ 33. todos los puntos en la mitad superior de la esfera x> + y* + (o=
(z— 1)*> = 4 (hemisferio superior) <
43. z 35. todos los puntos sobre o en el exterior de la esfera x* + y* + Z
N—= a=l =)
L\ .7 37. todos los puntos sobre y entre esferas concéntricas de radio 1 —
1 X y radio 3 centradas en el origen (&}
. Ejercicios 11.8, pagina 649 -
. 49. 107.98° 1. paraboloide; 3. elipsoide; g
z z
5 flﬂ
Ejercicios 11.7, pagina 642
J pag v o-
1. B 3. <L
Y x a.
’ " =
‘ 5. hiperboloide de una hoja; 7. cono eliptico; —
, z 7¢)
: i S R =
Q (a'a)
' ' =)
9. paraboloide hiperbélico; 11. hiperboloide de dos hojas; m
z a.
z
@ %2,
q o
9, y d
I\ o). =
. 7 =
y X 2
13. paraboloide eliptico; 15.
: 7
z
1 Lid
13.
y =
[7¢)
Lid
(= =
X
y

X
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RES-38 Respuestas de los problemas impares seleccionados

17. 19. Los vectores direccionales son ortogonales y el punto de inter-
seccion es (3, =3, 0).
21. 14x — 5y —3z=0 23, —6x — 3y +4z=15
27. a) —quBk b) v= ! ;LX)
mir|

29. 192.4 N-m aproximadamente

Ejercicios 12.1, pagina 659

1. (=00, =3] U [3,00) 3. [—1,1]
5. r(f) = sen ti + cos wtj — cos® wrk

19. una posibilidad es y* + 22 = 1; ejez
21. una posibilidad es y = e ejey

23. P =40+ 2 25. VP +27=09—-x)x=0
J ( ) Y ¢ ) 7. r(H) = e 'i + &7j + ¥k 9. x=1,y=sent,z =cost
27. X -y -7 =4 29. z=InVx> +y? 3
) 1. x=Int,y=1+1tz=1
31. Las superficies en los problemas 1, 4, 6, 10 y 14 son superfi- 13

cies de revolucidn alrededor del eje z. La superficie en el pro-
blema 2 es la superficie de revolucién alrededor del eje y. La
superficie en el problema 11 es la superficie de revolucién
alrededor del eje x.

33. z

17.

35. a) area de una seccion transversal es wab(c — z) b) %77'abc2
37. (2,-2,6),(—2,4,3)

Revision del capitulo 11, pagina 650

A. 1. verdadero 3. falso
5. verdadero 7. verdadero
9. verdadero 11. verdadero 2.
13. verdadero 15. falso
17. falso 19. verdadero
B.1.9i + 2j + 2k 3. 5i
5. 14 7. 26
9. —6i +j— 7k 11. 4,7,5)
13. (5,6,3) 15. —36V2
17. (12,0, 0), (0, —8,0), (0,0,6) 19. @ ) )
21, 2 23. elipsoide 25. () = (1 — {4, 0) + 10, 3), 27. r(® = ti + tj + 2t’k;
0=r=1;
C1—Li—j-3m 3.2 )
VIt ©,3)
5. (%.5.0) 7. cilindro eliptico

9. hiperboloide de dos hojas 11. paraboloide hiperbélico

13. x* — y* 4+ 72 = 1, hiperboloide de una hoja;
x> — y* — 22 = 1, hiperboloide de dos hojas
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15. a) esfera b) plano
x—17 :y—3 _ z+5
4 -2 6

17.
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-39

17. z

29. r() =3 costi+ 3 sentj+ 9 sen’rk; 15.

19.x=2+t,y=2+2t,z=§+4t

z 3
1 2 1 1 2 1
21, ——i+——j——=k x=——ty=—"=t7=—~t

q Ve V6T V6 Ve Ve Ve
I|‘|

iy — /1 M3, V3 1
A 2. r(n = (5~ ¥ +inw/3+1)

et % 25. r(1) X (1) 27. x(0) - ((0) X r"(0)
oo A AvAavAvavs 3. .
‘ ;&3&‘% 29. 2r{(2) — (1/)rh(1/1) 3L i+ 9j + 15k
X ’,‘:ii i \
ZW’ y t e 1 —2ts 1 s
v 33. (te—e)l-i-Ee J+§ek+C
33. b)

35. (6t + i+ 32 —2)j+ ( + Dk

37. 27 — 61+ 6)i + (7t — 42 — 3)j + (* — 20k
39. 27Vd® + 2 41. V6™ — 1)
43. r(s) = 9 cos(s/9i + 9 sen(s/9)j

45. r(s) = (1 + )i + (5 — J59)i + (2 + 59k

43. a)

Ejercicios 12.3, pagina 671

1. Larapidez es V5, 3. Larapidez es 2;
DHr=rtri+tj+@—Okr(=ti—1tj+@—k V(O)y
c) Y T
a(l)
= X
v(1) a(0)
x -+
5. Larapidez es V5; 7. Larapidez es V14;

Z

I v(2)

—t—t—)

Ejercicios 12.2, pagina 667
1. 8i + 16j + 32k 3.(2,2,2)
5. 2i + 23j + 17k 7. discontinua
9. 3i + 8j + 9k; 3i + 8.4j + 9.5k
1. (/i — (1/P)j; —1/D)i + /1)
13. (2t + ¥, 314, 8t — 1), (4te™ + 4e*, 61, 8)
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RES-40 Respuestas de los problemas impares seleccionados

9. a) (0,0,0)y (25, 115,0)
b) v(0) = —2i — 5k, a(0) = 2i + 2k;
v(5) = 10i + 73j + 5k, a(5) = 2i + 30j + 2k

a) (1) = 240V3ti + (— 167 + 2400)j;
x(1) = 240V3t, y(f) = —166* + 240¢

b) 900 pies

¢) aproximadamente 6 235 pies

d) 480 pies/s

72.11 pies/s 15. 97.98 pies/s

Suponga que (x, o) son las coordenadas del centro del blan-
co en el tiempo 7= 0. Entonces r, = r, cuando 1 = xo/ (vg cos 0)

11.

13.
19.

= yo/ (o sen 0). Lo que implica que tan 6 = yo/xo. En otras
palabras, apunte directamente al blanco en t = 0.

21. 191.33 libras aproximadamente

25. r(t) = k¥ + j+ (ke — Dk

1
22 + ky
Puesto que F estd dirigido a lo largo de r, es necesario tener
F = cr para alguna constante c. En consecuencia, 7=r X (cr)
=c(r X r)=0.Si 7 =0, entonces dL/dr = 0. Lo anterior
implica que L es una constante.

27.

Ejercicios 12.4, pagina 678

L

Vs

3. T=(a>+ b)) (—asenti+ acostj+ ck);
N = —cos ti — sen tj;

B = (a> + b*) (csenti — ccos tj + ak); k = a/(@® + A
5. a) 3V2x — 3V2y + 4z = 37
b) —4V2x + 4\V2y + 122 = 97
) x+y=2V2
7. ar=4/N1+ 4% ay =2/V1 + 4
9. ar=2V6;ay=0,t> 0
1. ap=2/V1+ ay=2/V1+ 7

13. aT:();aNZS

1. T= (—sen ti + cos tj + 2K)

15. a; = —V3e ay =0
17 k= VP22 sen® t + a2 cos® t + a2
) (a® sen? 1 + b? cos® 1 + )
23, k=2,p=1k=2/VI25 =018, p = VI25/2 = 5.59; la

curva es mds pronunciada en (0, 0)

25. y ; para valores mayores que |x| la

grifica de y = x* se comporta

= k(x)
X como una recta puesto que
Kk(x) — 0.
I X
Revision del capitulo 12, pagina 679
A. 1. verdadero 3. verdadero 5. verdadero 7. verdadero 9. falso
B.1.y = 3.(1,2,1)
V2 | |
5. 7. (~35.0.7)

9. 3x + 6y + 3z =10

C.

1. V2r

3. x=-27T—-18,y=8+t,z=1+t¢

5.

11.

13.
15.

4

X

—f*sent + 2tcost — 2sent cos t + 8% + 121%%

.(t+1)i+($t2+t+l)j+tk;

x=t+1,y=$t2+t+l,z=t

v(l) =6i +j + 2k, v(4) = 6i + j + 8k,
a(l) = 2k, a(4) = 2k

i+4j+ Gr/dk

i
V2
N = sech li — tanh 1k;
i
V2

T= (tanh 1i + j + sech 1k);

B = (—tanh 1i + j — sech 1k);

K = %sech2 1

Ejercicios 13.1, pagina 686

11.
15.
19.

23.
27.
31.
33.
35.

37

- {G W] y) # (0, 0}

3. {xyly # —x7}

. {(s, n)|s, t cualesquiera nimeros reales}

. {(r, $)|r cualquier nimero real, |s| = 1}
{(u, v, W[ + v* + w? = 16}
c) 13. b)
d) 17. )
y 21. y
y=x
X /‘ X
{z|lz = 10} 25. w—1l=w=1}
10, =2 29. 4,4

plano por el origen perpendicular al plano xz
manto superior de un cono circular

mitad superior de un elipsoide

: v 39. v
X
X
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41. y 43. cilindro eliptico

45. elipsoides

47.
b4
2 z
A,
1
i
y y
7\ S
X X
c=0 c<0
49. p 51. C(r, h) = 2.87r + 4.67rh
|4
11 5
53. V= Ewrzh 55. 15600 cm

Ejercicios 13.2, pagina 694

1. 26 3. no existe
5.1 7. no existe
9. 108 11. 1
1 1
13. 3 15. 3
17. 360 19. no existe
21. -3 23. 0
25. 0 27. 0
29. 0 3. A, =0y y=—x}

3B {, )y #0y x/y # 2n + Dar/2,n =0, £1, *2,...}
35. a) continua
37. fes continua en (0, 0).

b) no continua ¢) no continua

Ejercicios 13.3, pagina 701

1. az/ox = 7, 9z/dy = 16y
3. 9z/ox = 6xy + 4%, 0z/dy = 3x* + 8xy
5. 9z/9x = 2x — y*, 9z/dy = —2xy + 20y*
7. dz/ox = 20x°y® — 2xy® + 30x%, az/ay = 15x%* — 6x%y° — 4
9. az/ox = 2x"'2/(3y* + 1), az/9y = —24yVx/(3y* + 1)?
11. 9z/ax = =32 — yH) 72 az/ay = 2y(x* — y) 2
13. 9z/dx = —10 cos 5x sen 5x, dz/dy = 10 sen Sy cos Sy
15. f, = 3y + De™, f, = x'e"”
17. f. = Ty/(x + 2y)2,fy = —7x/(x + 2y)°
19. g, = Su/(4u* + 5v°), g, = 15V*/(4u* + 5v%)
21w, = x Py, wy = 2V — (y/2)e — & w, = (y*/2D)e

Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-41

23. F, = 2uw® — v’ — vwt’sen(ur?), F, = —3uv® + w cos(ut?),
F. = 128x"t", F, = —2uvwrt sen (ut’) + 64x°°

25. —16

27. x=—l,y=4+1t,z=-24+ 2t

29. -2 31 9%z/ox* = ye¥

33. f, = 20xy — 6y* 35. Wy, = 18w’

37. Fyo= —2¢"(2r7 + D)sen 6  39. —60x’y> + 8y

41. —48uvs?

43. 9z/ox = —x/z, 0z/dy = —y/z

45. 9z/9u = (vz — 2uv®)/(2z — uv), Iz/Iv = (uz — 3u*v?)/(2z — uv)

47. A, =ysen6,A, = xsenb, Ay = xy cos 0

J — O=x=at ..
59. a) 67’: = {_Zc/a, N >);t a; para x > at el movimien-

to es de caida libre

b) u _ {(—g/az)(at —X),
ox 0, x> at

movimiento es horizontal

O=sx=at
; parax > atel

Ejercicios 13.4, pagina 709
1 L(x,y) =2 —2x — 1) + 6(y — 1)

ey 33 o 120
3. Lx,y) = 136 + 17 x—8) + 7 15)

5. L(x,y) =In2 — (x + 1)+%(y— )]

7. 13.0907 9. 61.44
11. dz = 2x sen 4y dx + 4x* cos 4y dy
13. dz = 2x(2x° — 4y} 2 dx — 6y*(2x> — 4y 2 dy
15. df = 71(s + 3t) > ds — Ts(s + 3t) 2 dt
17. dw = 2xy*z Sdx + 4>’z 3 dy — 5x3'7 % dz
19. dF =3/ dr — 25 ds — 2t "% dt
21. dw = dufu + dv/v — ds/s — dt/t
23. Az=02,dz=02
25. Az = -0.79,dz = —0.8
27. & = 5Ax,8, = —Ax

29. g = y*Ax + 4xyAy + 2yAxAy,
&, = x’Ay + 2xAxAy + (Ax)*Ay

31. 0.9% 33. —mg(0.009);  decrece
35. 15% 37. 49%
Ejercicios 13.5, pagina 716
4xt — 4yt 3
e N
dt 2+ dt | ==
dp 2u 4r r

du T 25+t B+ 1P 2Vu(2s + 1

7. dz/ou = 3uPye™ + 2xye”, dz/dv = —dvxye”

9. 9z/0u = 161> — 40yQQu — v), Iz/dv = —96v* + 20y(2u — v)

11. aw/at = —3u(u® + v¥)e " sen 6 — 3v(® + v?)'?e™ cos 6,
aw/90 = 3u(u* + v*)?e™" cos 0 — v’ + v¥)?e " sen

13. 0R/0u = StV — drsttuve™ + 8rszt3uv2e”2”2,

OR/ov = 25’1 uve” + 2rst'e™ + 8rs’Putve™

www.FreeLibros.org
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RES-42 Respuestas de los problemas impares seleccionados
I5. w _ xXu N y cosh rs

ot Va2 + yirs + ) uVa + yz’

w _ xs N sty senh rs

ar \/m(rs + tu) u\/m’

aw xt ty cosh rs

17.
19.
21.
23.

33.
39.

du Va2 + y(rs + ) Va2 +y?

dy/dx = (4xy* — 3:)/(1 — 4x%y)

dy/dx =y cosxy/(1 — x cos xy)

dz/0x = x/z, dz/dy = y/z

dz/ox = (2x + y’2)/(10z — 3xy’2%),

az/dy = (2xyz’ — 2y)/(10z — 3xy’2)

5.31 cm?/s 35. 0.5976 pulg*/afo

a) aproximadamente 380 ciclos por segundo b) decreciente

Ejercicios 13.6, pagina 723

1. 2x — 3x3)i + (2% + 4Y)j
3. (/)i + 2w/ — B2k
5. 4i — 32j 7. 2V3i — 8j — 4V3k
9. V3x+y 11. 1—25(\/5 -2
1 98
13. ——— 15. —
2V10 V5
17. —3\V2 19. —1
12 1 5
21, —= 23, V2i+ ——j; />
V7 vt oz
25. —2i + 2j — 4k; 2V6
27. —8Vw/6i — 8Vm/6j; — 8V7/3
29 3. 12 2k' V83 281
CTgt T A TER 24
31
31. =——
V17
_3. 4. _4. . 3. _ 4. 3.
33.a)u—51 5J b)u—51+5J c)u= sl 5
1
35. a) D, f = ——(9x* + 3y* — 18xy° — 6x°
) Duf \/E( y Xy x°y)
b) D,F = %(—3x2 — 27y* + 27x + 3y — 36xy)
37. (2,5),(=2,5) 39. —16i — 4j
41. x =3¢ ¥ y=4eol6x=3y,y=0

Ejercicios 13.7, pagina 727

5. y 7.y

9.

11.

13. (—4,-1,17) 15, —2x+2y+z=9
17. 6x — 2y — 92 =5 19. 6x — 8y + z = 50
21. 2x+y—\f2z=1+%7r 23. V2x+ V2y —z=2
25. (5 V2. 35) (=35 — V2. %),

33.

. (=2,0,5),(=2,0,=3)
Lx=1+2,y=—-1—-4t,z=1+ 2t

1 1
X—3 y—3 z—3

4 6 -1

Ejercicios 13.8, pagina 734

o
.

L R yow

11.

min. rel. f(0,0) = 5

max. rel. f(4,3) = 25

min. rel. f(—=2,1) = 15

max. rel. f(—1, —1) = 10; min. rel. f(1,1) = —10
min. rel. f(3,1) = —14

no extrema

max. rel. f(1, 1) = 12

min. rel. f(—1, —2) = 14

. mix. rel. f(—1, 2n + Da/2) = e ', n impar;

min. rel. f(—1, 2n + )w/2) = —e” !, n par

. méx. rel. f(2m + 1)w/2, 2n + 1)7/2) = 2, my n pares;

min. rel. f(2m + Dm/2, 2n + 1)w/2) = —2,my n impares
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-43

21, x=7,y=17,z=17 5. max. f(1, 1) = f(—1, -1) = I;
23, (LLY) min. f(1, = 1) = f(—=1, 1) = —1
25, (2,2,2),(2, =2, —=2), (=2.2, =2), (—2, =2, 2); en estos 7. min.f(3, —3) = %
puntos la distancia minima es 2V/3 9. méx.f(l/%, 1/\4@) =f(—1/%, _1/\4@) _
27. 5V/3abe FA/NVD), =1/N2) = f(=1/V2,1/¥2) = V2
Vi Vi Vi min. (0, 1) = f(0, =1) = f(1,0) = f(=1,0) = 1
29. x = P/(4 + 2V3),y = P(\V3 — 1)/(2\V/3), 6 = 30° ) )
L /lf 0.0 _)f6 ( 3 . b) oo g maxflsn) =5 minfO,1=70,0=0
- mix. abs.f(0,0) = - min. abs. 0, 0) = 13. mix. f(V5,2V5, V53) = 6V5;
35. max. abs. f(5: %) = 2: min. abs. f(—4, —%%) = -2 min. f(=V5, =2V5, —V5) = —6V5
. 12 - 2
37. max. abs. f(A ) = F-2 —2) = & 1. mix f(5: 75 V3) = 33
min. abs. (0, 0) = 0 17. min. f(3,5,3) =5
39. max. abs. f(, —2) = 10; min. abs. f(-%,3) = —10 19. min. (3, 1% 1) = %
41. a) (0, 0) y todos los puntos (x, 27/x) para 0 < x =< 7 ) 4 4 4
b) max. abs. f(x, m/2x) = 1,0 < x = m; 21. méx. A 2+ V2 24V2) 3+2V2
min. abs. £(0, 0) = f(0,y) = f(x,0) = f(ar, 1) = 0
c) z Bor=12- - m y:im
2V5 Vs
4
25. z=P+ 2 — V4 + P27k
b4 ﬁ27k( )
x y

Revision del capitulo 13, pagina 744
xy=m/2 (m 1)

43. x=2,y=2,z=15

A. 1. falso 3. verdadero
5. falso 7. falso
9. verdadero

Ejercicios 13.9, pagina 737

B. 1. — 3. 32+ =28

1
1. y=04x + 0.6 4
3. y=11x—-03 5. %g’(w) + %h’(w) 7. fiyer
5. y=1.3571x + 1.9286

7. v = —0.8357T + 234.333; 117.335, 100.621

9. a) y=0.5996x + 4.3605;
y = —0.0232x* + 0.5618x + 4.5942;

9. F(y); —F(x)
11. fi(x, »)8'WMA'(2) + fio(x, y)gWh'(2)

y = 0.00079x° — 0.0212x + 0.5498x + 4.5840 C. 1L e (=xy+1) 3. —%rz(?(ﬁ + 677
5. 6x% senh (x*y®) + 9x*y* cosh(x?y?)
Ejercicios 13.10, pagina 743 7. 6052y 0. %i n %j
L 1. ——(2 —  — dxy) 13. y

P+y=1 V10

y
S :
& valores
crecientes de f
15. 2xAy + 2yAx + 2AxAy — 2yAy — (Ay)?

fparece t.ener un r.néx.imo restringido 17. dz = 1lydx/(4x + 3y)* — 11xdy/(4x + 3y)?
y un minimo restringido
9. x=v5 i3t
3. mix. f(J ) = V10; ©4 3
V0 2. )2 b)) —V2 o4

o
F
(=]
el
—
=
o
<
(]
7]
Q
Q
<
=
=
()
(]
Lid
l
kLl
7]
7]
kLl
<
o
=
7]
<L
=
Lid
—
[a'a]
Q
oc
(=
72
(=]
—d
Lid
(e
<
-
(7]
Lid
—
o
7]
kLl
oo

min. f(~s — o) =

www.FreeLibros.org




RES-44 Respuestas de los problemas impares seleccionados

23. dax + 3y — 12z = 47 — 6\/3 9, 14 11. 40
< 25. 3x +4y =125 27. x=2,y=1,z=2 3
L | 29. aproximadamente —8.77 cm/s 33. no un extremo 13. g 15. ¢* —e+3—4In4
3 35. mdximo relativo 37. A= le cos 6 sen 6 63
2 17. - 19. el volumen es 167
) 39. A = 2xz + 2yz — 57 41. V = 16xy — dxy Vx> +y*
- 21. 18 23. 2
& Ejercicios 14.1, pagina 752 25. 4 27. 30In 6
o B 308 b8 2. 27 3142
9 5. 60 7. 107 35 i
\» 9. No. El integrando f(x, y) = x + 5y no es no negativo sobre la 33. —— 35. J J S, y) dy dx
Q region R. 6 0 Vx
Q &3 12—y
<L 1. 80 13. 34 37 J fx, y) dx dy 39 J J f(x, y) dx d
. ) . X, X
= 15 66 17. 18 \ s ) ) e
o 1 _ 2
G Ejercicios 14.2, pagina 756 4. 18(2\/E b 43. 3 sen 8
3
8 1. y + (%) 3. 2y — Exz\[y + o (y) 45. % 47. ¢ ‘; b c ‘*2’ d
Inly + 1
d 5. % + (%) 7. 3y sendx — 3xseny + c(y)
(75 0. 32 + 39" + ex0) 1. 24y — 20¢" Ejercicios 14.4, pagina 767
(7, Lx=83y=2 ¥=3,5=3
13. 22> — x%" 15. ixIn’5 1 4
LLI e "2 5. x=3y=1 T=0y=3
oc 1
<T 17. 2 —seny 19. cos’x — 3 cos*x o ¢ 3et+ 1 16(2—1) 1
o YTl -1 T st —1) 105
21. 37 3 V2
= 3 13. gk 15. %
—
4
25, —5- 27. 18 — & + 3e 4l V10
«x 21 7. 24 19. Y19,
g 10 3. T o N ’
S Kiel <y 21 a) lab'm b idbm ol @) la
LLd 1, 1 - 16V2
E| 33. 4¢ + 4 35, 23. cka 25. Tk
. _
c 37. e 39. 2 o 27. La
o 41. g(3\/§ — )
(7, 43. v 45. y Ejercicios 14.5, pagina 771
o 1 2 Lo _
= L S 3. G 3V3)
g 1 5. 23—577 7. %77(15\/15 - 7V7)
7¢) 9. 2 1 r=Sy=13
. . .Y
< } } > x 4 37 37
';, 13.x=15—2,y=¥ 15.X=é(4+377),y=%
|HE B 47. Ambas integrales iguales 3,?2 49. Ambas integrales iguales 9. 1 1
o | 17.  ma'k 19. Sak(15V3 — 4m)
o 51. Ambas integrales iguales 137> — 16.
7¢) 21, Loat 23. 4k
m . - ;. 2
Ejercicios 14.3, pagina 762 |
(== 1 25 25. 97 27. —m(e — 1)
L 57 33 4
3
5. 96 7.2In2—1 29. om 31. 250
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-45

33. l\/777 35. aproximadamente 1 450 m* 1 (Vi=e 8-y
2 29. J J j (x +y + 4) dz dy dx <
37. a) 2wdDy[d — (R + d)e "] T1VISE 42 —
2d% — (R® + 2dR + 2d%)e " 2560, 4 1
b) Ria 3. =57k 3V5 33. 30" o
— R+ d)e —d
2 5 25-x> 5
¢) 2md"Dy, 2d 35. k,[ J J 2+ V2 + Y + 2dzdydx E
—sIVas—2 Ny -
Ejercicios 14.6, pagina 775 &
1. 3v29 3. 1?077 Ejercicios 14.8, pagina 789 X
' s 1. (—5V2,5V2,5) 3. (%3, -4) )
5. gmATVIT = 1) e 5. (0,5, 1) 7. (V2, —m/4, —9) o
9. 2a%(m — 2) 11 82 9. 2V2,27/3,2) 11. (4, —7/2,0) 0o
13. 2ma(c, — ;) 13. 2+ 72=25 15. 2 —-7=1 <
17. 2= + 19. x=5 =
o . , 625 (=
Ejercicios 14.7, pagina 782 21. 3m(64 — 24V3) 23. 5w a
1. 48 3. 36
25. (0,0,3a) 27. S )
5. m—2 7 le2 — le 3 LLl
42 29. a) (*.1,0) b) (2,7/6,0) d
9.5 31. a) (—4,4,4V2) b) (4V2,37/4,4V2) (Jp]
42w 2[4 [ 33. a) 2V2,0, -2V2 b) V2,0, -2V2
11. J J j f&x,y, z)dzdydx,f J J f(x,y, 2) dxdz dy, ) ¢ ) ) ) 7¢)
o2y b oy do 35. (5V2,7/2,57/4) 37. (V2, /4, 7/6) LLl
J»4Jz/2J'z 2 @0)/2 39. (6, 7/4, —mw/4) 41. p =38 g
fGx,y, 2) dx dy dz, J J J f(x, 5, 2) dy dz dx, _ _ SR R
b L) 43. ¢ = 7/6,¢ = 57/6 45. x* + y° + z2 = 100 o
2—x)/2 47. =2 49. 97 (2 — V2) E
JJJ S, v, 2) dy dx dz 2 ;
51 gm 53. (0,0,7) —
8 (4 (Vy w
13. a JJszdydx b) J IJ dx dz dy S5. wk <L
0 J Jo 0 Jo Jo E
0 J J J dy dx ds Ejercicios 14.9, pagina 795 L
00 1. (0,0), (=2.8), (16,20), (14, 28) foa)
15. 17. 7, 3. 5.
I ! 4,2) g
' Q.
JI- X
o (7]
! i 3 O
' (6, —4) ]
1
Ll
X =y
e - L a
u 7]
19. z 21. 16V2 11. a) y b) (0, 0) es la imagen de todo <
23. 167 punto sobre la frontera u = 0. E
25.x=%,y=37—2,z=§ LL
|
27. 3=0,5=27=0 . Q.
y 0
1
x 13. 16 15. 5 o
17. %(b —a)d — ¢) 19. %(1 —In2)

www.FreeLibros.org




RES-46 Respuestas de los problemas impares seleccionados

315 1 _ 9. 21 11. 30
21, —— 23. —(e— e
o 4 4 13. 1 15. 1
15
()
L p , . 64 8
5' Revision del capitulo 14, pagina 796 21. -3 23. -3
A. 1. verdad 3. dad
E . lVeI' adero verdadero 25. 67 27, %
. lIalso
29. 70 31. 7
S B. 1. 32 =8y + 5y In(3> + 1) = 5yIn 5 208
Ui 3. regi6n cuadrada 5. f(x, 4) — f(x,2) 33. Sobre cada curva la integral de linea tiene el valor 3
4 Vi 35. km
O W j J f(x, y) dy dx 9. (V2,27/3,\V2)
Q 0 Ejercicios 15.2, pagina 813
< 11. z=7% p=csc¢cote
= L y 3. y
() C. 1. —3xe™ — 5xy +y + (%)
G 3. —ycosy® + ycos y 5.2 —¢?+4
7 A
B 7 1—send 9, 10 N
LLl 3 ~
d 11. 3207 13. 2
7 60 5. y 7. b)
V3 Vo | V2 VeeE 1 TI“ Pt
7o 15. I J ————dydx + J J ———dydx T
Ll b e Y i e P4y -
oc T
=L RY y 19. 5(1—cos 1) RRNRRE
Q. T
= \ \ ‘ i \ \ ‘
2 9. d) 11. d)
X 1
s 3. @ 15
|-_||J 17. 16 19. 97 + 6ar
(a'a) 21. e 23. —
o 25. 0 27. 0
o= B 5 23. fﬂ(Z\f ) 29. aproximadamente 21.5 Ib
Q. 31 Vi=(Gx — 6y)i + (12y — 61)j
Jo 25, a Xz Xy
33. Vf=tan 'yzi + j+ k
3 f=tan" yzi 1+ 22 j 1+ 22
2 2 2,
" Jﬂ“—xdxdﬁfj V1 - dudy 35. Vf= —e i+ (1 + 25 ) + k
Vi
[ 37. b) 39. d)
(7 41. P(x,y) =y +cosy+senx 43. ¢(x,y,2) =x + > — 47
o 27, — 29. 87
Ejercicios 15.3, pagina 823
o EN
”:J L 13—6 3. 14
Ejercicios 15.1, pagina 807
-Wl Ejercicios 15.1, pagina 80 5. 3 7. 330
‘u’j L _1256\/5; %4_\/) % 9. 1096 M d=xy +3r+y+K
(== 3.3 6 3\V5 5.0 13. no es un campo conservativo 15. ¢ = %x“ + xy + %y“ + K
A e L L) 17. ¢y, ) =2 +y’ —yz + K 19. 3 + ¢!
21. 63 23. 8 + 2¢°
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-47

25. 16 27. m— 4 17. 287 19. 87
2. ¢ = (Gmm)/Ir| 21. %77 23. —8wd’ (Ty)
F
Ejercicios 15.4, pagina 829 25. darkg 27. (1,%,2) o
1. 3 3.0 29. a) (0,0,5)  b) 128V2mk el
5. 757 7. 48w E
56 2 Ejercicios 15.7, pagina 849 —
9. ? 11. 5 m
: 1. b—yi+&+yj 2z 3. 0, 4y + 8z <
13. ¢ 5. 4y’ — ex2)i + 22 — 3x)k; 6? (&)
- _ i — —Z3. -z — -z
15. (b —a) X (é4rea de la regién acotada por C) 7. Qe Byl = xetyy et 4z 3ye ‘,5
3 45 9. (xy*’ + 2xye’ + X’yze® + xlye’)i — y*e'j + (—3x%yzet — xeM)k; o
19. gazﬂ 23. 5T xye' + yet — x’zéf =
27. 2i + (1 — 8y)j + 8zk 37. 6
27 <T
25. 27.
2 =
2. 3. Ejercicios 15.8, pagina 855 Q
’ O
L .. 45
Ejercicios 15.5, pagina 837 L. —40m 3.5 (&
L]
1. x=u,y=v,z=4u +3v — 2 3 _ —
5. ) 7. =3
ox=uy=—-VIi+u2+ v z=v LLl
5. rv)=uitvj+ (I —v)k 2=u=2-3=v=3 o _%,T 1. - «»
7. x¥* + y* = 1, cilindro circular (70
s o s . 13. —1527 15. 112 Lid
9. x“ =y~ +z7, porcién de un cono circular o=
11. dominio del pardmetro definido por0 = u = 4,0 = v = 7/2  17. considere la superficie como z = 0; %77 <
13. dominio del pardmetro definidopor0 = 0 < 2w, w/2 = p =7 a.
15. x + V3y =20 17. —6x + 10y + z=9 Ejercicios 15.9, pagina 862 E
L 3x+3y—z= Lx+ 3y + 2=
19. 3x +3y —z=9 21. x + 3y +2z=4 3 1 . P
23. 8x + 6x — 57 =25 25. 4V11 L3 3. Sam <
27. ¢m(17V17 — 1) 29. 2V57 + win(2 + V5) s 256 . 62 E
31. x=2sen¢g cos 6,y =2senc¢ senf,z = 2 cos ¢, : g 57 L
T3=¢=m0=06=2m 12m 9. 4m(b — a) 11. 128 e
33. x=2sen¢ cos b,y =2sen¢ senf,z =2 cos ¢, 1 (a'a]
0=¢p=m/4 0=0=2m 472 - V2) 3. 5m ()
35. oc
Revision del capitulo 15, pagina 863 (=3
A. 1. verdadero 3. falso »
o
5. falso 7. verdadero —d
z
9. verdadero 11. verdadero L
y a
x B. 1. Vo = T i
¢ (x2 + y2)3/2 (]C2 + y2)3/2'] m
y <
3. 6xy 5.0 -
7. 0 9. 4x+y—2z=0 (75
Ejercicios 15.6, pagina 844 LLJ
S —
26 C. 1L 3 21 3. 12
1. 3 3.0 .
1 osp 7/2 2 1,2 (Jp)
5. 9727 7. 5B =27+ 5.2+ 7. qm i
9. 9(17°% — 1) 11. 12V14 9. 5 11. 1807 (= =
13 Vi 15. 18 13. 50 317 - 57 15. 67— 1)
17. —4me 19. 0
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RES-48 Respuestas de los problemas impares seleccionados

21. 1257 23. 37
5
25. 3
27. z=x*—y?; paraboloide hiperb6lico
29. y=x%  cilindro parabdlico
Ejercicios 16.1, pagina 871
1.x2+4x+%y2—y=c 3P +ay -2t =C
5. 2% —3x+ 4y = 7. no exacta

9. xy° + y*cosx — *xz C 11. no exacta

13. xy — 2xe* +2¢° — 2 =C 15.
17. —In|cosx| + cosx seny = C 19.
2l xP + Py —y+ P =14

LAty + P =51+ 3y —y=38

x*y* — tan"'(3x) =
-5 —-r+y=C

25. k=10

Ejercicios 16.2, pagina 877
L y=C + Ce?
5. y=C,cos 3x + C,sen 3x

9. y=Cie ¥+ Cyxe
11. y = Cle(—3/2+@/2)x + Cze(—3/2—@/2)x

13. y = C,é*P + Cre™*

3.y =Cie ¥ + Ce™
7.y = Cie* + Cpe™

15. y = ¢*(C, cos x + C, sen x)

17. y = ef"/3(C1 cos%x + C, sen %x)
19. y = Cie ™ + Coxe ™ 21. y = 2 cos 4x — 5 sen 4x
3 5.3 ., . 1 1
2. y=—je > 4 e 25. y=e /2(—cos§x+ sen§x>
27. y=0 29, y = 2D — !
3.y +y =20y = 33. y=C,senx
35. y=—2cosx 37. ninguna solucién
39. y= x>

Ejercicios 16.3, pagina 832
Ly=Ce ™+ Ce¥—6

y=Ce ¥ + Gre ¥ +ix+1
5. y = C,cos 5x + C, sen 5x + § senx
_ 4 2 4 28 80
— X 3x _ T 2x _ =~ 3 - _ =2 il
7. y=Cie "+ Cye 3¢ 3X + 3 0¥t 37
9. y=¢"(Cycos3x+C sen3x)—i—1 3 126 2x+£sen2x
: ! ? 10 " 697° 697
— 5 5 8x_l
11. y = g¢ 84 = g¢ 2
13. y = Cjcosx + Cysenx + x senx + cos x In|cos x|
15. y=C,cosx + C,senx + %senx —pxcosx
= C, cos x + C; senx—%xcosx
1 1
17. y = C,cos x + C, senx +§—gc0s 2x
X —X 1 1 —X X —X 1
19. y=Cie" + Cye +er"—1xe =Cie' + Cye +§x senh x

2x L o 1 o et
21, y = Cie ™ + Cye™ + 1¢ In |x| — Tdt’ X >0

Xo

23. y=Cie ¥4+ Ce ™+ (e + e In(l + &)
25. y=Cie ¥ + Ce™™ — e *sen e

27. y = Cie* + Goxe* — e In(1 + x*) + xe‘tan™' x
29. y=Cie "+ Cyxe ™ + lxzef’C Inx — %xzef"

3. y=Ce? + Coxe? + 8¢+ x+ 4

33. y—% _"+%e"+%xe"—%xe‘

35, y=Cix+ Cxlnx + %x(ln x)?

37. C(x) = C(0o)(1 — e/

Ejercicios 16.4, pagina 890

1. Una masa que pesa 4 lb ( slug) sujeta a un resorte se libera
desde un punto 3 unidades arriba de la posicién de equilibrio
con una velocidad hacia arriba de 2 pies/s. La constante del
resorte es de 3 1b/pies.

3. x() = % cos 2t + % sen 2t

7. Una masa que pesa 2 Ib (& slug) sujeta a un resorte cuya cons-
tante es 1 Ib/pie. El sistema se amortigua con una fuerza resis-
tente equivalente numéricamente a dos veces la velocidad ins-
tantdnea. La masa empieza de la posicién de equilibrio con una
velocidad hacia arriba de 1.5 pies/s.

1 1

5. x(t) = —5sen 2t

9. 7s.58.a() = e~ 014 1L x(t) = 3¢ *(cos 41 + sen 41)
5 = S
B.agp>5 bHB=5 o0<p<;

1 —d4t 1 —t
. = + - + ;
15. x(1) 625e (24 + 1001) 6256 (24 cos 4t + 7 sen 4t);
x(t) = 0 cuando 1 — 00.
17. 4.568 C; 0.0509 s

19. () = 10 — 10e *(cos 3t + sen 31);
10432 C

i(f) = 60e ¥ sen 3,

Ejercicios 16.5, pagina 895

R U Gl VA
Loy = cOE(Zn), 30 = a X
1
30100 = co o) = ¢ -
n=1""
5 (x)=c_1-i-ix3+;x6
=N 0 3.2 6-5-3-2

++x9+...j|,
9:-8:-6-5-3-2

- L . 1 7
»x) = ¢ x+4.3x +7.6_4'3x

1 10
J’_ - - +...
109-7-6-4-3" }

_ 736 ..
6 " }

1 3
7. yi(x) = co[l - sz TR X

1 9-5
yz(x)=c1[x+3‘x3+ )P+T7+ }
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Respuestas de los problemas impares seleccionados RES-49

=

1.y=0 3. 8 pies
5. yp=Ax2+Bx+C+Dxe2"+Ee2x

2 2. 42
9. y(x) = [ 1x3 + 4 79‘4 2+ }

2 52 22, 8527
yz(x)=c1[x—*x + ¥’ XU A
41 7! 10! C. 1 Pcosy —y=C 3 leye 30 3
4 2 4
11. yl(x) Cos yz(x) =c 2 n-’\}l s. y = Cle(lf\/g)x + Cze(l+\/§)x 7. y = Cleflx + CzeS)c
n=1
-~ o 9. y=C cos%x + G sen%x 11. y = —24 cos 6x + 3 sen 6x
13, 31(0) = ¢ 2,87, ya(x) = ¢ 2! . i
n=0 n=0 — —3x dx — Zx _ Zx
' 13. y=Cie ™ + Cye 10 100¢
_ 1, 7 23 -7 6
15. yi(x) = ¢ 1+ZX _Wx + o IR 15. y = €'(C, cos x + C; senx) — € cos x In |sec x + tan x|

[ 13+ 14 5 34-14 I } 17.y=lsenx+lcosx+lsecx

yz(x)=c1_x—gx 2515 T 4 2 ) 2 2
1 1
r 19. yi(x) =co| 1 — %x3 +
17. )’1(X)=Col+1x2+13+1x4+ } - 32 6-5-3-2
L 2 6 6 1
9
o, 1,1 ‘W*}
yz(x)=clx+ 2+ + o+ )
2 2 4 1 1
@) =c|x— —x*+ ——¥
X 2 43" T 7.6-4-3
19.y—6x—21+ +§x +4‘ +} B | o }
10:9-7-6-4-3
2. 0<m=2
Revision del capitulo 16, pagina 895
23. x(1) = ’4‘(— 2\ft+—\f 2\ft> +— -
A. 1. verdadero 3. falso M0 = e 7 77 cos 2 sen ¢
5. verdadero 7. verdadero 25. x(15) = 5¢7°2 ~ 4.0937
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INDICE ANALITICO

A

Aceleracion, 668
centripeta, 670
componente normal de la, 675
componente tangencial de la, 675
Amortiguacién
factor de, 885
Angulo entre dos planos, 639
Angulos directores, 617
Aproximacién lineal local, 706
Arco
longitud de, 571
Area, 751
A de un paralelogramo, 626
acotada por dos graficas, 589
de la superficie, 773-774
diferencia del, 775
de una regién, 586
del triangulo, 626
Asintotas, 553-554

B

Balance, 614

Base estandar, 606, 612
Bicilindro, 762
Bifolium, 583

Bola abierta, 689
Braquistdcrono, 563

C

Calculo
de funciones vectoriales, 661-668
de una derivada parcial, 696
integral vectorial, 801-865
Campo
de fuerzas conservativo, 823
de velocidades, 672, 808
gradiente, 812
vectorial solenoidal, 849
Campos vectoriales, 809-810
conexion con integrales de linea, 810
conservativos, 813
en tercera dimension, 821-822
gradiente, 812
Cardioides, 579
Centro, 548
de masa, 778
trasladado a (h, k), 553-554
Centroide, 778, 830, 845

Cicloide, 563
Cilindro, 640
bastidor del, 641
directriz del, 640
Circuito
criticamente amortiguado, 889
eléctrico en serie LRC, 889
en serie, 889
sobreamortiguado, 889
Circulacion, 812
Circulo, 548
forma estandar de un, 548
involuta de un, 566
Circulos
centrados en el origen, 577
con centros sobre un eje, 581
grandes, 788
Cociente, 692
Coeficientes
indeterminados, 879
método de, 879
variables, 891
Cofactor, 622
Cofactores
expansion de determinantes por, 622
Combinacion lineal, 605
Componente
de a sobre un vector b, 618
horizontal, 606
vertical, 606
Componentes, 603, 617
aritmética de, 604, 611
Composicién, 692
Conceptos equivalentes, 818, 819
Condiciones
a la frontera, 876
iniciales, 875
Cono
de dos mantos, 648
de un manto, 648
eliptico, 643
Constantes
de amortiguamiento, 885
de integracién, 867
Continuidad, 662, 692
Conversion de coordenadas
polares en rectangulares, 574
rectangulares en polares, 574
Coordenadas
cilindricas, 783-784
a coordenadas rectangulares, 784
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iND-2 indice analitico
esféricas, 786
a coordenadas rectangulares y cilindricas, 786
plano de, 609
polares, 373
area en, 587
calculo en, 585-592
convenciones en, 373
secciones conicas en, 592-597
uso de, 691
rectangulares o cartesianas, 609
a polares, 770
a coordenadas cilindricas, 784
a coordenada esféricas, 787
Cosenos directores, 617
Cuerda focal, 549
Curva
cerrada, 561, 802
simple, 561, 802
cubica trenzada, 659
curvatura de una, 673-678
de Bézier, 567
de la rosa de cuatro pétalos, 580
de mariposa, 567
espacial, 564
longitud de una, 665
longitud de una, 570
movimiento sobre una, 668-673
orientacion de la, 561
paralela, 788
paramétrica, 561
gréfica de una, 561
parametrizada, 561
plana, 561
simple, 802
suave, 564, 663, 802
por partes, 802
por secciones, 564
Curvas
de las rosas, 580-581
de nivel, 684, 813
helicoidales, 657
Curvatura, 673-677
centro de, 677
circulo de, 677
férmulas para la, 676-677
radio de, 677
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D

Declive, 614
Definicion g-6, 693
Derivada
de una funcién
de una variable, 695
vectorial, 662
direccional, 718-724
calculo de una, 720
valor maximo de la, 722
parcial con respecto a x, 695
parcial con respecto a y, 695

Derivadas
de orden superior, 570, 664
parciales, 682-748
de segundo orden, 699
mixtas, 699
de tercer orden, 699
interpretacién geométrica, 697
Desigualdad
de Cauchy-Schwarz, 621
del tridngulo, 621
Desvio, 614
Determinante
de segundo orden, 621
de tercer orden, 621
jacobiano, 792
Determinantes
repaso de, 622
tres propiedades de, 623
2 X3y3X3,622
Diagramas de arbol, 713
Diferenciabilidad, 705
condicién suficiente para la, 705
implica continuidad, 705
Diferenciacion, 662
implicita, 715
ordinaria
reglas de la, 696
parcial
generalizacion de la, 719
guias para la, 696
implicita, 701
operadores de, 696
reglas de, 664
Diferencial, 868
de z, 707
total, 707, 709, 868
de z, 707
Diferenciales, 707
dexyy, 707
Directriz, 548, 592
Disco
abierto, 689
cerrado, 689
Distancia, 610
féormula de la, 610
Divergencia, 847-848
interpretacion fisica de la, 859

E

Ecuacion
auxiliar, 873
caracteristica. Véase Ecuacion auxiliar
cartesiana, Véase Ecuacion rectangular
de continuidad, 860-861
de difusién unidimensional, 702
de estado de Van der Waals
de Laplace, 716, 849
en dos dimensiones, 702
en tres dimensiones, 702
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de movimiento, 885
de onda, 716
de onda unidimensional, 702
diferencial
exacta, 869
criterio para una, 869
homogénea asociada, 878
lineal de orden n-ésimo
homogénea, 872
no homogénea, 872
en la forma estandar, 896
solucién general, 872-873
exacta, 868
lineal, 635
rectangular, 635
vectorial, 629, 634
Ecuaciones
diferenciales
lineales, 868
parciales, 877
separables, 868
exactas de primer orden, 868-871
lineales
homogéneas, 872
no homogéneas, 878
paramétricas, 560-573, 630, 831
aplicaciones de, 563
célculo y, 568-573
polares
de conicas, 593
gréficas de, 576-577
pruebas de simetria de, 578
simétricas, 631-632
Eje
conjugado, 553
mayor, 551
longitud del, 551
menor, 551
polar, 573
transversal, 553
longitud del, 553
z, 609
Elipse, 550-552, 594
ecuacion de una, 550-551
forma estandar de la, 551
excentricidad de una, 555
vértices de la, 551
Elipsoide, 643
de revolucion, 648
Epicicloide, 566
de tres cuspides, 566
Equipotencial, 683
Escalar, 602
Escalares, 602
Esfera, 641
centro de la, 641
radio de la, 641
Esferoide
achatado, 650
prolato, 650

indice analitico

Espacio
bidimensional, 603
tridimensional, 609
rectas en el, 629-634
Espiral
esférica, 661
toroidal, 661
Excentricidad, 555-558, 592
de la orbita terrestre, 557-558
Expansion de determinantes por cofactores, 622
Extremos
con restricciones, 737
en conjuntos acotados cerrados, 732
frontera, 732
locales. Véase Extremos relativos
relativos, 728-729
maximo, 729-730
minimo, 729-730

F

Factor
de amortiguacion, 874, 885
de enfriamiento, 688
integrante, 868, 871
Fluido incompresible, 849
Flujo
de agua, 688
de F a través de S, 843
Foco, 548, 592
Férmula
de Euler, 873
de la distancia, 610
de la integral de Poisson, 747
del punto medio, 611
Férmulas
para ar, ay, 676-677
para la curvatura, 676-677
Frecuencia, 884
Fuente, 848
Fuerza
central, 673
de flotacion, 861
resultante, 603
Funcion
armonica, 850
complementaria, 878
continua, 692
sobre una regién R, 692
de cuatro variables, 686
de dos variables, 682
de produccién Cobb-Douglas, 747
de tres variables, 685
diferenciable, 705
en todas partes, 705
en R, 705
discontinua, 692
dominio de la, 682
gradiente de una, 718
polinomial, 682, 685, 693
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iND-4 indice analitico

racional, 682, 685, 693 |
suave, 663
variable dependiente de la, 682
variables independientes de la, 682
Funciones

de dos variables, 682, 738

graficas de, 683

limites de, 689

Identidades de Green, 862
Incremento, 708
fundamental
férmula del, 704
Independencia de la trayectoria, 817
Indice de amplitud, 743

de tres 0 mds variables, 685, 693, 698, 708, Inercia
721, 741 momentos de, 778
de valores vectoriales, 656-680 Integ];ablg _—
de varias variables, 682-688 sobre R’ a0
independencia lineal de, 872 . sobre X
linealmente independientes, 872 nt'e:graC{(),n
multivariables inversion del orden de, 761
, parcial, 753

extremos de, 728
vectoriales, 656-661

célculo de, 661-668

reglas de, 665

de f con respecto a x, 753
de f con respecto a y, 753
definida, 753
regién de, 755
Integral
G construccién de una, 571, 587, 773-774
de linea, 853

Generalizacién de la diferenciacién parcial, 719 C definida paramétricamente, 803

Gene.ralizaciones, 713 C definida por y = g(x), 804
Gradiente de F alo largo de C, 810
de f, 718

de f con respecto a la longitud de arco, 803
de f con respecto a x, 802

de f con respecto a y, 803

interpretacion geométrica, 803

de una funcién, 718
interpretacién geomeétrica del, 724-725
Gradientes, 718
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Grafica polar notacién, 804-805
longitud de una, 589 propiedades, 805
pendiente de una tangente a una, 585 de superficie, 853, 859
simétrica con respecto al eje x, 578 definida, 750
simétrica con respecto al origen, 578 bidimensional, 750
rotada, 582 tridimensional, 776
Graficas, 594 doble, 750-753
\ polares cambio de variables en una, 792
longitud de arco para, 589 de f sobre R, 750
rotacion de, 582 iterada de f, 755
parcial
definida con respecto a x, 753
H definida con respecto a y, 753
Heélice triple, 776-783, 859
circular, 564, 657 cambio de variables en una, 795
conica, 657 de f'sobre D, 777
eliptica, 657 Integrales
horquilla de una, 657 alrededor de trayectorias cerradas, 819
Helicoide circular, 564 de campos vectoriales, 843
Hipérbola, 593-594 de linea, 802-808
centro de la, 553 de campos vectoriales, 808-815
con centro (0, 0), 553 en curvas cerradas simples, 8§24
excentricidad de una, 555 en el espacio, 806
focos de la, 553 en el plano, 802
forma estandar de la ecuacion de una, 553 método de evaluacidn, 806
vértices de la, 553 teorema fundamental para, 816
Hiperboloide dobles, 790
de dos hojas, 645-646 en coordenadas polares, 768-773
de una hoja, 645-646 evaluacion de, 757
variaciones de las ecuaciones, 646 iteradas, 753, 755
Hipocicloide, 566 evaluacién mediante, 777
de cuatro cuspides, 566 mdltiples, 750-796
Homogénea de grado n, 718 cambio de variables en, 790
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triples, 794
en coordenadas cilindricas, 784
en coordenadas esféricas, 787
en otros sistemas de coordenadas, 783-789
Interpretacion geométrica de r'(#), 663
Intersecciones con los ejes, 563
Irrotacional, 848
Isobarico, 683
Isotérmico, 683
Jacobiano, 792
Laplaciano, 849
Latitud, 788, 833
Lemniscatas, 581-582

L

Ley
de conservacion de la energia mecdnica, 823
de Gauss, 862
de Hooke, 883
Limacoén
con un lazo interior, 579
con un orificio, 579
convexo, 579
Limite, 661
de una funcién vectorial, 661
de una suma, producto, cociente, 691
definicion de un, 693
Limites
fundamentales, 691
propiedad de los, 662, 688-691
Linealizacion, 703, 706, 708
Lineas de contorno, 685
Longitud, 589, 602, 788, 834
de arco, 666
funcién de, 666
parametrizacién de, 666
L, 666

M

Magnitud, 602
Mantos, 648
Mapas de contorno, 685
Mapeo. Véase Transformacion
Marco TNB, 675
Masa, 778
centro de, 764-766, 778
m, 764
Maximo absoluto, 732
Maximo relativo, 729-730
Meridiano, 788, 834
primo, 788
Método
de minimos cuadrados, 735
de multiplicadores de Lagrange, 739
Minimo
absoluto, 732
relativo, 727, 730
Minimos cuadrados, 736
meétodo de, 736
recta de, 736

indice analitico

Modelos matematicos, 883-891
Momento

angular, 591, 672

de inercia, 766, 845

lineal, 672
Momentos de inercia, 778
Movimiento

amortiguado libre, 885

armoénico simple, 884

curvilineo, 568

en el plano, 670

forzado, 887-888

libre, 884

subamortiguado libre, 884
Multiplicadores de Lagrange, 737-744

N

Norma, 602
Normal
n, 634
unitaria. Véase Vector normal principal
Normalizacién, 605
Numero critico, 729
Numeros
complejos, 873
direccionales, 630

0

Octante
primer, 609
Octantes, 609
Operador diferencial, 718
Orientacion, 656, 802, 842
hacia abajo, 842
hacia arriba, 842
positiva, 824
Origen, 609

P

Par ordenado, 608
Parabola, 548, 594

con vértice (h, k), 550

ecuacion de una, 549-550

forma estandar de la, 549

eje de la, 548

vértice de la, 548
Paraboloides, 556

eliptico, 644

hiperbdlico, 644-645
Paralelepipedo

volumen de un, 627
Parametro, 630

dominio del, 831

eliminacion del, 562-563, 831
Parametrizacion, 561

de curvas rectangulares, 564
Parciales mixtas

igualdad de, 699-700
Particion interior, 750, 776
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iND-6 indice analitico

Pendiente, 568
de una recta tangente, 568, 585
Pendientes
de la superficie, 698
Periodo, 884
Peso efectivo, 672
Pétalos o lazos, 580
Plano
de coordenadas, 609
de rectificacion, 675
gufas para graficar un, 637
normal, 675
oscilante, 675
paralelo, 636
perpendicular, 636
tangente, 707, 725-726
traza de un, 637
y vector normal, 635
Planos, 634-640
angulos entre dos, 639
tangentes, 724-727
Posicién de equilibrio, 884
Primera ley de Kepler del movimiento planetario, 673
Primeros momentos, 778
Principio
de Arquimedes, 860
de superposicion, 872
Problema de valores en la frontera, 875
Proceso de Haber-Bosch, 743
Producto, 692
cruz, 622
de dos vectores, 623
forma alterna del, 625
forma de componentes del, 623
interpretacion fisica del, 627
propiedades del, 624
escalar. Véase Producto punto
interior. Véase Producto punto
punto, 614-622
de dos vectores, 615
forma alterna del, 616
forma de componentes del, 614
interpretacion fisica del, 619
propiedades del, 615
Propiedades, 751
Proyeccién
de a ortogonal sobre b, 618
de a sobre b, 618
Prueba
de las segundas derivadas parciales, 730
en un campo conservativo, 819
Pulsos, 891
Punto
critico, 729
final, 561, 602
frontera, 689
inicial, 561, 602
interior, 689
medio del segmento de recta, 610
normal, 635
silla, 731

Puntos
criticos, 729-730
de interseccion, 581
estacionarios. Véase Puntos criticos
gradientes en la direccion del incremento mds rapido de f, 722

R

Radio, 548
de giro, 779
Raices
complejas conjugadas, 873
reales distintas, 873
reales iguales, 873
Rapidez, 668
Recta, 736
de menor ajuste, 736
de minimos cuadrados, 736
de regresion, 736
normal, 727
tangente, 663
Rectas, 656
oblicuas, 633
paralelas, 632
perpendiculares, 632
que pasan por el origen, 577
Regién
abierta, 689
acotada, 689
cerrada, 689
conexa, 818
de integracién, 750
disconexa, 818
multiplemente conexa, 818
no acotada, 689
simplemente conexa, 8§18
tipo I, 754
tipo 11, 754
Regla
de la cadena, 711-718
para derivadas ordinarias, 711
para derivadas parciales, 712
de la mano derecha, 609, 625
Reglas de diferenciacion, 664
Relacion de recurrencia, 892
Resonador de Helmholtz, 717
Resonancia pura, 888-889
Resta, 602-605
Rotacional, 846, 848
de F, 846
de un campo vectorial, 846
interpretacion fisica del, 854

S

Seccion conica, 592-593
Secciones cénicas, 548-560

en coordenadas polares, 592-597
Segmento de recta, 630, 657
Segunda ley

de Kepler, 591
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de movimiento de Newton, 884
de Newton, 884
Segundos momentos, 766, 778
Series de potencias, 891-895
Simetria, 578-579
Sistema
criticamente amortiguado, 886
de coordenadas
polares, 573-576
rectangular o cartesiano, 573
en el espacio tridimensional, 609
sobreamortiguado, 885
subamortiguado, 886
Sistemas dindmicos, 883
Solucién
general, 878
particular, 878
Suma
de los errores cuadraticos, 736
de Riemann, 750, 776
Sumas, 602-605, 692
Sumidero, 848
Superficie, 640
area de una, 835
bastidor de una, 833
cerrada, 842
hacia dentro, 842
hacia fuera, 842
cuddrica, 643-650
integrales de, 839-845
masa de una, 840
paramétrica, 834
area de una, 835
plano tangente a una, 834
pendientes de la, 698
proyeccion de S en otros planos, 840
suave, 834
enr, 834
por partes, 834
sobre R, 834
traza de una, 642
Superficies
cuadricas, 643-650
origen en (h, k, [), 647
dadas, 726
de nivel, 686
de revolucion, 647
orientadas, 842
ortogonales, 728
paramétricas, 830-839

T

Tangente
horizontal, 569
unitaria, 674
vertical, 569
Tangentes a la grafica en el origen,
580, 586
Tautéerono, 563
Teorema
de Fubini, 757

de Gauss, 856

de Green, 824-825
en tercera dimension, 851, 856
forma vectorial del, 851, 856

para regiones multiplemente conexas, 827

de la divergencia, 856-861

de Lagrange, 739

de Stokes, 851-856

del valor extremo, 732
Torsién, 627
Trabajo, 811-812
Transferencia de Hohmann, 596
Transformacion, 791

inversa, 792

uno a uno, 792
Trayectoria, 689, 815

de integracion. Véase Trayectoria
Traza, 684

de una superficie, 642
Triada ordenada, 609
Triedro mévil, 675
Triple producto

escalar, 626

vectorial, 626

v

Valor promedio, 763
Valores iniciales
problema de, 874
Variable dependiente
incremento de la, 704
Variables de estado, 883
Variacién de pardmetros, 880
Vector, 602
a, 611
binormal, 675
cero, 602
componentes del, 611
de desplazamiento, 602
direccional, 630
longitud del, 602, 605
magnitud del, 602, 605
multiplo escalar de un, 602
negativo de un, 602
norma del, 602, 605
normal principal, 675
posicion, 603, 611
resultante U, 672
tangente, 663
unitario, 605
Vectores
angulo entre, 616
coplanares, 627
diferencia de dos, 603

en el espacio bidimensional, 602-606

en el espacio tridimensional, 611
en un plano de coordenadas, 603
espacio tridimensional y, 608-614
geométricos, 602

iguales, 602

i, j, 606
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i, j, k, 612 Velocidad, 668

ortogonales o perpendiculares, 616 Vértice trasladado a (h, k), 550
criterio para, 616 Volumen, 751, 778

paralelos, 602, 625 neto, 751-752
criterio para, 625

propiedades de la aritmética de, 605 W

suma de, 602

unitarios, 605 Wronkskiano, 896
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